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CAPITULO 
QUINTO 


TRANSFORMACIONES CONFORMES. 
APLICACION A LOS PROBLEMAS 
DE LA APROXIMACION DE LAS 
FUNCIONES POR POLINOMIOS 


$ 1. TRANSFORMACIONES MEDIANTE FUNCIONES ANALITICAS. 
CRITERIO DE UNIVALENCIA 


1.1. Dediquémonos al estudio de las transformaciones realizadas 
por funciones analíticas. 

Toorema de la conservación del recinto en las 

transformaciones analíticas, Si f (2)5 const es una fun- 
ción analítica en un recinto G a excepción, posiblemente, de polos, 
entonces la imagen f (G) de este recinto también es un recinto del 
plano ampliado. 
s'i Obsérvese que, sin duda, la imagen f (G) es conexa, pues, si L 
es una curva continua que une los puntos z; y Z; del recinto G y porte- 
nece a G, entonces su imagen f (L) también es una curva continua 
(del plano ampliado) que une f (21) con f (ze) y pertenece a f (G). 
O sea, f (G) es un conjunto conexo (véase el ap. 4.1 del cap. primero). 
No queda más que demostrar que cada punto wọ = f (zo), donde 
Z% €G, es un punto interior del conjunto f (G). 

Supongamos primero que 2 34 œ y w œ. Examínemos un 
círculo cerrado |z — zo | <po, perteneciente al recinto G, de un 
radio tan pequeño que en todos sus puntos, distintos de Zp, los 
valores de f (z) sean distintos de we = f (zo). Designando con Yo 
la circunferencia |z — zo | = Po, tendremos que su imagen f (yo) 
en el plano w estará situada a una distancia positiva $ del punto wo, 
donde $ = min | (2) — f (20) |. 

E 


Domostremos que el entorno | w — wg | < ô del punto wọ per- 
tenece completamente al conjunto f (G). De aquí se deducirá que toy 
es un punto interior de este conjunto. 

Sea w, un punto arbitrario del entorno indicado: | w; — wọ | < 8. 
Entonces, on los puntos de la circunferencia yọ tendremos: 


17 (3) —w > lwow] 
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y, por consiguiente, según el teorema de Rouché (véase el ap. 
3.5 del cap. cuarto), las ecuaciones 
f()—w=0 y (fE —w0) + (ww) =f (2) —w: =0 

tienen una misma cantidad de raíces en el interior de yọ. Pero 
$ (2) — w, = 0 tiene al menos una raíz en el interior de yo (2 = 2). 
Por consiguiente, la ecuación f (z) — w, = O también tiene al menos 
una raíz en el interior de yo, es decir, existe en el entorno do 3, un 
punto z, tal que f (2) = 1. Así, pues, w, pertenece a f (G), con lo 
cual se termina la demostración para el caso en que zo y Wo = f (Zo) 
son puntos finitos. 

Cuando zọ= 00 y y 300, recurrimos a la transtormación 
auxiliar ¿ = 1/z, la cual realiza una transformación biunívoca 
y continua de un entorno del punto del infinito en un entorno del 
origen de coordenadas; además, la función f (2), que es analítica en 


un entorno de 2, = oo, se sustituye por la función f (z) = f* (t), 


que es analítica en un entorno de ¢ = 0 y toma aquí los mismos 
valores que toma la función f (z) en el entorno del punto del infinito. 
Como el punto f* (0) = f (00) = wọ es interior para el conjunto 
de los valores /* (E), esto mismo punto será interior también para 
f (G). 

Cuando zp = 00 y Wg = œ, f (z) tiene un polo en el punto zo y, 
por consiguiente, la función t = ri tiene aquí un cero, Aplicando 
la proposición demostrada a la función r5 y al punto z,, hallamos 

4 


que t = 0 — que os el valor de Tan el punto zp — es un punto 


interior para el conjunto de los valoros mi Pero, como la trans- 
w 1 a A 
formación auxiliar £ = mu t transforma biunívoca y continua- 


mente el entorno del punto £ = O en un entorno del punto w = oo, 
do aquí se deduce que w = œ es un punto interior para el conjun- 
to f (G), 

e aiioa, cuando Zọ = œ y W= œ, es suficiente realizar 
la transformación auxiliar £ = 1/z para reducir el problema al caso 
que acabamos de considerar. 

Resumiendo, en todos los casos el punto wo = f (zo) es interior 
para el conjunto f (G). 

Un estudio escrupuloso de la demostración expuesta muestra 
que se pueden hacer unas cuantas conclusiones importantes. 

Ante todo, del teorema demostrado obtenemos de nuevo el prin- 
cipio del módulo máximo. A saber, si f (z) x4 const y el punto zo € G 
no es un polo de la función f (2), entonces el módulo | / (2) | no puede 
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tener un máximo en el punto Zo. En efecto, la imagen de cualquier 
entorno del punto zę cubre un entorno del punto wọ = f (20); por 
consiguiente, en cualquier entorno del punto zp existen puntos z 
cuyas imágenes f (z) distan del origen de coordenadas más que f (24), 
o sea, |f (2) |> |f (zo) l- 

Suponiendo que f (Zo) + 0, se observa que en cualquier entorno 
del punto Zo existen puntos z’ cuyas imágenes f (z') están más próxi- 
mas del origen de coordenadas que f (zp). Por consiguiente, el módulo 
|f (2) | no puede tener mínimo en el punto zy (si f (20) * 0). 

En resumen, el principio del módulo máximo (y mínimo) es una 
consecuencia simple del hecho de que una función analítica trans- 
forma los puntos interiores en puntos interiores. 

Para obtener otras consecuencias, limitémonos a estudiar el caso 
en que zo y wo = f (zo) son puntos finitos. Los casos zp == 00 0 wą = 
= œ 0, finalmente, zy = y = œ, se reducen fácilmente a éste 
mediante una transformación homográfica olemental, así como se 
ha indicado anteriormente. 

Supongamos que zy es un wp-punto k-múltiple (k > 1) de la 
función f (z). Esto significa, para k = 1, que f (2) 0, y para 
k>1, que 7 (20) =0, ..., -Ð (z9) =0, pero J0 (zo) + 0. 

Durante la demostración del teorema se había establecido que, si 
el número po >> O se ha tomado tan pequeño que la ecuación f (2) — 
— w =0 no tiene otras raíces en el círculo |z — zo | < po más 
que Z = zp, o sea, que la cantidad de raíces en el interior de yu: 
|z — zo | = po coincide con k (lo cual será para valores de po sufi- 
cientemente pequeños), entonces, para ô igual a la distancia desde 
el punto wọ hasta la curva f (y) y para cada punto w, perteneciente 
al entorno | w — W | < ô, la ecuación f (2) — w, = O tiene tantas 
raíces on el interior de yo, cuantas tiene la ecuación f (z) — wo = 0, 
o sea, también k raíces. 

Sustituyamos pp por un número positivo menor p, de modo 
que la imagen del entorno Up: | 2 — Zo | < p esté comprendida com- 
pletamente en el entorno | w — wo | < 6. Por lo demostrado, esta 
imagen es un rocinto. Adomás, debido a la elección de los números 
ô y p, cada punto w; pertenecionte a la imagen del entorno Up posce 
una misma cantidad de preimágenes, precisamente k en el círculo 
12 — zo | < Po. Naturalmente, algunas de estas preimágenes pueden 
coincidir entre sí en un punto múltiple z,, en el cual necesariamente 
f’ (z) = 0; pero si se elige pọ tan pequeño que la derivada f’ (z) 
no se anule en los puntos del círculo |z — Ze | < po distintos de Zo, 
entonces las preimágenes de cada punto w; 2 wọ serán todas distintas 
entre sí. 

En resumen, se verifica la siguiente proposición: 

Teorema. Si, para una función analítica f (z), el punto zp 
es un f (zo)-punto k-múltiple (k> 1), entonces existe un entorno 
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Up: |2 — zo |< p del punto zo, que se transforma por esta función 
en el recinto correspondiente f (Up), de modo que cada punto w € f (Up) 
posee no más de k preimágenes en Up, y los puntos suficientemente 
próximos a w poseen k preimágenes en Up (distintas, si w 4 wo). 

Recordemos (véase el ap. 5.1, cap. segundo) que una función 
f (2) se llama univalente en el recinto G, si es uniforme y analítica 
en este recinto a excepción, posiblemente, de polos, y si en puntos 
distintos del recinto G ella toma valores distintos: 


Fat) si zi 2, EG 


De esta definición se deduce inmediatamente que una función univa- 
lente no puede tener más de un polo. 

Del último teorema se deduce que, si f’ (zo) + 0, entonces k = 1 
y f (2) es una función univalente en cierto entorno del punto Zo. 
Si > 1, la función no será univalente o, como suele decirse, sorá 
multivalente, precisamente, k-valente en cada entorno 
suficientemente poqueño del punto zo. 

Señalemos la siguiente proposición, que se deduce del mismo 
teorema: Si una función analítica f (z) es univalente en el recinto G, 
entonces, todos los puntos del recinto G son puntos simples para la 
misma. En particular, tienen que ser simples su cero y su polo (si es 
que éstos existen en el recinto G), y la derivada f' (z) no tiene que anu- 
larse en los puntos finitos del recinto G. 

La proposición rocíproca no es justa. Como ejemplo, examinemos 
la función exponencial e*, cuya derivada no se anula en ningún 
punto del plano y la cual, sin embargo, no es univalente en el plano, 
puesto que ertami = e, 

Demostremos quo toda función analítica que sea univalente en el 
plano finito, tiene que ser homográfica (en particular, lineal entera). 

En electo, sea f (z) tal función. En virtud de la univalencia, clla 
no tiene en el plano finito otro punto singular más que, posiblemente, 
un polo único (simple). 

El punto del infinito puede ser para la misma un punto regular, 
un polo o un punto singular esencial. Demostremos que esto último 
es imposible, En efecto, esta función transforma el círculo unidad 
|2 | < 4 en cierto recinto g del plano w. Si wo € g y Uy es un entorno 
del punto wa perteneciente a g, entonces, debido a la univalencia, 
f (2) no puede tomar fuera del círculo unidad ningún valor que perte- 
nezca a Uo. Por esta razón, no puede existir una sucesión (2,) que 
converja hacia oo, tal que lim f (z,) = wọ. De aquí, según el teorema 
de Sojotski — Weierstrass (ap. 3.1, cap. cuarto) se deduce que oo 
no es un punto singular esencial de la función f (z). 

Así, pues, el punto oo es un punto regular o un polo para f (2). 
Pero si este punto es un polo, éste tiene que ser simple. En caso 
contrario, en cierto entorno del punto œ la función f (z) tomaría 
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cada valor unas cuantas voces, lo cual es incompatible con la miva- 
lencia. Cerciorémonos de que si f (z) tiene un polo finito z,, entonces 
no puede tener un polo en el punto del infinito. En efecto, esta fun- 
ción translorma el entorno |z — Z, | < 1 del punto z, en un recinto 
gı que contiene al punto w = œ, y si U, es un entorno dol punto 
w = œ perteneciente a g, entonces, debido a la univalencia, f (2) 
no puede tomar fuera del círculo |z — z; | < 1 valores que perte- 
nezcan a U, y, por consiguiente, se mantiene acolada en valor abso- 
luto, Por lo tanto, f (z) no tiene en el plano ampliado más puntos 
singulares que un polo simple único, posiblemente. Evidentemente, 
este polo necesariamente tiene que existir; en caso contrario tendría- 
mos que f (z) = const, lo cual contradice a la univalencia de la 
función. 

Si el polo está situado en el infinito, entocnes f (2) es una función 
entera con un polo simple en el infinito, es decir, f (z) = az + b 
(a = 0) es una función lineal entera. Si el polo está situado en un 


punto finito z; y Per es la parte principal del desarrollo de Laurent 


correspondiente, ontonces 0-35 no tiene singularidades 


en el plano ampliado y, por consiguiente, f (z) — = = const = 
= b, de donde se deduce que f (z) es una función homográfica. Con 
esto se termina la demostración. 

Demostremos también que la transformación de un recinto G, 
realizada mediante una función univalente arbitraria, es conforme 
en todos los puntos del recinto. 

En electo, si zy € G y zo +00, y, del mismo modo, f (z)) == Wo + 
Æ œ, entonces, según lo demostrado anteriormente, tiene que ser: 
f (20) + 0, de donde se deduce que la transformación es conformo 
en el punto Zo. 

Si uno de los puntos Ze y Wa, o ambos, está situado en el infi- 


g i 44 das 
nito, recurrimos a la transformación auxiliar § =- o sea 


1 r n r š a 
t= + las cuales, sin alterar la univalencia de la función y sin 


cambiar los ángulos, dan lugar al caso de puntos finitos que acabamos 
de considerar. De este modo, la proposición queda demostrada en 
todos' los casos. 

Si la función w = f (z) no es univalente en el recinto G, de aquí 
no se deduce todavía que tiene que dejar de ser conformo en algún 
sitio. En efecto, para que sea conforme es suliciente que sea f’ (zp) 34 
> 0, y esta condición puede cumplirse también para funciones que 
no son univalentes como, por ejemplo, para la función e* en todo 
el plano. Pero si wọ = f (zo) es un valor A-múltiple de la función 
(k > 1), y, en particular (siendo zp y wo finitos), si f’ (zo) =-.- 
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= [0-0 (z) =0, pero f® (zp) 4 O, entonces necesariamente se 
vulnera la conformidad. Precisando, el ángulo formado por dos curvas 
con el vértice en el punto zy se altera en la transformación w = f (2), 
aumentando k veces. 

Demostremos esta proposición, suponiendo que Zo y wo son finitos 
(que es el caso al que se reducen todos los demás medianto transfor- 
maciones homográficas). En efecto, en este caso, en un entorno del 
punto Zo se tiene: 

do 
JE = wtar (24... ar = EE 0, 
por consiguiente: 

Arg [f (2) — wo) + Arg (2—20)"+ Arg [an + 041 (3—20) + +]. 

Si la ecuación de la curva L que pasa por el punto z, es 
2=q(t), <ta 


de modo que Arg q” (tp) representa el ángulo formado por la tangente 
a L en el punto zo y la parte positiva del eje real, entonces la ecua- 
ción de la imagen de esta curva f (Z) es: 


w=/[p()l, tst t 


Evidentemente, la derivada de esta función se anula en el punto 
t = ty (puesto que f’ (zo) = 0). por lo cual ésta no da la posibilidad 
de juzgar de la inclinación de la tangente a f (£) en el punto wo, 
ni incluso do la existencia de esta tangente. No obstante, se puede 
escribir: 


ye 


Arg T = Arg a + Argo —> Arg ar + k Arg q! (to) 


i—i Eye 
para t—>to (t>) 


do donde se deduce que existe la tangente y el ángulo de incli- 
nación para la misma €s: 


Argar+k Arg g’ (to). 


Si ahora £, y Ly son dos curvas 2=, (t) y 2=q2 (t), que 
pasan por el punto zg y forman en el mismo el ángulo 0: 


O= Arg q. (£5) —Arg pi (e) (ptes) = qe (65) = 2o), 


entonces las imágenes f(L,) y f(Ls) de estas curvas pasan por 
el punto wọ y forman en él el ángulo 


[Arg az > k Arg g; (15) 1 — [Arg 44 + k Arg q; (to)] = 404 2nxt. 
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En resumen, en la transformación w = f (z) todos Jos ángulos con 
el vértice en el punto z, aumentan œ% veces*) 

1.2. En muchas cuestiones resulta útil el siguiente teorema. que 
proporciona las condiciones suficientes de univalencia. 

Teorema. Supongamos que la función w = f (z), siendo con- 
tinua en un dominio g, donde g es la parte interior de una curva de 
Jordan y, y analítica en el recinto g, transforma biunívocamente y 
en una curva cerrada de Jordan T. Entonces f (z) es univalente en el 
recinto g y transforma a éste en el interior À de la curva T. 


Con este enunciado el teorema se establecerá a continuación 
en el ap. 3.6 como resultado de la aplicación del principio generali- 
zado del argumento, Aquí consideraremos ante todo un caso particu- 
lar del mismo, cuando y es una curva rectificable y f (2) os analítica 
en cierto recinto G’ > g. Con estas restricciones, la demostración 
del teorema será consecuencia del principio del argumento en la 
forma en que éste fue demostrado en el ap. 3.5, cap. cuarto, tomo ]. 


ı Demostración. En virtud de lo demostrado anteriormente 
(pág. 7 y siguientes), la imagen f (g) del recinto g es un recinto. 
Demostremos que A C f (g). En electo, si w; € A, entonces, al dar 
una vuelta el punto z por la curva y en sentido positivo, el punto 
w = f (z), en virtud de la hipótesis del teorema, realiza un recorrido 
simple de la curva T y, por consiguiente, el vector w — w, gira un 
ángulo +2% alrededor del punto w;. De aquí so deduce, debido al 
principio del argumento (ap. 3.5, cap. cuarto), que la diferencia 
entre el número de t0,-puntos y el número de polos de la función f (z) 
en el interior de y os igual a +1. Pero, según la condición, f (z) no 
tiene polos en el interior de y. Por esta razón, el número de 1w,-puntos 
de la función f (z) en el interior de y tione que coincidir con +1, 
es decir, tiene que ser igual a uno. Así, pues, el ángulo de rotación 
del vector w — w, es igual a 27 (y no a —21), o sea, f (2) necesaria- 
mento recorre T en sentido positivo cuando z recorre y en sentido posi- 
tivo, tomando f (z) cada valor w, € A en el interior de y y, además, 
una sola vez. 

Por consiguiente, queda demostrado que f (g) > A. Demostremos 
que ningún punto wz, situado en la parte exterior do la curva T, 
puede pertenecer a f (g). En efecto, si el punto z recorre una vez y 
en sentido positivo, entonces, por lo demostrado, w = f (2) también 
recorre una vez I on sentido positivo, y como wz pertenece a la parte 
exterior de T, el ángulo de rotación del vector w — ws alrededor del 
punto wz es igual a cero. De aquí se deduce, en virtud del principio 
del argumento y de que la función f (2) carcce de polos en'el interior 


el ap. 3.2, cap. segundo, se llevaron a cabo los mismos razona 
para el caso en que f (2) es un polinomio. 
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do Mad f (z) no tiene w,-puntos en el interior de y, es decir, wa € 
El 


Así, pues, f (g) conliene todos los puntos de la parte interior 
de T, pero no contiene ningún punto exterior a esta curva. De aquí 
se deduce luego que ningún punto de la curva T puede pertenecer 
a f (g). En efecto, si algún punto w € T perteneciese al recinto f (2), 
enlonces a este último pertenecería también un entorno del punto w y, 
por consiguiente, el recinto f (g) tendría que contener también aque- 
llos puntos de parte exterior de F que están situados cn este 
entorno, Pero, como acabamos de ver, esto último es imposible. 

Por Jo tanto, hemos demostrado que f (g) coincide con la parte 
interior A de la curva T. 

Durante Ja demostración se vio que cada punto del recinto A 
tieno solamente una preimagen en el recinto g. Por consiguiente, 
la correspondencia entre g y Â, establecida por la función w = f (2), 
es biunívoca y f (z) es una función univalente en el recinto g. 

El teorema demostrado conserva su valor también cuando el 
recinto g os la parte exterior do la curva y, con la condición de que 
esta parte exterior esté contenida on el recinto G en el cual Ja f (2) 
es analítica. En efecto, tomemos en el interior de y algún punto zo 
no perteneciente al recinto G (tal punto existe, puesto que el recinto G 
no coincide con el plano ampliado; en caso contrario, la función f (2), 
siendo analítica en el plano ampliado, sería idénticamente constante). 


La transformación z’ = += transforma el recinto G en el recin- 


to G', la curva y en la curva corrada rectificable y” y el exterior g 
de la curva y en ol interior g’ de la curva y”. Haciendo f (2) = 


=ł (z 23 5) = f* (2) y observando que esta función es analítica 
en el recinto G’ y que mediante la función w = f* (2) la curva y 


so transforma hiunivocamente en la curva P (debido a que la función 
w = f (2) transforma biunivocamente y en T y la función z = Zo + 
+ à transforma biunívocamente y” en v) , sacamos la conclusión 
de que el teorema demostrado es aplicable a la función f* (2'), de 
modo que esta función es univalente en el interior de y’ y transforma 
r utat 5 4 A 
g' Cn el interior de la curva T. Como la función z = Zg + z7 es uni- 
valente, de aquí se deduce quo f (z) es univalente en el exterior de 
y y transforma el recinto g en la parte interior de T. 
Supongamos ahora que y es una curva cerrada de Jordan del 
plano ampliado y que g es uno de los dos recintos, limitados por esta 


curva, contenido en el recinto G. Si z, es un punto perteneciente al 
segundo recinto limitado por la curva y y no contenido en el recin- 
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to G, entonces, aplicando la transformación z’ == reducimos 


también este caso al teorema demostrado, suponiendo que la imagen 
y” de la curva y, obtenida como resultado de csta transformación, 
es una curva rectificable. 

Veamos otras genoralizaciones del caso particular demostrado del 
teorema. Para precisar, supongamos que y es una curva cerrada recti- 
ficable de Jordan y que g es la parte interior a esta curva. La esten- 
sión do las proposiciones que se demuestran a continuación al caso 
en que y es la parte exterior de la curva y, o al caso en que y es una 
curva ilimitada y g es uno de los dos recintos con la frontera Y 
se efectúa del mismo modo que se ha hecho anteriormente, y no nos 
detendremos más en tal generalización. La generalización va a con- 
sistir en que no se va a exigir que la curva y esté situada completa- 
monte en el interior del recinto G, donde f (z) es una función analí- 
tica, y supondremos que un número finito de puntos de la curva y: 
En --<-+ Em está situado en la frontera del recinto G. Además, 
supondremos que existen límites finitos de la función f (z) cuando z, 
e ad en el recinto cerrado g, tiende a la (k=4, 2... 

=} m): 


lim f (2) = wg- 
¿E 


Entonces, haciendo f (Ca) = wh (k = 1, ..., m), definimos { (2) 
en todos los puntos del dominio ¢ de modo que ella sea continua 


en g y analítica en Lodos los puntos del mismo, a excepción, posible- 
mento, de los puntos É£,. Supongamos, finalmente, que w = f (2) 
transforma biunívocamente la curva y en una curva cerrada de 
Jordan T del plano w. Entonces se puede afirmar que la función 1 (2) 
es univalente en el recinto g y que transforma este recinto en un 
recinto A que es interior a la curva F*). 


Vara Ja demostración, describamos con los centros en los puntos E, Unas 
circunferencias | 2 — {y | = p de un radio tan pequeño, que cada una de ellas 
esté situada fuera do cada una de las demás. En cada una de estas circunferon- 
cias tendremos al menos un arco perteneciente al recinto g (a excepción do los 
exlremos, situados en la frontera do este recinto). Designomos con Op, p el arco 
do la circunferencia |z — Es | = p quo, junto con un arco Ya, p de [a 'curva y, 
limita un recinto gy, y, situado en el recinto g y quo contiene al punto Ey en eu 
frontera. 
Para precisar, en la elección de los arcos 0%, p Y Yz, p Cxigiremos también 
que el recinto ga. p no contenga un punto fijado zo € g (fig. 1). 
Evidentomente, 04,9 Y Yh, p poseen extremos comunes, y cuando p tiende 
a coro, los arcos O», p y Ya, p, y junto con ellos también el recinto En o: Se ciñen 
al punto £,. Tomemos p tan pequeño, de modo que no sólo los círculos |2— by | < 


*) El lector puedo omitir los razonamientos que siguen, puesto que la apli- 
cación del principio generalizado del argumento (véaso más adelante al ap. 3.5) 
hace que éstos sean superfluos. 
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<í p sino también los dominios g}, y no tengan dos a dos puntos comunes entre 
si. Excluyamos de y los arcos ya, p. Sustiluyéndolos por los arcos do la cireun- 
foroncia dh, p, Entonces la curva y se sustituirá por una nueva curva rectifi- 
cable do Jordan Yp situada completamente en el interior de G. Su parte inte- 
rior gp representa una parte del recinto g. La imagen T, de Ja curva yp en la 
transformación mediante la función w = 7 (z) so obtiene de T excluyendo los 


FIG. 1. 


arcos Ta, p, que son las imágenes de los arcos ya, p, y sustituyéndolos por los 
arcos 2h?" que son las imágenes do los arcos de fas circunforencias Oh, ps 

Por ahora no podemos afirmar que la correspondencia entre los puntos 
2 € yp y w = f (2) ET, os biunivoca y, por consiguiente, no podemos hasarnos 
en el teorema fundamental de este apartado. 

Soa w' un punto arbitrario del recinto A y sean Uy unos entornos de los 
puntos w, tan pequeños, quo w’ esté situado fuera de cualquiera de ellos, Para 
valores suficientemente pequeños de p los arcos Th, p y Ey, p estarán contenidos 
en los ontornos correspondientos Up. Evidentemente, la variación dol 
Arg [f 9 =~ w" ], cuando z hace un recorrido simple por yọ en sentido positivo, 
es igual a la suma de las variaciones del Arg [w — w"] en los arcos que quedan 
de E después de haber excluido losarcos Ty, p y delas variaciones en los arcos Ey, p. 
Pero Th. p y E1,p tionen origenes y oxiremos comunes y están comprendidos 
en el intorior del entorno U, del punto oy; por esta razón, para el punto w’, 
situado fuera de este entorno, tendrom: 


Var Arglf()—w]= Var Arglf()—.w']. 
2E0%, p Yap 


En efecto, la diferencia entro una y otra variaciones cs un número entero 
múltiplo de 27 y cada una do estas variaciones es en valor absoluto menor «me t; 
por consiguiente, la diferencia indicada es igual a cero. 

De aquí so deduce, finalmente, que 


Var Arg [/()—w'|= 
Y 


ar Arg [f (2) —w'|=2n, 


2er 
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o sea, la función f (2) toma el valor w’ en el interior de y, p (para tados los valo- 
res de p suficientemente pequeños) y, además, una sola vez. 

Tomando un punto w” en la parte exterior a T, mediante un mismo razo- 
namiento hallamos que 

Var Arg [j ()—u 
GA 
o sea, la función f (z) no toma el valor 1” en el interior de y, (para todos los 
valores de p suficientemente pequeños). 

Como cada uno de los puntos dol recinto g, pertenece al reciuto g y cada 
punto del recinto g está contenido en todos los recintos gp, comenzando dosde 
un valor suficiontemente pegueto de p, ła función f (z) tama en el recinto g 
(y además solu vez) cualquier valor de la parte interior A de la curva T 
y no toma ninguno de los valores de la parte extorior a esta curva, Con esto 
queda terminada la demostración de nuestra proposición. 

Como ejemplo, examinemos la función 

z 


=Var Arg |f (2) —w"]=0, 
ey 


E de 
E | Vaa A ' 


donde 0 < k? < 1 (integral elíptica de primera especie en la forma 
normal de Legendro). La función V(1 — E) (1 — k*t) es biforme 
y tiene puntos de ramificación de primer orden para t= +1 
yi=zw E . Como todos ellos están situados on el eje real, so pueden 
elegir en el semiplano superior dos ramas uniformes y analíticas 
de esta función que toman valores opuestos en cada punto. Aquí 
elegiremos aquella rama que en el intervalo (0, 1) del eje real toma 
valores reales positivos. Entonces nuestra integral representará on ol 
semiplano'superior una función uniforme y analítica, que será continua 
on el semiplano cerrado y analílica en todos los sitios, a excepción 


de los puntos +1, + + (en el entorno | z | > t del punto del infi- 
nito la función subintegral puede desarrollarse en la serie siguiente: 
1 


i i: de 
ame? 4) Pr am) Fm ra) = 


e La a 
=k (140...) (1+ sojat 
=+ [eeth] X 
por lo cual, para f (z) resulta: 


2 Ajo a 
f)=C.+ [+ e +... ], 
de donde se ve que ambas ramas de la función f (2) son analíticas 
en el punto del infinito). 
Tomando el semiplano superior por recinto g, y el eje real por 
curva y (ya se señaló anteriormente que la extensión del teorema 
21234 
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demostrado al caso de recintos y curvas no acotados, es legítimo), 
consideremos la transformación de y mediante la función w = f (2). 
Cuando z = x recorre el intervalo 0 <zx<4, la función 


de 


w= f(a =i 
10 y VAR 
+ 
conservando valores reales, crece desde O hasta 
1 


de 
R=] VEDA * 


En el intervalo i<z<4 la expresión subintegral toma la forma 


1 
+i Vë) adan) 
+ 


En la última expresión el signo no puede elegirse arbitrariamente; 
éste debo concordar con la elección efectuada anteriormente de la 
rama do la raíz cuadrada, con el fin de garantizar la continuidad 
de esta rama en ol semiplano superior. Escribiendo (1 — £?) (1 — k%%) 
en la forma 


1 1 
(oe) (t-r) [-($)]-00, 
se observa que al pasar do los puntos del intervalo (0, 1) a los puntos 
dol intervalo (1, 7) a lo largo de una semicireunterencia con 
el centro en 1, perteneciente al semiplano superior, la varinción 
del Arg q (£), que se compone de la suma de las variaciones de los 
argumentos de los factores por separado, os igual a —a (precisando: 
Arg (t — 1) disminuye en x, mientras que Jos argumentos de los 
demás factores no varían). Por lo tanto, Arg WD) varía en — -y 7 


el 4 t p 
y, por consiguiente, adquiere el valor — -y n + 2kn. Vemos, pues, 


que entre dos valores + i V (Œ — 1) (1 — WP) se dehe tomar ol 
f 


valor —¿PTE=ZD UT). En resumen, para 1< e< -i 


se tiene: 
x 1 


VE — ar) “le (er) 


sl 


á 
; de s dt 
t f veia ti a a" 
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De aquí se deduce que, cuando == recorre el intervalo 
1<z<+. el punto w recorre el intervalo rectilíneo paralelo al 


eje imaginario, desde el puto K hasta el punto K--¿K', donde 
p T a A 
A VE- Da R 
i 4 


Esta última integral puede expresarse en una forma análoga 
a K mediante la sustitución 
4 


Vr’ donde k?=1— k". 


Resulta: 


Y de 
2 i) Vaci * 
A 


donde 4'2=4-—k2, 


Pasemos del intervalo i<a<h al intervalo Icra +00; 
el argumento de la expresión subradical 


(9 (140) k (4) (41) (4) (tHE) 


disminuye en x (junto con Arg (1—4 )) + Por lo tanto, para 
VEZI (Ak) resulta un valor cuyo argumento es igual a 
z, 


~i V EZER). 
+ 


Resumiendo, para + <Y<+ 00; 


1 1 
e de ; dt ti 
da mt f VEDU RA 
x 
dt sg di 
== =K + iK' 
p} vener ti ii ventai * 


x 
Si x aumenta desde hasta | œ, la integral [i An eN 
a, Veneti 
creco desde el valor O hasta el valor j 
o 1 
f åt 3 f de _ 
ee VEB] YAA 
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(aquí se hizo la sustitución £ = 2) . Por esta razón, el punto 


w = f (x) describe el intervalo rectilíneo paralelo al eje real, desde 


el punto K + iK’ hasta el punto iK’. 
De un modo análogo nos cercioramos que, cuando z recorte los 


intervalos desde O hasta —4, desde —4 hasta — + y desde — E 


hasta —oo, el punto w = f (z) recorro consecutivamente los interva- 
los rectilíneos desde O hasta —X, desde —K hasta — K + iK’ 
y, finalmente, desde — K + iK’ hasta iK’. 

En resumen, la función w = f (z) transforma biunívocamonto 
el oje real y en el contorno F del rectángulo con los vértices —K, K, 
K +iK' y — K + iK’, donde 


1 1 
f de K f dt 
J VEDA | VEB asrin) 


y kt=1- k. 

De aquí, según el teorema demostrado, sacamos la conclusión 
de que esta función es univalonte en el semiplano superior y realiza 
una transformación conforme de este último en el rectángulo indicado. 

La base del rectángulo es igual a 2K, la allura es igual a A”; 
por lo tanto, 


Si el parámetro k (0 < k < 1) crece nedi O hasta 1, entonces 


el denominador de la fracción crece desde 2 | ¿LG = n hasta o0; 
E 


1-8 
en este caso, k’ (le = VT = I) decrece desde 1 hasta O y, por con- 
A 


siguiente, el numerador de la fracción decrece desde co hasta $ + 
De este modo, la sazón E = h (hi), variando continuamente, decrece 
desde co hasta 0, cuando Æ crece desde O hasta 1. Por esta razón, 
para cualquier rectángulo de base 2a y altura b se puede hallar 
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un valor de k (0< k< 1) y solamente uno, para el cual 
f dt 
¡VA g 
E B î m 2" 
y VA 4-2) 
Por lo tanto, la función 


10-[7 E 


VID IE * 


construida para el valor hallado de k, realiza una transformación 
conforme del semiplano superior en un rectángulo semejante al dado. 
Si se desea obtener la transformación en el rectángulo dado, es 


suficiente introducir otro factor más p a i =p: se tiene: 


=p j E > 
A yasak) 


Como resultado de la transformación, se obtiene un rectángulo 
con los vértices; 
—pK=—a, pK=a, K+K =a + bi, 
—pK + ipK' = —a +b. 


En resumen, mediante la integral elíptica p Í 


Va— e (1-8) 
se puede Lransformar el semiplano en un rectángulo arbitrariamente 
dado, eligiendo para osto los valores correspondientes de los pará- 
metros k y p. 

1.3. Consideremos, finalmente, el caso en que para uno de los 
puntos o de la curva y, perteneciente a la frontera del recinto G, 
se cumple la relación 


lim f (2) = œœ 

Lo 

r 
Supongamos que, haciendo 


Í (to) =00, 
se ohtione una función f (z), continua (en el sentido generalizado) 


en el recinto cerrado g y analítica en todos los sitios, a excepción 
del punto £y y, posiblemente, de unos cuantos puntos más de la 
curva y. 
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Supongamos de nuevo que w = f (2) realiza una transformación 
biunívoca de la curva y en una cwrva cerrada de Jordan T del plano 
ampliado {I necesariamente pasa por cl punto del infinito). Ejem- 
plos simples mnestran que en este caso la función f (2) puede ser no 
univalente en el recinto g y puede Lransformar g en un recinto distinto 
de A (distinto del interior de la curva T). 

Examinemos, por ejemplo, la función 


1 (EJ 


la cual tiene un polo de tercor orden en el punto z = --1. Por 
recinto G se puede tomar aquí Lodo el plano, a excepción del punto 
z = —1, Sea y la circunferencia unidad y sca g el círculo unidad. 
Como en y z =¢6® (~n <0 <n), la función / (2) ~ f (e19) = 


40, 3 
¿paa PE] " y i 
=i (57) = tg" 7 realiza una transformación hinnívoca de 


F. 
y en el eje real T del plano w, Para hallar la imagen del circulo uni- 
dad g, realicomos la transformación auxiliar 


1 

fa 

la cual transforma biunívocamente el círculo unidad en el somiplano 
superior E. Con esto, la función w = f (z) se convertirá en w = 
= j* () = E. Pero, evidentemente, esta última no es univalente 
en el somiplano superior, transformando a éste en todo el plano w, 
a excepción de los puntos w = Q y w = œ. Do aquí se deduce que 
į (2) tampoco es univalente en el recinto g y que transforma a éste 
en. todo el plano w, a excepción de los puntos w = 0 y w = 00, 0s 
decir, en Lodo caso resulta un recinto cuya frontera no coincide con F. 
Este ejemplo muestra que, queriendo extonder el teorema del 
up. 1.2 al caso on que f (z) se hace igual a co en uno de los puntos 
de la curva y, necesariamente tenemos que someter a esta función 
a condiciones complementarias. He aquí unas cuantas proposiciones 
sencillas quo se pueden oblener en este sentido. 

Sca f (2) una función continua en el sentido generalizado en un 
recinto cerrado g, limitado por una curva cerrada rectificable de 
Jordan y, la cual toma el valor co en uno de los puntos Ẹa de esta 
curva y es analítica en todo el recinto Z, a excepción de una cantidad 
finila de puntos frontera. 

Supongamos que w = f (z) lransforma biunívocamente y en una 
curva cerrada de Jordan F del plano ampliado (que necesariamente 
pasa por el punto del infinito). Si existe un punto finito ws. no 
perteneciente al conjunto de los valores que toma la función f (2) 


en el recinto g. entonces la función F (2) = Ta es continua 
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en Z on el sentido ordinario, os analítica en lodos los puntos, 
a excepción de un número finito de puutos frontera y realiza una 
transformación biunivoca de y en una curva cerrada de Jordan T” 
del plano finito (T” es la imagen de la curva T en la transformación 
1 


w ) . Por lo tanto. a ella se le puede aplicar el teorema 


ug 
demostrado anteriormente, de donde se deduce que F (2) 
consiguiente, también f (2), es univalento en el recinto G. 


y, por 


Señalemos ahora unas condiciones suficientes de otro tipo, en las cuales 
su va a tener en cuenta el comportamiento do la función f (z) en un entorno 
arbitrariamente pequeño del punto o (de aquel punto de la curva y, en el cual 
la función / (£) se hace infinita). Supongamos que en el punto Lo la curva y posce 
tangentes a la derecha y a Ja izquierda, las cuales forman entre sí un ángulo 
an (0 << a 2) y que para mn número real positivo A, O ~< <7 Z se vori- 


fica la relación 


lim Iee— yue (e0, e o). 

e 
Entonces, si m = f (z) realiza una transformación biunivoca de y en el eje real T 
del plano w, la función f (z) es univalente on el recinto £ y transforma a éste 
en aquel somiplano A, limitado por la recta T, que queda a la izquierda del 
ubservador que se mueve junto con el punto f (z), cuando z recorre la curva y en 
sentido posilivo. 
a compunder mojor este enunciado, supongamos que a == 4, os decir, 
que la curva y posce tangente on el punto ġo. Entonces, para 2 se obtiene la 
dosignaldad 2 < 3. De aquí se doduco que la proposición será justa, en parti- 
cular, cuando so sabe previamente que f (2) posee en el punto Lo un pelo de 
orden no superior al segundo (se Liene, respectivamente: 

lim/()E—ld=4 A=1) 


zta 


o bion 

lim f (3) (2— g)? =02 Q2). 

zeta 
No obstante, en el caso de un polo de tercer orden, esto deja de ser cierto, como 
so ve en ol ejemplo expuesto anteriormente. En resumen, si œ — 1 no se puede 
sustituir va la condición A < 3 el signo de la desigualdad por el de la igualdad. 

Pasando a demostrar el teorema. desertbamos las circunferencias |2— Ea | 

=p 1k=0, .... m) con los centros en el punto to y en Jos demás puntos 
de În curva y, en los cuales 7 (z) no es analítica. Conservando las notaciones de Ja 


pág. 15, hallemos Jos arcos Ga. y de las circunferoncias [2 — by | = p, que 
junto con los arcos yz, p de la estrva y limitan los recintos gy, p que están situa- 
dos en el recinto g y tienen en sus fronteras los puntos Sy (k= O, -.. m), 


respectivamente. Sea p tan pequeño que los dominios gx, p no tengan puntos 
comunes dos a dos. Como anteriormente, designemos con Po la curva que se 
obtiene de y sustituyendo los arcos Ya, p por los arcos Oh, p, Y con Tg la curva 
que so obtiene del cje real sustituyendo los segmontos Pa, 4 —/ (ya, p) por los 
arcos Ey, p=f (n). Tomemos un punto arbitrario wo” en el semiplano A 
y caleulenios la Variación del Arg If (z) — w'] cuando el punto z recorre la 
curva Ya en sentido positivo. Fijando unos entornos L'y de los puntos w, que 
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no contengan a w’, tomemos p tan pequeño quo los arcos Ty, p y Ex, p estén con- 
tenidos en U, tk = 0, ..., m). Entonces, para k s 0, tendremos. 

r Argíf()—w']= Var Arg lf()—w"]; 
Edp, p 2E, p 
por consiguiente, sumando todas las variaciones, menos aquellas que co- 
rresponden al recorrido por los arcos Cop y Yop, obtendremos: 


Var Arg[f[—w]= Var Arg [f()—w']. 

2, p 2ÉY,—9, p 

Designomos con ap y òp los puntos inicial y final comunes de losarcosjTo, p 
y Eo, p (en el sentido del recorrido positivo). Evidentemente, ap y 6 son pun- 


FIG. 2 


tos del eje real y Fo, y reprosonta un segmento infinito del mismo con el origon 

ay y el extremo bo, mientras que T — To, p es el segmento finito con el origen 

bp y el extremo ap (fig. 2.). Por esta razón, la variación de Arg [/(2—w) 
29%, 

os igual a la vaciación de Arg (w—w’) cuando w recorre el sogmonito lbp, apl 


a 
de modo que el vector w — w' gire alrodedor de w’ on sentido positivo (w' se 
mantiene a la izquierda cuando el punto w recorre el segmento [5,. apl), y, por 
consiguiente, esta variación es igual al ángulo Oj, © < 0), << 1, bajo el cual 
se ve el segmento [bp, apl desde el punto w’. Así, pues, 
Var Arglf()—w'= Var  Arg(w—w)=0; 

2EYy—%, p 3 Eto p» ap] "8 


Pero Var  Arg(w—io') es uno de los valores do la diforoncia 
weld» ap] 


Arg (ap —w')— Arg (bp 


Por lo tanto, 


y, luego, 
apu’ 


w 
bpa t 


2kn =2ka— Bon 


Var Arglf()—w'J= Var Arg (w—w’) 
A wEZo, p 
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donde k os un número entero. Por otra parte, en um entorno del punto to 
la función f (2) puede expresarse en la forma 


donde e(z) —> 0 cuando z — ĝo. Por esla razón, 


e w' (¿Eo? e 
[—w= debe (5) = AESTON 
¿pl > 
donde y (z) —>0 cuando z tp. Por consiguiente, 
Var Arg[f(2)—w"j=—1 Var Arg(s—to)+ Var Argl14-9(2)l. 
1609, p 2€09, p 2669, p 


Como las tangentes en el punto $o a la curva y forman entre sí, un ángulo an, 
todos los puntos del arco yo, p para valores suficientemente pequeños de p están 
situados en el interior de dos ángulos de magnitud arbitrariamente pequeña, 
simétricos respecto de sus tangentes respectivas. Debido a esto, el ángulo an 
bajo el cual se ve el arco do, p desde el punto Lo, se puede suponer arbitracia- 
monte próximo a an. Observando que z recorre as, p de tal modo que el interior 
del recinto gp (situado fuera de la circuntorencia |z — bo | = p, uno de cuyos 
arcos es oo, p} se mantiene a la izquierda de z, hallamos: 
Var Arg (z—go) = — a 
non p rg (Lo) o7 
y, por consiguiente, 
Var Arg[f(2) —w' J= apn -+ Bom, 
200, p 
donde j SN ión 
ima¿=0a y lim PB, = Var Argl1+n(2))). 
La Um Po a A ) 
Comparando esta expresión con la hallada anteriormente, obtenemos: 
2=0, +A) + Pp: 
Si p — 0, el ángulo x0; tiende a t, puesto que los puntos ap y bp tienden 


a E co. Por esta razón, el segundo miembro de la igualdad tiendo hacia el límite 
1H ha y, además, según la condición, 


1<14M<4. 


De aquí se deduco quo *=1 para todos los valores de p suficientemente 
pequeños *). Debido a esto 
Var Arg[/(2)—w"] =2x-—O¿n 
2590, p 


y. finalmente, 
Var Arglf()—w"]= Var  Arelf()—wJ4+ 
26%, TT 


+ Var Arg [f (2) —"=8p1+(21—091) 21. 
2E0p, p 


*) Y, por consiguiento, A=2. 
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En resumen, la función f (z) toma cualquier valor w’ € A en el recinto go 
y, además, una sola vez, para todos los valores suficientemente pequonos de p 
Del mismo modo, para cualquier punto æ”, perteneciente al semiplano limitado 
por la recta T y que queda a la derecha durante el recorrido de T por el punto 
w = f (2), correspondiente al recorrido del punta z por la curva y en sentido 
positivo. se tiene que 


Var Arglf()—. Argit (3—w"]— ipm, 


2E%, o. p 


Var Arg lf (o) — u" = Vor Arg |} e) — u" = 0m 
2500, e EY, p 
v, pue lo tanto, 
Var Arg |f (2) —0*]==0, 
Y 


Aquí Oza designa el ángulo bajo el cual so ve el segmento [bp, a,l] desde 
ol punto w”, Así, pues, la función f (z) no toma on el recinto gp el valor w”, 
situado fuora del semiplano A, para todos los valores suficientemente pequeños 
de p. De los hechos establecidos se deduco la justeza de nuestra proposición. 

Proponemos al lector demostrar como ejercicio el siguiente teorema: 

Bopen paion que el recinto g está limitado por ma curva cerrada de Tor- 
dan y del plano ampliado (cualquier arco finito de la cual es revtificablo) y está 
contenido en una franja A «< y < A + ha, 0 «< h < 2, cuyos lados son asín- 
totas para y; para precisar supoudremos que ambas ramas infinitas de la curva y 
se extienden en la dirección de las z crociontos (el recinto g tiene la forma de 
una semilcunja curvilinoa). Sea f (+) una función continua on el sentido genera- 
lizado en el recinto Z, la cual se hace igual a co en el punto z = co y es analítica 
en todos los puntos finitos del recinto g. Si ésta realiza una transformación 
biunivoen de la enrva y en el eje real P' y se pueden señalar unos númoros rea~- 


les piy Ay =o <po+o, Uds K tales quo existe el limite 
lim [407% (2)] = C (C0, Cœ), entonces f (2) os univalente en ol 
` 


r stop y transforma a éste en uno de los dos semiplanos limitados por la 
recta I. 


1.4. Ejemplos sencillos muestran que la suma, dilerencia, pro- 
ducto y cociente de dos funciones univalentes en un recinto dado 
pueden no ser funciones nnivalentes. Del mismo modo, la derivada 
y la integral de una función univalente, por lo general, no son fun- 
ciones univalentes. Sin embargo, la superposición de dos funciones 
univalentos f lẹ (2)) es. evidentemente, una función univalente; 
más de una vez se ulilizó anteriormento esta observación. Hay que 
tener cuidado solamente de que los valores de la función y (z) descan- 
sen en aquel recinto del plano w en el cual f (w) es una función 
univalente. 

Es de gran importancia el teorema que afirma que el límite de 
una sucesión uniformemente convergente de funciones univalentes 
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es una función univalente (salvo una excepción evidente). Precisando, 
se verifica la siguiente proposición: 


Teorema. Si una sucesión de funciones {fn (2)). que son univa- 
lentes en un recinto G, es uniformemente convergente en este recinto 
y fle) =limf, (z) no es idénticamente constante, entonces f (2) es 
univalente en el recinto G. 

Como, en virtud del teorema do Weierstrass sobre las sucesionos 
(o series) uniformemente convergentes, f (z) es analitica en el recin- 
to G, solamente se necesita demostrar que f (34) 54 f (Za), si z, + Z2 

Supongamos lo contrario. y sca 


F(z) =f (2) =4, 215% 22. 


Entonces, para la función f (2) — a, que es el Jímite de la sucosión 
uniformemente convergente de funciones univalentes (/, (2) — a), 
tendremos al menos dos ceros z; y za en el recinto G. Por consiguiente, 
según el teorema del ap. , tap. cuarto (teorema de Hurwitz), 
todas las funciones f, (2) — a, comenzando desde cierto Índice en 
adelante, tienen que tener cada nna de ollas al menos un cero en 
cualquier entorno del punto z, y en cualquier entorno del punto zs. 
Tomando estos entornos tan pequeños que no tengan puntos comunes, 
sacamos la conclusión de que todas las funciones, comenzando desde 
una de ellas en adelante, toman el valor 4 al menos en dos puntos 
distintos del recinto G. lo cual contradice a Ja propiedad «de univa- 
lencia de las funciones f, (2). El teorema queda demostrado. 


MANN Y MILBERT. 
UNIVALENTES 
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2.1. Ocnpémonos del problema fundamental en la teoría de Ias 
transformaciones conformes rolativo a Ja posibilidad de transformar 
biunívoca y conformemente (tal Lransformación se llamará a conti- 
nuación, simplemente, conforme) un recinto en otro. Nos hasaremos 
en el hecho de que toda transformación conforme (de primera especie) 
se realiza mediante una función analítica*). 

Como la transformación examinada es homeomorfa, la condición 
necesaria para que exista una transformación conformo es que exista 
alguna transformación homeomorfa de los recintos, o sea, que los 
mismos recintos sean homeomorfos. De aquí que un recinto múlti- 
plemente conexo, por ejemplo, no se pueda translormar en uno 
simplemente conexo. 

No obstante, la condición de homeomorfismo siendo necesaria 
para la existencia de la transtormación conforme, no es por lo gene- 


+) Véase la demostración en D. Men sh off, « Les conditions de mono- 
gónité », París, 1930. pág. 39 y siguientes. 
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ral, suficiente. Supongamos, por ejemplo, que G es todo el plano fini- 
to z y que D es un círculo: | w | < R < oo. Si existiese una función 
w=f(2) que transformase conformemente G sobre D, ésta sería 
unívoca, analítica y acotada en valor absoluto en el plano finito. 
Pero de aquí, según el teorema de Liouville, se deduce que: f (3) = 
=const, lo cual contradice a la univalencia de la función f (z). Así, 
pues, no existo una transformación conformo del plano finito G 
sobre un círculo D (de radio finito). No obstante, estos recintos son 


homeomorfos; en efecto, la función w = => arctg |z| (w (0)=0) 


realiza una transformación homeomorfa de G sobre D, perteneciente 
al conjunto infinito do transformaciones de éstas. 

Agroguemos, que el plano finito admite una transformación 
conforme solamente sobre el plano ampliado, dol cnal se ha excluido 
un punto finito, o sobre sí mismo. Esto se deduce de que cada función 
univalento en el plano finito tiene que ser homográfica (en particular, 
lincal entera (véase el ap. 1.1). 

Consideremos también el caso de recintos biconexos simples. 
Sea G un anillo circular: 0 < r, < |z | < ra < œ y sea D también 
un anillo circular: 0 < R; < |w |< Ra < œ. 

Supongamos que la función w = f (z) realiza una transformación 
conforme de G sobre D, y sea z = q (w) la función inversa. Designe- 
mos con Ty la imagen de la circunferencia yọ : z = pe (0 < 0 < 27; 
r << p< re). Po es una curva cerrada de Jordan; su ecuación tiene 
la forma w = f (petd) (0 <0 < 27). 

De la igualdad 
ANO w= Var Argo (w) 
2 ) q Im ' 


o 


donde ambas curvas yo y Tp se recorren en la integración en sentido 
positivo, y se pone el signo más o menos según que el punto w = f (2) 
recorra la curva Tp en el mismo sentido que el punto z recorro la 
curva Yp, o que estos sentidos sean opuestos entre sí, se deduce, ante 
todo, que el origen de coordenadas está situado en el interior de Ty. 
Por otra parte, la integral w f SU) dw es una función continua 
de p, la cual toma solamente valores enteros (+1). De aquí se deduce 
que esta integral conserva un valor constante y, por consiguiente, 
el signo ante la integral (-}-o —) no dopende de p. Esto significa que 
el sentido del recorrido del punto w = f (z) a Jo largo de cualquier 
curva Ty o coincide para todos los valores de p, r, < p < rz, con el 
sentido del recorrido del punto z a lo largo de la curva yo, O es para 
todos los valores de p opuesto a este último sentido. Supongamos 
primero que los sentidos de los recorridos do las curvas lp y Ye 
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coinciden, y calculemos el área limilada por la curva Tp. Según 
la fórmula conocida*), este área Sp se expresa por la siguiente integral: 


a į (udo—v du) >0, 
d 


S= 


donde la curva F, se recorre en sentido positivo. Trausto:maudo 

esta integral, tendremos: 

n Leo 
ni Ol los 

į Im [ Ter e] d. 

ú 


S 


Sal Im H(t — iv) (du 4i dv)) = 
A 


Aquí no hemos combiado el signo ante la integral, precisamente 
porque al creci nto de @ dosde O hasta 27 corresponde el reco- 
rrido de la curva l’, en sentido positivo. Desarrollando f(pe'®) en 
serie de Laurent, resulta: 


+o j 
1 (pe'®) = Y arpreno, 4 = Y inanp"c"®, 


de donde, basándose en la convergencia absoluta y uniforme (para 
un valor fijo de p) de estos desarrollos, tendremos: 


La +o 
S,=>3 | m { 5mp" 
p 


+0 
AN inanp"eino } dð= 


+0 
=s Y n/a tp = 


$e 
=Im {4 Y in| an [202m 


© æ 


=x nafta Y nan tp? >0. 
1 T 


Como la curva T, está situada en el interior de la cireun- 
ferencia |w|= Ry y, por otra parte, contiene en su interior a la 
circunferencia |w|=R,, tendremos que tener para todos los valo- 
res de p, 1 <p<ra: 


te 
aR} <a Y n| an|? p" < nR}. 


$) Véase, por ejemplo, J. R. Pastor, P. P. Calieja, C. A. Trejo, 
Análisis matemático, Volumen JI, XXHI, 88-5, pág. 482. (Nota del T.) 
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o 

De aquí se deduce ante todo que las series Èran pr 
+ 

y Ñ n|an|*ri" son convergentes. Demostremos esto para la serie 


Zola rr Ena er”. 


Faja yan, 
De la última desigualdad deducimos que 
Žala orarit inte or 
para r< p< re Por esta razón, para cualquier natural N se 
verifica la desigualdad 
Salatoe R+ njano, 
où bien, pasando al límite para p-> ra: 


co 


Jnae ¿Ri? En Aa rt, 


“ 
de donde se deduce la convergencia de la serie Y'n |an |? r° y a la 
T 


vez la desigualdad 
> 


Yala er acit 
f 


De un modo análogo so demuestra la convergencia de la serie 


D n|an|’ rz” y la desigualdad: 
T 
+ 
2n1anltri n > Ra, 


De aquí se desprende que 


ala er 
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Observando que 


EN 
ri Er m 
PE 


ia >0, 
G z 
A D nlar 
E 


—rip2) 


puesto que n (r3*—ri"2)>0 para todos los valores enteros de n, 
sacamos la conclusión de que 


¡Ps 
es decir, A 
> 
RA 


Evidentemente, en nuestros razonamientos so podian cambiar 
de sitio los planos z y w y los recintos G y D. Entonces obtene- 
mos la desigualdad: 


+7 + es decir, los anillos circulares G 


Por consiguiente, ES 
y D tienen que ser semejantes entre si, Luego obtenemos que 


= 
riri X nhon operna 


de donde se deduce que 
ün=0 para n#Æ0 y n1. 
Por lo tanto 
$ (2) = aot az, 
es decir, es una función lineal entera. 
Consideremos ahora el caso on que el sentido del recorrido det 


punto w = f (2) por la curva T, os opuesto al sentido del recorrido 
del punto z por la circunferencia yo. Entonces la transformación 


A > j č E , 
w =-, convierte el anillo D en un nuevo anillo D i<lw|< 


<$ de modo que la función w = se transforma conforme- 


mente el anillo G: r; < |z| <r, en el anillo D’. 
Como Arg w" = —Arg f (2) = —Arg w, resulta que la curva Po 
que es la imagen de la circunferencia yp en la transformación 
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w Tr queda recorrida por el punto w' en el sendito opuesto al 
recorrido de la curva TP, realizado por el punto w = f (2) y, por 
consiguiente, en el mismo sentido en que el punto z recorre la circun- 
ferencia yo. Según lo demostrado, obtenemos: 


o sea, resulta que los anillos G y D son de nuevo semejantes 


entro sí. Además, para la función + obtenemos: 


4 , 
Ta = lo y 42, 


es decir, f (z) os una función homográfica. 

Haciendo un resumen de los resultados obtenidos, llegamos al 
siguiente teorema: 

Para que exista una transformación conforme del anillo circular G: 
Ty < | 2 |<< ra sobre el anillo circular D: Ry < | w | << Ro) es nece- 
sario y suficiente que estos anillos sean semejantes entre sí, es decir, 
que se cumpla_la condición $=z. Cumpliéndose esta condición 
la transformación puede realizarse solamente mediante una función 
homográfica (en particular, lineal entera). 

Por lo tanto.“los anillos circulares quo son rocintos homeomorfos 
entre sí, por lo general (osea, sin una condición especial), no pueden 
lransformarse conformemente uno en el otro. (El hecho de que dos 
anillos G y D son verdaderamente homeomorfos, se deduce conside- 
rando la función 

SS Lair" rfaly z 
w= (1 PRE. 
la cual transforma G sobre D). 

Tanto más admirable es el hecho de que para cualesquiera dos 
recintos simplemente conexos del plano ampliado, 
cuyas fronteras contengan más de un punto cada una, siempre existe 
una transformación conforme de uno de ellos sobre el otro. Para 
demostrar esta proposición, es suficiente establecer que para cada 
recinto G de este tipo existe una transformación conforme sobre 
un círculo Kp: |w | < R con el centro en el origen de coordenadas. 
En efecto, si la función w = f (z) transforma conformemente G 
sobre Kp y la función w = F (2') transforma conformemente otro 
recinto D sobre el círculo Kg: |w |< R', entonces la función 


o: A 
1w' == transforma conformemente el círculo Kr sobre Kr, 
Ja]función z’ = F~ (w”) transforma conformemente el círculo Kr 
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sobre D y, por consiguiente, la función 


transforma conformemente el recinto G sobre D. 


2.2. Teorema de existencia de Ja trans- 
formación conforme (Riemann). Todo recinto 
simplemente conezo G del plano ampliado, cuya frontera contenga más 
de un punto, se puede transformar conformemente sobre un círculo con 
el centro en el origen de cuordenadas. 

Demostremos primero que entre Jas funciones univalentes en 
el recinto dado (pueden servir de ejomplos de funciones univalentes 
en el recinto ( las funciones homográficas), existen funciones que 
son acotadas en valor absoluto, 

Si el mismo recinto G está acotado, entonces tal función os, por 
ejemplo, f (2) = z. 

SiG no está acotado, pero existe un punto z, exterior a G, entonces 
existe también un círculo |z — zo | < p situado fuera de G. En este 


caso, f (2) = rer sun ejemplo de función univalente en G y acotada 


(ERG) |< para :€6). 


Supongamos, finalmente, que el recinto G no está acotado y no 
tiene puntos exteriores. Según la condición, existen al menos dos 
puntos frontera de G distintos: a y P. Como el recinto G es simple- 
mente conexo, los puntos a y P pertenecen al continuo T que repre- 
senta la frontera de este recinto. Consideremos la función # (2) = 


Esta función biforme posee dos puntos de ramilica- 


ción: a y B. Como el recinto G se obtiene del plano excluyendo un 
continuo que liga œ y B, la función F (2) se descompone en el recinto G 
en dos ramas uniformes analíticas F, (z) y Fa (2), cuyos valores en 
cada punto del recinto G se distinguen entro sí solamento en el signo. 
Estas funciones son univalentes en el recinto G, puesto que de la 


igualdad 
i fue _ 22 
HB y z= 


se deduce que 


y, por consiguiente, 


=z, 


Por esta razón, las funciones w = F, (z) y w = Fo (2) transforman 
conformemente G en dos recintos: G, y Gz. Evidentemente, G, y Gz 


31234 
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no tienen puntos comunes, puesto que la existencia de un punto 
común w = F (21) = F {z2), debido al cálculo que acabamos de hacer, 
significaría la igualdad z; = zz = z, lo cual contradice al hecho 
de que F; (2) = — F (z) y de que las funciones F; (2) y Fe (2) no 
toman en ningún punto los valores O y oo. Por consiguiente, cada 
punto wọ del recinto Gz es exterior para G;. de modo que existe 
un círculo | w — wo | < p perteneciente al exterior del recinto G,. 
Formando la función 
il 

ww F, @)— w 


= f (3), 


hallamos que ésta es univalente en el recinto G y está acotada 


El 
(116) 1<=).- 

En resumen, en todos los casos existen en el recinto G funciones 
univalentes y acotadas. Sea f (z) una de tales funciones y sea zo 
un punto finito fijado del recinto G. Entonces f’ (zp) = O (debido 
a la univalencia de f(z)) y, por consiguiente, 


Po -L9 Len 


es una función acotada y univalente en el recinto G, la cual se anula. 
en el punto zo y posee en este punto derivada, igual a 1 
Designemos con Ez, el conjunto de todas las funciones que poscen 
en el recinto G las propiedades indicadas. Para cada función F (2) € 
€ E, existe el extremo superior finito del módulo en el recinto G: 


M(P)=sup| P (> 0. 


Está claro que M (F) significa geométricamente el radio del círculo 
mínimo con cl centro en el origen de coordenadas que contiene a la 
imagen del recinto G en la transformación w = F (z). Para funciones 
distintas F (2) € Ex, por lo gencral, resultarán diferentes núme- 
cos M (F). 

Ahora demostraromos que en el conjunto Ez, existe una función 
f(z), para la cual M (F) alcanza el valor mínimo Rz: 


= inf M(P). 
a 


Precisamente esta función transformará conformemente el recinto G 
en el círculo jw |< Ra 

Consideremos una sucesión de funciones Fp (z) del conjunto £z, 
para las cuales se cumpla la condición 


lim M (Fa)= int M(F)=Ra 
n-ro FEE 
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(tal sucesión existe, debido a la definición misma de extremo inferior 
inf M (F)). Esta sucesión estará uniformemente acotada en el recin- 
to G, puesto que está acotada la sucesión convergente de números 
{M (Py 

MP) Fn OM (u=1,2,...). 


Según el teorema de Montel, la sucesión (F, (2)) es compacta en el 
recinto G, de modo que de ella se puede extraer una sucesión parcial 
(Fr, (2)) uniformemente convergente en el interior de G hacia 


una función analítica f (2). Para esta función tendremos: 
Ho = lim Pn, (2)=0, f (30) = lim fa, (2) =1, 
de donde se deduce que f(z) const, y, por consiguiente, según 
el teorema del ap. 1.4, es univalente. Luego, de las relaciones 
Ho=limP»,() y En OLEM (Fn) > Ras 


se deduce que para cualquier e >Q 
HS OHE Rote 


para todos los valores de n, suficientemente grandes, de donde, 
debido a la arbitrariodad de e, sacamos la conclusión de que 


IOI Ro EG). 


Pero, como f(z) es univalente y acotada en el recinto G y satis- 
face a las condiciones 


Í()=0 y F()=1 


resulta que f (z) € Ez, y sup |/(2)|> Rey. 
Confrontando las desigualdades obtenidas, obtenemos: 


sup |y © |= Ri 


Demostremos que la funciónw = f (z) transforma conformemente 
el recinto G en el circulo Ko: | w | < Rza. Como de las propiedades 
obtenidas de la función f (z) se deduce que la imagen f (G) del recin- 
to G está contenida en el círculo | w | < Rz, es suficiente cerciorarse 
do que cada punto del círculo Xy pertenoce a f (G). Supongamos que 
esto no es así; entonces dentro de Ke tienen que estar situados algunos 
puntos frontera del conjunto f (G). Designemos uno de ellos con 
1wo(0 < | wo | < Rap) y formemos, consecutivamente, las funciones: 


w= o) w= ht wV Reg (2) 


3 
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(se fija una de Jas dos ramas de esta función), 


e „whl 


w= la) — 
27 Rio fa Gwa 


=> 
dale) Y ==> 
Cada una de las funciones w; = fy (2), considerada como función 
de 10,-1 (wo = w), es univalento en el recinto f,-; (G) (fo (G) = f (G)). 
Por Jo tanto, todas estas funciones, consideradas como funciones 
de z, son univalentes en el recinto G. 

La función w; (w) transforma el círculo Xy en sí mismo, de modo 
que lleva el punto wo al origen de coordenadas. En este caso f (G) 
se transforma en un recinto f, (G) contenido en Ko; el punto w, = 0 
es un punto frontera para f, (G). La función wz (w,) tiene dos ramas 
uniformes y analíticas en el recinto f, (G). Fijando una de ellas 
y obsorvando que sus valores pertenecen al círculo Ko, y que al punto 
w, = 0 Je corresponde el punto wz = U, hallamos que fs (G) de nuevo 
pertenece al círculo Ko y el punto wz = 0 es un punto frontera para 
fe (G). La función w (we) transforma el círculo Ko en sí mismo 
y lleva el punto fa (Zo) al origen de coordenadas. Por consiguiente, 
la función univalente f; (z) se anula en el punto zo y transforma el 
recinto G en un recinto fs (G), perteneciente al círeulo Ko. 

Para su derivada f; (20) obtenemos el valor: 


zj dw, dwz dez = 
dE liso" DO jay (203090 700, horta (209100 Gra ligan (roya V Ego 


Ti 
18,—|w0|2 » m, Rotlwol 
YA 2 + A RIR aV A 


A] 


Como |wo |< Rap, se tiene que |f; (20) | >14. Por esto, fs (2) no 
pertenece al conjunto Æ: Dividiéndola por f; (20), obtenemos una 
función f, (2) del conjunto Æ», (f, (2) es univalente en el recinto G 
y satisface a las condiciones: fs (zo) =0 y f; (Zo) = 1). Pero esta 
pama transforma el recinto G en un recinto f, (G) contenido en el 
círculo 


S Rio 
lel < Trey Leo 
y, por consiguiente, 
Roo . 
sup AO |< TGT Ras 
osto contradice a la definición del húmero Rz, como extremo inferior 
del conjunto de números bo] | F (2) |, F (2) € Ez El teorema queda 
ES 


demostrado. : 
Durante la demostración hemos hallado que la función que 


realiza la transformación conforme del recinto en el círculo, se puede 
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someter a las condiciones complementarias: 
Í()=0 y F ()=1. 


donde zp es un punto finito arbitrario del recinto. 

El círculo Ko obtonido tiene el centro en el origen de coordena 
y un radio Ra completamonte determinado. Este se llama radio 
de conformidad del recinto Grespecto del punto Zo. 


Tomando en lugar de f (2) la función F (z) =—f (2), obtendremos 
zo 


la transformación del recinto G en el círculo unidad |w |< 1. 
La función que realiza la transformación satisface a las condiciones: 


F (2) =0, F (29) >0. 


Geométricamente, esto significa que el punto zọ del recinto G se 
traslada al centro del círculo unidad y que las tangentes a todas las 
curvas que pasan por el punto Ze no observan rotación alguna al pasar 
a las imágenes de estas curvas, las cuales pasan por el centro del 
círculo. 

Demostremos que se verifica el siguiente toorema de 
unicidad para las transformaciones con- 
formes. 


Toorema. Existe solamente una función F (2) que transforma 
conformemente el recinto G en el círculo | w | < 1 y que satisface a las 
condiciones: 

F()=0 y F'(m9)>0, 
donde zo es un punto finito dado del recinto G. 

En efecto, sea w, = F; (2) una función que satisfaga a las mismas 
condiciones. Entonces Ja función w, = FF- (w) = 0 (w), que 
es uniforme y analítica en el círculo unidad. satisface a las condi- 
ciones: 


OSEE O= (29) =0, D0) =p EF (0) >0 


y transforma conformemente este círculo en sí mismo. En virtud 

del lema de Schwarz (ap. 6.2, cap. tercero), se tiene: 
|10,)=|0D (0) |<|10]. 

Pero este mismo razonamiento puede aplicarse también a la fun- 

ción inversa 


w 


EFP (w) = 07 (w). 
Por esto, se tiene: 
[10] =|07 (w) |< |), 
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do donde se deduco que se verifica la igualdad 
10 (0) /=/1), [w]<1, 
os decir, según el lema de Schwarz, 
Q (0) = ew. 
Como Œ (0)>0, se deduce que e'2=1, por consiguiente: 
D(0)=w, FF (0)=w, 
o sea 
F, (3) =F (2) 


en el recinto G, con lo cual se termina la demostración. 

2.3. Sea (G,) una sucesión de recintos simplemente conexos 
del plano finito z, que contienen un círculo fijado Æ con el centro 
en zo. Consideremos el conjunto Æ de todos los puntos del plano, cada 
uno de los cuales posee un entorno perteneciente a todos los recin- 
tos Gh, comenzando desde cierto índice n. Evidentemente, todos los 
puntos del círculo k pertenecen a Æ. Por esta razón, Æ es un conjunto 
no vacío, Además, éste es abierlo y, por consiguiente, representa 
un conjunto finito o numerable de recintos que no tienen puntos 
comunes dos a dos (véase el ap. 4.2, cap. primero). Aquol que contione 
al punto zo y, por consiguiente, al círculo k, llamaremos núcleo 
de la sucesión de los recintos (G,) (respecto del punto zo) y lo designa- 
remos con Gz. El núcleo G,, es el recinto máximo entre los que con- 
tienen a zo y poseen la propiedad de que cualquier conjunto cerrado F 
de puntos del mismo pertenece a todos los recintos Ga, comenzando 
desde uno de ellos. En otras palabras, todo recinto g que contiene 
al punto zy y posee la propiedad indicada, está contenido en Gz 
En efecto, si F C Gw, entonces para cada punto ¢ € F se puedo 
señalar un entorno Uz, perteneciente a los recintos G, para n > V (2). 
Cubriendo F con un número finito de tales entornos Ug, (j = 1 
+ « «y m) (lo cuál os posible según el lema de Heine-Borel) y eligiend 
el mayor de los números v (£y) (j = 1, . - .. m) — sea ésto el núme- 
ro v—, hallaremos que para n > v todos los entornos Us, y, por 
consiguiente, también todo el conjunto F, estarán contenidos en Gr. 
Si alguno de los recintos g posee una propiedad análoga, entonces 
para cada uno de sus puntos tiene que existir un entorno perteneciente 
a todos los recintos G,, comenzando desde uno de ellos. Por esta razón 
g E, y si g contiene al punto zo, entonces g pertenece a aquella 
componente conexa del conjunto Æ que contiene a este punlo, es 
decir, g Œ Ga. En la fig. 3 están representados los recintos Gn, 
cada uno de los cuales consta de dos rectángulos fijados D’ y D”, 
unidos entre sí por el rectángulo ô, de hase constante 1 y cuya altura 
hy decrece indefinidamente. En este ejemplo el conjunto E consta 
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de los rectángulos D’ y D”. El núcleo de la sucesión (G,) respecto 
del punto z, € D’ es el rectángulo D’, el núcleo de esta misma suce- 
sión respecto del punto z, € D” es el rectángulo D”. 

Diremos que la sucesión (G,) converge hacia su 
núcleo Gz, si cualquier sucesión parcial de estos recintos posee 
el mismo núcleo respecto del punto z, que toda la sucesión. 


FIG. 3. 


En nuestro ejemplo la sucesión (G,) converge hacia el núcleo D’ 
(respecto del punto z;), y también hacia el núcleo D” (respecto del 
punto 2). 

En la fig. 4 se muestra un ejemplo de sucesión divergente de rocin- 
tos {Ga}. En este caso, cada uno de los recintos G»,-, coincide con 


FIG. 4. FIG. 5. 


un mismo rectángulo D’, y cada recinto Gam coincide con el rectángu- 
lo D", distinto de D’, pero que tiene una parte común con D': el 
rectángulo 8. El núcleo de la sucesión (G,) respecto de cualquier 
punto Z E 5 es el rectángulo ô. Sin embargo, el núcleo de la sucesión 
parcial {Gəm-1} respecto de este mismo punto es D’, y el núcleo 
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de la sucesión parcial (Gzm) respecto del punto zę es D”. De aquí 
se deduce que en este ejemplo la sucesión (En) es divergente. 

El siguiente teorema pone de relieve el valor de los conceptos 
introducidos aquí para la teoría de las transformaciones conformes, 


Teorema de los recintos de fronteras 
variables (Carathéodory). Sea {Gn} una sucesión 
de recintos contenidos en un círculo fijado K: |2 | < R (es decir, uni- 
formemente acotados) y que contienen en su interior a un circulo k: 
|z — za | < p. Designemos con w = fn (z) las funciones que trans- 
forman conformemente los recintos G, en el círculo unidad A: | w | < 14 
y que satisfacen a las condiciones fa (20) =0, fa (20) >0, y con 
w = f (z), la función que transforma conformemente el núcleo Ga, 
de la sucesión {Gn} en el círculo unidad y que satisface a las condiciones 
f (zo) =0, f’ (zo) >0, y sean z = qa (w) y z = y (w) las funciones 
inversas a las indicadas. En estas condiciones, de la convergencia de 
la sucesión de los recintos {G} a su núcleo Gz se deduce la convergencia 
uniforme de la sucesión {fn (2)) en el interior de Gz, hacia la función 
$ (2) y de la sucesión kon (10) en el interior de A hacia la función y (w). 
Recíprocamente, la convergencia uniforme de la sucesión {fn (2) 
hacia la fuación f (2) (o [qn ()) hacia ẹ (w)) implica la convergencia 
de la sucesión {Gn} hacia su núcleo Gz. 


Demostración. Sin hacer por ahora ninguna suposición 
acerca de la convergoncia de la sucesión {Gn}, consideremos la suce- 
sión de funciones {fn (2)). Cada una de éstas está definida en su 
recinto Ga, y puede ocurrir que para cualquiera de ellas existan tales 
puntos del núcleo Gz, en los cuales la función dada no esté definida 
(es suficiente figurarse una sucesión creciente de recintos (G,): 
Ga C Gn+1 que aproximan al recinto G por el interior, el cual es, 
en este caso, el núcleo de la sucesión (G,,) (fig. 5)). No obstante, cada 
conjunto cerrado de puntos del recinto Gzy, en particular, cada círculo 
cerrado perteneciente a Gz, está contenido en todos Jos recintos Gn. 
comenzando desde uno de ellos, y, por consiguiente, todas las fun- 
ciones {fa (z)), comenzando desde una de ellas, están definidas y son 
analíticas en este conjunto. Como todos los conceptos y teoremas, 
relativos a la compacidad de las familias de las funciones analíticas. 
tratan solamonte del comportamiento de las funciones en los conjun- 
tos cerrados de puntos del recinto dado. podemos aplicarlos en el caso 
considerado a la sucesión {fa (2)) y al recinto Gay: 

Fijemos una sucesión arbitraria de números naturales (27), 
creciente indefinidamonte, y sea G, el núcleo de la sucesión de 
recintos (Gr, ); como las funciones (fr, (2)) están uniformemente 
acotadas (|fn, (2) | < 1), de {n4} se puede extraer una sucesión 


parcial de índices (ni) tal, que la sucesión de funciones {f,; (2)} 
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sea uniformemente convergente en el interior de Gi Extraigamos 
de {nk} una nueva sucesión parcial (n,) de modo que la sucesión 
de funciones {p}, (w)} sea uniformemente convergente en el interior 


del círculo unidad (lo cual es posible, puesto que las funciones Ph (10) 
están uniformemente acotadas en el círculo unidad: | q, (w) |< R). 
Evidentemente, la sucesión Ca (2)), como anteriormente, será 
uniformemente convergente en el interior de G}. Sin embargo, el 
núcleo Gz de la sucesión de recintos {Cz puede diferenciarse de 


Gu; en todo caso, Gr, > Gi, (puesto que la sucesión (Gz) está con- 
tenida en la sucesión {G}, }). 

Como la sucesión de funciones Un, (2)) está uniformemente aco- 
lada y es convergente en la parto Gi, del recinto Ep, resulta, según 
el teorema de Vitali, que la misma es uniformemente convergente 


en el interior de G.,. En resumen, hemos establecido que de cualqui 
sucesión de números naturales (n,) se puede extraer una sucesión 


parcial (n,) tal, que la sucesión de funciones Ur (2)) converja 


uniformemente en ol interior del núcleo Ĝz, de la sucesión de recintos 
(Gx, ) hacia una función analítica J (z), y las funciones inversas 
a ellas tes, (10)) convorjan uniformemente en el interior del círculo 


t analítica $ (w). Evidentemente, 
Fa)= lim fy ()=0 y 7'(6)= lim fa, (2)>0, 


iyooo iyos 


lw|< 4 hacia una funci 


y exactamente igual 
P(0)=_lim 5, (0) 2% y $ (0)=lim Px, (0) 0. 
o 


Así, pues, oxisten límites finilos tanto para los números fa (zo), 


como para los números inversos a ellos pz, (0) = > - De aquí 
Ta 

se deduce que ambos límites son distintos de cero, o sea, F (z) >> 0 
y 2 (0) > 0, siendo, además, F (za): (0) = 1. Luego, F (2) = const 
y P (w) = const, de donde, según el teorema del ap. 1.4, sacamos la 
conclusión de que F (z) y $ (w) son univalentes en los recintos corres- 
pondientes Ča y A. i 

Como EEN (2) | < 1, se tiene, |F (2) | < 1, es decir, la imagen 


F(Gjay está contenida en el círculo unidad A; además, f (Gz) contiene 
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al punto 0. La imagen $ (A) contiene al punto Zo; demostremos 3 que 
ella está contenida en el recinto Ẹz. Sea w € A; entoncos z= 9 (©) 
es un punto del recinto e (A). Cerciorémonos do que existe un entorno 
del punto z que está contenido en todos los recintos Gy , comenzando 


desde uno de ellos. La función z = € (w) transiorma la circunferencia 

$: | w — Ù | =p, contenida en A, en una curva cerrada de Jordan y, 

contenida en p (ô). Además, la parte interior de la curva y pertenece 

a y (A) y contiene al punto z Construyamos un círculo cerrado C: 

|z —2 |< 7, situado en el interior de y, y designemos con e la distan- 

«cia entre C y y; evidontemente, € > 0, Para w € ô y ¢ € C, so tione: 
19 (0) ¿> 


por otra parte, para todos los valores 2»>N en la circunferen- 
«ia $ tiene que verificarse la desigualdad 


15, (0) —G(w)|<e. 


De aquí, según el teorema de Rouché (véase el ap. 3.5, cap. cuarto), 
sacamos la conclusión de que las funciones « (w) — E y e (w) — 


—E=10 (w) EH, (w)—q(w)] poseen una misma cantidad de ceros 
«en el interior de y, es decir; cada punto ¢ del círculo C pertenece a la 
imagen Oi (4) = 55, para na > N. Así, pues, cada punto 7 € y (A) 


poseo un etario (l k — 7 |<. perteneciente a todos los recintos 
Ga , comenzando desde uno de ollos. Como q (A) es un recinto que 
contiene a Zo, de aquí, en virtud de la propiedad fundamental del 
núcleo de la sucesión {Gz NE se deduce que p (4) < Gay. Esto es 
lo que se afirmaba. 
Como z =p (w) transforma conformemonte A en P (4) < Gao 
y w=f(2) transforma conformemente G,, en el recinto 7 (Guo) A 
c A, sacamos la conclusión de que la función % (w) = Tp (w) 
transforma conformemente A en el recinto f (Gz), el cual está con- 
tenido en A. Observando que y (0) = fẹ (0) = F (2) = 9 y Y” 0) = 
= $ (0)F (za) = 1, deducimos, según ol lema de Schwarz, que 
ap (w) = esw, siendo e't =p" (0) = 1. En resumen, 
(0) =79(0) =w0 o bien pl) =} w), 


es decir, $ (w) es una función inversa respecto de la función F (2). 
Si, por consiguiente, w es un punto arbitrario del círculo A y z = 
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= § (w) € Ẹ (A) E Gay, so tiene F (e) = w € F (Ga). Por esta razón, 
el recinto f (Čao), el cual está contenido en A, contiene cualquier 
punto de A, es decir, coincide con A. Del mismo modo, $ (A) coincide 
con G., Hemos hallado que las funciones w =f) yz= ç (w) 
son inversas entre sí y la primera de ellas realiza una transformación 
conforme del núcleo Gz, de la sucesión (65) en el círculo unidad; 


además, se cumplen las condiciones 7 (zp) = 0 y F (zo) > 0. 

Después de haber establecido esto, la demostración de la primera 
parte del teorema se termina del modo siguiente. 

Supongamos que la sucesión dada de recintos (G,) converge hacia 
su núcleo Gz. Entonces para cualquier sucesión parcial de recintos 
{Gz ) el núcleo queda el mismo: Gz, = Gz. Por consiguiente, la 
función límite f (z) = lim fa, (z) transforma en el círculo unidad 
un mismo recinto Gm en las condiciones invariables f (zp) = 0 
y f (Zo) > 0. De aquí, según el teorema de unicidad para las trans- 
formaciones conformes, se deduce que todas las sucesiones parciales 
posibles de funciones LON (z)), uniformemente convergentes, poseen 


un mismo límito f (2) = e (2). Suponiendo que la sucesión {fn (2)) 
no converge hacia f (z) uniformemente en el interior de Gz, tendria- 
mos que tener un conjunto cerrado F C Gz, en el cual no tendría 
lugar la convergencia uniformo. Esto significaría la existencia de 
un número œ œ> 0, de una sucesión de puntos (z,), pertenecientes 
a F, y de unos números naturales ny, crecientes indefinidamente, 


tales que 
If) (a) ]>2  (k=1,2,...). 


Pero, debido a la compacidad, do la sucesión {fn, (2)) se puede 
extraer una sucesión parcial (f,,,, (2)) quo sca uniformemente con- 
vergente en el interior de G, y, en particular, on el conjunto F. 
En este caso, la función límite de la sucesión parcial será f (2). 
De aquí se deduce que, para todos los valores suficientemente gran- 
des de km, en el conjunto F se verifica la desigualdad 


O-ha, (0 |<a. 


Pero esto contradice al hecho de que en los puntos Zam tiene que 
verificarse la desigualdad 


17 (Em) — fanm (Cam) [> 0% 


De la contradicción obtenida se deduce que la sucesión {fn (2)) 


converge uniformemente hacia f(z) en el interior de G 
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La proposición recíproca (la segunda parte del Leorema) se de- 
muestra del siguiente modo. 

Supongamos que la sucesión do recintos {Gn} no converge a su 
núcleo Gz. Entonces existe una sucesión parcial {Gn,}, cuyo núcleo 
es distinto de Gz (contiene a Gz, como parte propia). Exlraigamos 
de {/n, (2)) una nueva sucesión parcial Ta, (2)), que sea uniforme- 


mente convergente en el interior del núcleo Ga, de la sucesión parcial 
de recintos (G;,) correspondiente. La función límite f (2) = 


= lim LA (z) transforma conformemente el recinto Gz, en el círculo 
ipao 
|w | < 1 y, por consiguiente, no coincide con la función f (z), la cual 
transforma conformemente a Gz, o sca, a la parte propia de este recin- 
to, en el mismo círculo. De aquí se deduce que (7, (2)) no puede con- 
verger hacia f (z), si la sucesión de recintos {Gn} no converge a su 
núcleo G. Con esto se termina la demostración del teorema. 
Para ilustrar este teorema, volvamos a examinar la sucesión 
de recintos (G,) representados en la fig. 3. Designemos cou fn (2) 
y Pr (2) las funciones que transforman conformemente G, en el 
círculo unidad y satisfacen, respectivamente, a las condiciones 
siguientes: 


hE) =O, aS y Pnr(%)=0, Fa). 


Entonces la sucesión {fn (2)} converge uniformemente en el interior 
del rectángulo D’ hacia la función f (2) que transforma D’ en ol 
círculo unidad, y la sucesión {Fn (z)) converge uniformemente en 
el tarios de D” hacia la función F (2) que transforma D” en el círculo 
unidad, 

2.4. En este apartado estudiaremos algunas de las propiedades 
generales de las funciones univalenles. 


Tooroma 1. (Teorema de las áreas). Sea 
A o TLA 


una función univalente fuera del circulo unidad. Entonces 


$i nlan? (2.4:4) 
T 

Demostración. La función w = F (£) transforma la cir- 
cunforencia |¿|=p->1 en una curva cerrada de Jordan Yp, 
la cual limita un recinto de área op; además, a un recorrido simple 
de la circunferencia en sentido positivo corresponde un recorrido 
simple de la curva y, también en sentido positivo. Para el área op 


$ 2. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES UNIVALENTES 45 


obtenemos la expresión (compárense los cálculos del ap. 2.1): 


2a 
40, 
=> $ (udo—v du) == ia e 2] d= 
pa 


-+f A SS 


X i [peto — apte- — Zap e-t10—... d0= 


=m {eupan ano) Y = 
=a (P-— Jajat) >u. 
De aquí se deduce que 
È njon po <o 
X 
para cualquier p>1. Como Yinja,| p" <p?, pasando al límite 
T 


x 
para p—> 1 obtenemos: Xyn|æa|*«&4 y, finalmente, para N—> co: 
1 


Entab<t. 
Teorema 2, Sea 
1 (2)-244BPH A 
una función univalente en el círculo unidad. Entonces 
|42|<.2, (2.4:2) 
y se alcanza la igualdad solamente en el caso de la función 


E E 


—ae ya 


la cual transforma conformemente el círculo unidad en un recinto 
cuya frontera es un rayo rectilíneo y que representa la prolongación 


del vector — $ e7*% desde el extremo de este vector hasta el infinito. 


Demostración. Consideremos la función 
poH qa riarte aint... 
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Esta os uniforme y analítica en el círculo unidad y no se anula 
en el mismo. En efecto, y (0) = 140, y si z = 0, entonces q (2) = 
2 
= e , y como f (2?) + 0 para 240 (en virtud de la univalencia), 
también q (2) + 0 para z + 0. Por esta razón, la función biforme 
pio Eco 
w()=y pican posee dos ramas uniformes y analíticas on el 
círculo unidad. Elegiremos aquella que se hace igual a la unidad 
para z = 0. Entonces tendremos: 
1 


t= = 
=1+4 (mt. +t sitet. 


Como la función y (z) es analítica, este desarrollo tiene que ser 
convergente on el círculo unidad. 

Obsérvese que + (z) es una función par. 

Formemos ahora una función impar: 


0 o AV TE 4 


y cerciorémonos de quo ésta es univalonte en el círculo unidad. 
En efecto, si y (21) = y (22), entonces f (zi) = f (23), o sea, z; = 
= +2. Pero si z = —z,% 0. ontonces y (2) = —y (22) y 
por consiguiente, la igualdad y (zı) = y (32) resulta imposible (la 
función y (2) se anula junto con f (2%), es decir, sólo cuando z = 0). 
En resumen, tiene que ser z, = 22, de donde se deduce que % (2) 
es una función univalente. 

Sustituyamos, finalmente, z por + y 10=% (z) por 
P()- e. Como solamente se utilizan transformaciones 

s[e 

homográficas (univalentes), la función F (2) también resulta univa- 
lente en el exterior del círculo unidad (si |z | <4, entonces 
18134). 


Para ella se obtiene el siguiente desarrollo: 


rera 
2 


Bid 
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y, finalmente, 
[4,1 <2. 
Si en esta relación so verifica la igualdad 
[22|=2, es decir, az= 2ei2, 


entonces todos los coeficientes del desarrollo de F (£), comenzando 
desde el coeficiente de 272 en adelanto, tienen que_anularse. Por 


consiguiente, 
FOs eng, 
de donde 
E TEEN E- VANOR E 
ra=) ro , 
2 
H= le 


y, finalmente, 
z 
(==> ` 
Para esta función ol desarrollo de Taylor es: 


$ (2) =3 4261023 4 3e2iazs 4.. melo Magno, 
El carácter de la transformación que se obtiene mediante ostiw 


función se puede apreciar sencillamente realizando sucesivamente 
las transformaciones elementales: 


a= = e'a, 2=+ (a++). 2=—2e0 (741), w=F=1(). 


Teorema 3. El recinto G del plano w, en el cual la función 
univalente 


1) =24+a88 4 Hann. 
transforma el circulo unidad, siempre contiene al círculo de radio. 
+ con el centro en el origen de coordenadas. 


Demostración. Sea w, un punto frontera arbitrario del 
recinto G. Entonces la funeión 


gija 
a t 


es también univalente en el círculo unidad. Esta posee el siguien- 
te desarrollo: 


te= 
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Según el teorema 2, tendremos que tener: 
4 
[a+ |< 
por lo cual 
tl al 
[| <2+ 1154 y [wl>-=<- 


Así, pues, en el círculo | w | < Lno hay ningún punto frontera 
p 7 


«lol recinto G. Como el centro de este círculo (w = o está situado 
en el recinto G, todo el círculo está contenido en el recinto G. 


En el caso de la función w ==. el punto — 4 e-ta 
en T 


es un punto frontera para el recinto correspondiente G. Por consi- 
guiente, en las condiciones del teorema 3, el número 4 no se puede 
sustituir por un número más grando. 
Toorema 4 («Teorema de la desfigura ción) 
Sı la función 
fF =z+az +. 4080 A. 
es univalente en el círculo unidad, entonces la dilatación |f'(2)| 


(la «desfiguración») en la transformación w= f (z) satisface en cada 
punto z, |z|<1, a las desigualdades 


i= 7 A 
IS E (2414) 


En estas relaciones se alcanzan los signos de igualdad en los puntos 
z () solamente para la función f (2) a 
—e 
Demostración. Sea z=re'% un punto arbitrario del 
círculo unidad. Efecluomos la transformación del círculo unidad 
1£1<1 sobre sí mismo, de modo que este punto vaya al origen 
de coordenadas. Obtendremos: 


o bien [=== 
pi 
En esta transformación la [unción f (2) se convertirá en la función 


r6 (E). 


Eat 
la cual también es univalente en el círculo unidad |1'|<1. Se 


tiene: 
e=) $ (0)=—f' (2) (1—]21"), 
Y =f Al zr (2) (1—|2l%), .... 
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de donde 
OP 
+ Aa 2 (a) IEA + 


o bien 
O IN IES 

0 2] 04. 
Aplicando el teorema 2 a la función univalente 1p(£”), resulta: 
Hea aje, (24:5) 

o bien e 
re $ Ar P 
str 30 


De aquí que 


= Bw < Re [e-a] 


o) 
TEs LHS TO lea 
Observando que 


d: 
(véase el tomo [, fórmula (1.3:9) del cap. segundo), hallamos: 


¿A — [eege 41240160] 
dr or 


amj 2 ár 
Y dr AA 
ár DA) ár 
e e a STZA + 

es docir, i 

2—4 _ ¿Inf (a 2r44 F 

IT E (2.4:6) 
y 


dargi’ 4 

cro cr (2.4:7) 
Integrando las relaciones (2.4:b) respecto de r desde ( hasta 

r=|2|, obtenemos: 


E 
h gp thf O< ngi 
o bien 
paei : 
sl E (2.4:8) 
Este es el resultado que se pedía. 
ia 
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El signo de igualdad on el primero o segundo miembro para 
algún valor z + 0 supone el signo de igualdad en el miembro corres- 
pondiente de las relaciones (2.4:6) para todos los puntos del segmento 
rectilíneo que une O y z. Por esta razón, tiene que valer también el 
signo de igualdad en los puntos correspondientes para las relacio- 
nos (2.4:5). Haciendo en éstas z = 0 y observando que f' (0) = 1, 
hallamos: 


ja 
la|=317(0)|=2, 
de donde, según el teorema 2, se deduce que to= qaz: 
po 
Para esta función verdaderamente se alcanzan los signos do 
igualdad en las relaciones (2.4:8), pues, 


a Ade 

A ZA 
y para 2=|z|e-l“ se tiene: 

iy A+ rl 

1Oo= ET 


y para z= —|z|e-i“ se Liene: 


$ 4121 
PORT 

Las desigualdades (2.4:7) obtenidas en la demostración, permiten 
acotar Arg f' (z), os decir, el ángulo de rotación de las tangentes a las 
curvas en la transformación w 
Integrando las rolaciones (2.4: 
vando que f’ (0) = 1, hallamos: na 
+l: 


lArg f (|< 2n 7T (2.4:9) 


Aquí Arg f' (z) denota aquella rama de la función multiforme 
en el círculo unidad que so anula en el punto z = Q. Esta cota no 
es la mejor posible. En forma definitiva la cola de Arg f' (z) fue 
obtenida por otros medios más complicados por G. M. Goluziu. 
Esta se expresa por las siguientos desigualdades: 


(2). 
desde O hasta r = | 3 | y obser- 


daresenfa| si 


[Arg f (1 lar as 28 
e A yS 


(2.4:10) 


Estas desigualdades forman el contenido del teorema do 
rotación en la teoría de las funciones univalentes. Estas son 


exactas en el sentido de que existen funciones univalentes (distintas 
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de =p» para las cuales | Arg f’ (z) | toma valores arbitraria- 
e 


mente próximos a los valores de Jos segundos miembros de las rela- 
ciones (2.4:10) en un punto previamente dado del círculo unidad. 

Volvamos a examinar las desigualdades (2.4:6), obtenidas ante- 
riormente, para deducir de la primera de ellas una propiedad geomó- 
trica sencilla de las transformaciones conformes. Observando que 


öm al _ 2Argf' (2) _ alaf (9 7_ MO) 
A E e [a O lo E 


(véase t. I, fórmulas (1.3:9) y (1.3:10), cap. segundo), de (2.4:6) 
resulta: 


O Arg j’ 2r? —4i 
a BE. (2.4:11) 


17 

Sea T: w = f (rei), 0 < 0 < 2x, la imagen de la circunferencia y: 

La |= r en la transformación w = f (z). Como la tangente a y en 
el punto z = rel0 forma con el eje real el ángulo 0 + tangente 
a I en el punto correspondiente f (ret?) formará con el eje real el 
ángulo p =0+-F + Arg/' (re'") y el signo de la derivada pa = 
=1+ DANEAS. determinará el carácter de variación del ángulo 
de inclinación do la tangente a T en el punto f (retó) al recorrer T 
en el sentido positivo (creciendo 6). En particular, el cumplimiento 
de Ja relación > 0 en un intervalo 0' < 0 < 0” significa que 


el arco correspondiente de T tiene la concavidad dirigida hacia el 
punto w = 0 (o sea, cs convexa por la parte del exterior a T), y el 


cumplimiento de la relación 28- < 0 significa que este arco tiene 
dirigida su concavidad hacia el punto w = 0 (o sea, es cóncava desde 
fuera). Pero de la desigualdad (2.4:11) podemos enterarnos acerca 


AR 

del signo de la derivada 4% 4422 0D pues 
de Pd 24 VA CV) 
00 1—A z 1 y 


De aquí se deduce que >0 para todos los valores de 


0 € 10, 27}, si r<2—V3=0,2678... (r > 0), de modo que la ima- 
gen T de cada una de las circunferencias |z | = r <2—V3 es una 
curva conveza en cualquier transformación conforme de la forma 
HH) =2La8 Ha 
e 
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Para la función f()=-—=— se tiene: 


MA 
¿Ll E Ga e, 
Pr 1? 
esta exprosión para z= —re-'% toma los valores reales E $ 


de donde se deduce que 


ET ESTACIÓN ro 3—ár+1 
oap L =1+Relz O AH 


r—24 V3) (r—2-—V3) 
y pews 


Evidentemente, estos valores de Z2 son negativos si r > 2— V3 

(r < 1), es decir, las imágenes de las circunferencias |z | =r > 

>2—V3(r <1) on la transformación w= ay ya no 
son curvas convexas. Yo) 

Teorema 5. Una función 

Ie) =24084+. 


que es univalente en el circulo unidad, satisface a las desigualdades: 


TS Hh a (2.4:12) 


En estas relaciones, los signos de igualdad pueden alcanzarse 
para z420 solamente para la función 


po 
Haar 


Uday 


Hant" eena 


Demostración., Integrando ambos miembros de la desigual- 
dad obtenida en el teorema 4 


7 1+izl 
roai 
u lo largo del radio que une Ô con z, hallamos: 
z 


izl lal 

alal i Fiddle 7 glari =l] 
IA [iross | gapel aih- 
Esta es la segunda de las desigualdades pedidas. 

Para obtener la primera de oslas desigualdades, consideremos la 
imagen I de la circunferencia |z | =r on la transformación w = 
= f (z). T os una curva cerrada de Jordan del plano w que contiene 
en su interior al origen de coordenadas. Si R > 0 os la distancia desde 
el punto w = Ô hasta la curva T, entonces en T tiene que haber al 
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menos un punto w, = f (z) (la | =r) tal, que |f (za) | =R. 
El segmento A de la recta que une los puntos O y f (z,) pertenece 
a la imagen del círculo unidad en la transformación w = f (2); 
por esta razón, la preimagen de este segmento pertenece al círculo 
unidad. Para |z | = r se tiene (aplicando la primera de las desi- 
gualdades establecidas en el teorema 4): 


116)1>R=1/()1= 
= fiels fIr Old j rollarla 


3 
izt lzl 
> | ir@laz> f 


ù ò 


lzi 
WH” 


Las desigualdades (2.4:12) quedan demostradas. Evidentemente, 
on ellas puede alcanzarse la igualdad para algún z + 0 solamente 
cuando esto tiene lugar en la desigualdad correspondiente (2.4:4) 
del teorema precedente. 


En oste caso, como ya sabemos, f (2) "a 
— dia 


z 


Teorema 6. El área del recinto G, en el cual la función 
univalente 


= f (z) =2408 + Han A 
transforma el círculo unidad, tiene el valor 
S=al1 42/04... +n]an |?) ...J om (2.4:13) 
Esta es igual a n solamente cuando f(z) - z. 


Demostración. Sea T, la imagen de la circunforencia 
la| =r (r< 1); en la transformación considerada T, es una curva 
cerrada de Jordan cuya parte interior G, pertenece al recinto G. 
Por esta razón. designando con 5, el área dol recinto G,, se tiene: 
S <8. 

Cerciorémonos de que cualquier conjunto acotado y cerrado £ <= G 
pertenece a G, si r >r (F), es decir, que los recintos G, aproximan 
a G por el interior. Sea (r,) una sucesión de valores crecientes de 
radios, convergente hacia 1. Supongamos, en contra de lo que se 
afirma, que para cada z existe un punto w, € F que no perleneco 
A Grn. La sucesión {Wa} posee un punto de acumulación wy pertene- 
ciente a P y. por consiguiente, al recinto G. Su preimagen 2, está 
situada en el círculo unidad, y junto con cierto entorno U, de la 
misma pertenece a todos los circulos | 2 |< r, para n œ> N. Por 
esta razón, f (Up) pertenece a todos los recintos G,, para n > N. 


Pero el punto w pertenece a f (Up) junto con un entorno del mismo, 
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y en este último tienen que estar situados los puntos w, con subíndi- 
ces arbitrariamente grandes. Do aquí se deduce que existen puntos 
Wn pertenecientes a los recintos correspondientes G+,,, lo cual contra- 
dice a la definición de estos puntos. De la contradicción obtenida 
se deduce que el conjunto F está situado en uno de los recintos Gs, 
(y en todos los siguientes a éste). Si (como se hace ordinariamente) 
definimos el área S del recinto G (interior) como el extremo superior 
de las sumas de las áreos de los cuadrados que están comprendidos 
en el recinto G junto con sus contornos y que pertenecen a subdi 
nes arbitrariamente pequeñas del plano en cuadrados, tendremos, 
de la propiedad demostrada del recinto G,, que 


limS,>S. 


En efecto, para cualquier conjunto finito de los cuadrados menciona- 
dos de una misma división se puede hallar un número rọ < 1 tal, 
que para 7 3» ro los recintos G, contienen en el interior a estos 
cuadrados. 

Confrontando las desigualdades obtenidas para S, resulta: 


S=limS,. 
Pero, para las áreas S, se tienen las expresiones: 
du de a 
I’ A 
w ral | IP OPrara 
er keler 


(puesto que, en virtud de las ecuaciones de D'Alembert-Buler, 


A roe). 


Sustituyendo f’ (z) por su desarrollo en serie 


P= (re) 14 $ karte- 


hallamos: 
2a 


T [14 3; kattes] x 
0 


h=2 


S,= 


na 


x[1+ Ss | r dr d= 


i 
bi f 2a -5 keas? r*+] dr =a [+5 klarere] 3 
ù iat io 
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Cerciorémonos, finalmente, de que 
limS, == (1+ J) kjall. 
ri h=2 


Esta proposición se deduce del segundo teorema de Abel (L. 1, 
ap. 7.3, cap. tercero), aplicándolo a la serie de potencias: 
nl22la 24... +2] 24... 
suponiendo que esta serie es convergente para z= 1. Si ésta os 


divergente, es decir, si n [1 -+ X kjas[*] =00, entonces para un 
E 
n 
valor 4>0 arbitrariamente grande, se tiene: a f1- Y kjart] > 
1 


n 
>A para n>N (4); por lo tanto, también 7 lrt 2, klan pel> 


>A para n fijo y para todos los valores de r suficiontemente 
próximos a 4. De aquí que 


S,=2 I+ 2 klar] > A 
2 


ara todos los valores de r suficiontemente próximos a 1, es decir, 
im S, = 00. 
r 


+1 
Por consiguiente, en todos los casos, el área finita o infinita del 
recinto G se expresa por la fórmula 
S=x (122/04... njan t.) n 
En el caso de igualdad 


S=n 
tiene que ser: 
az=.. =Gp=..=0, 
es decir, 
ias: 


Resumiendo, en las transformaciones conformes del circulu |z|<1 
mediante la función inivalente 


Ha) = zta n.. Han H 


en lodos los casos resulta un recinto de área mayor que la del círculo; 
forma una excepción solamente el caso único de la transformación 
idéntica. Naluralmente, este resultado se extiende inmediatamente 
a las transformaciones conformes de un círculo con cualquier centro 
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y radio, suponiendo que la derivada de la función en el centro del 
círculo es igual a la unidad. 

Sca G un recinto simplemente conexo arbitrario del plano finito 
cuya frontera contenga más de un punto, y seaz = q (w) una función 
que transforme conformemente G en un círculo K con el centro 
en ol origen de coordenadas, de modo que sea ọ (wo) = 0 y q” (we) = 
= į (Wo € G); el radio de K, igual a Awo, es el radio de conformidad 
del recinto G respecto del punto ws (ap. 2.2). Designemos con duo 
la distancia desde el punto wọ hasta Ja frontera del recinto G, El área 
de la imagen del círeulo | w — wo | < du, tiene que ser, por una 
parto, no menor que el área sidi,y de este círculo, y por otra, no mayor 
que ol área Ai, de todo el círculo K. Por esta razón, 

Ruy? dwg- 


Aplicando el teorema 3 a la transformación considerada, en cuyas 
condiciones se debo sustituir el círculo unidad por el círculo 
l2|<Rup y el punto w=0 por el punto wọ, hallaremos que el 

i A 
recinto G contiene un círculo con el centro en wa de radio T 5 
Por lo tanto, 


R 
dwe. 


Eu rosumen, el radio de conformidad Rw, está ligado con la dis- 
tancia dw, por las desigualdades 


da> Ro, > dn: 
En particular, R,, tiende a cero cuando dw, tiende a cero. 


Loma. Si f(-)=24+42%4+... Han +... es una función 
univalente en el círculo unidad, entonces 
za 
ar) le) ds si r<. (24:14) 


t} 


tración. [ntroduzcamos la funci 
da en la demostración del teorema 2: 


al) =V f= atb tbt o... 
Ista función transforma conformemente cada círculo |z|«e r< 1 
en un recinto D, de área 


Drenje 3] baj r — 5 bs ret.. 


se la demostración del teorema precedente). 
Hagamos la notación: p (r)= max |y (z)|. Entonces tendremos: 
Isler 


Demo 
7% (2) nti 


1 univalente impar 


alu (e> Dy=x[1043/0,2r9+5|0652r94...1. 
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Pero 


Ie (n)? = ane. lx) na Posa HLOH 5 E a 


(según el teorema 5), por Jo cual 
2 ar 

nire 3 jbs 5 u Er 

de donde 
r+3| bP b EPH. < Er 
o bien, integrando desde 0 hasta r< 1: 
a 2 

ri4]daJtr94[0s|tri94 <> 


El primer miembro de esta relación es igual a la integral 
la 
1 ” 
a | Intro) ea 
v 


(véase el t. I, ap. 


cap. tercero). Se tiene: 
2n 1 la 
ar | xlo edo g | 143e) a0. 
ò v 
Sustituyendo en la última integral 20 por 0”, resulta: 


án 


+ | reee | ao A f |7 (r20) | do”. 


ha 


Pero, como f(r2e'%), considerada como función de 0”, es periódica, 
se tiene: 
ån 


| reso ao = | 110020090. 
de ù 
Peragut igne 
2n 
a | Ixte pdo =g | Iere ao. 
i 


Así, pues, 
la 


| retar < E. 
i 
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Sustituyendo, finalmente, r? por r’, tendremos: 


© 0<r<t, 


a 
E f e) a< 
4 


«que es lo que se quería demostrar. 
Teoroma 7. Si 
$ (6) =z Haz? +- 
es una función univalente en el círculo unidad, entonces, para 
cualquier natural n se verifica la desigualdad 
Ja, | <en. 
Demostración. Se tiene: 


1 de 
car BE ecn 


| anz” 


De aquí, en virtud del lema: 


21 
1 
lajs 0 


a 
Ú 


ir 


Haciendo aquí r= 1, sesulta: 


lan <q (1+ 
i 


1 
(a 
como se quería demostrar. 


Este resultado está muy lejos de ser definitivo. Para los cot- 


ficientes [az] y [a,| se puede obtenec una cota que ya no admite 
mayor precisión: 


las[<3,  Ja<4. 


Para los demás coeficientes la mejor de las cotas hasta ahora 
«conocidas fue obtenida por I. M. Milin; ésta es: 


[an |< 1,243n, 


Existe la hipótesis (L. Bieberbach) de que para todos los valo- 
res naturales de z se verifican las desigualdades: 


[an] <ne 


Si esto es cierto, entonces entre las funciones uuivalentes 
de la forma [()=z+az?+..., la que posee los coeficientes 
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mayores en valor absoluto es la función 
E 24 eag? 4. 3e2iaz3 


inen- tiang, 
(1—2) 


W. Hayman demostró que para cada función univalente f (2), 
distinta dela expuesta, existe el Jim del =a; < 1. Por esta razón, 


n= 
para cada función de éstas y para todos los valores naturales de 
n suficientemente grandes se verifican las desigualdades: 


junten (n>N). 


Para el estudio ulterior de la teoría de las funciones univulentes 
véase: G. M. Goluzin. Teoría geométrica do las funciones de 
variable compleja (T. M. PToayann, Deomorpuueckar reopua 
ymxuuiikomIutercuoro nepemenmoro, «Ha yk a», 1966); J. A. Jonkins. 
Univalent functions and conformal mapping. Springer, Berlín, 1958 
y W.K. Hayman, Multivalent Functions, Cambridge University 
Press, 1958, 

2.5. Aquí demostraremos el teorema de Hilbert sobre la posibili- 
dad de la transformación conforme de cualquier recinto múltiple- 
mente conexo en un recinto canónico que se obtiene del plano exclu- 
yendo segmentos rectilíneos paralelos al ejo real y, posiblemente, 
algunos puntos.*). 

Lema 1. Sea G un recinto arbitrario que contenga un entorno 
Un: |2|>R del punto del infinito. Consideremos la familia E de 
todas las funciones analíticas y univalentes en GN oo que posean 
en Un un desarrollo de la forma: 


Fost tat (5:1) 


Entonces: a) la familia {f (2) —2), f (2)€ È, es compacta en el recinto 
G y b) el conjunto de los coeficientes {a,} está acotado. 
Demostración. Si f(2)€X, entonces 


MOT Oster tma te 


*) Para el estudio de la teoría de las transformaciones conformes de Los 
recintos múltiplemente conexos, recomendamos al lector que consulte el artí- 
culo de M. V. Kéldish, Transformaciones conformes de los recintos múl- 
tiplemente conexos en recintos canónicos (M. B. Kenam, Konpopmubo 
oroópaxenna muorocoaanmx o6macreñ na ramomuueckue obmaciH,  Yenexn 
mMaTemaraneckux Bayx, T- VI (1939), crp. 90—119) y la monografía de G. M. G o- 
luzi n, Teoría geométrica de las funciones de variable compleja (T. M. T o- 
ayani, Teomerpuuccran Teopun ÈYAKIMÄ ROMNACKCHOTO MOPeMeIIoro, 
«Haya», 1906 (ex. V s VI). 


60 CAP. V. TRANSFORMACIONES CONFORMES 


es univalente en el exterior del círculo unidad. Aplicando a ésta 
el teorema de las áreas (ap. 2.4), obtenemos: 


Y Pa o bien LE Re (2.5:2) 
E hal 
por lo cual, 
Ja] <A, (2.5:3) 
Por otra parte, en la circunferencia |z|= R’ >R: 
8 E 
I/)=21< Y Ya <V a. < 
nt ni n=1 
R ¡A a o3 
<r-Y a (2.5:3') 


(se ha aplicado la conocida desigualdad de Buniakovski-Sehwarz 
y la desigualdad (2.5:2)). De aquí que 


Ha I<R+YR=R", — |2[=R. (2.5:4) 


Como w = f (2) € E es univalente en Up y Ilova el punto z = co 
al punto w = œ, la circunferencia |z | = R’ se transforma en una 
curva cerrada de Jordan Tw cuya parte exterior está contenida 
completamente en f (Up). Por esta razón, debido a (2.5:4), la cir- 
cunterencia |w | = R” pertenece a f (Up) y los valores que toma 
Í (2) en la intersección del círeulo Ve: |z | < R’ con el rocinto G, 
no pueden pertenecer al recinto | w | > R”. En otras palabras 
familia (f (2)} (y, por consiguiente, también {f (2) — 2)) está uni- 
formemente acotada en cada recinto Ve NG. De ( ) se deduce 
también que la familia {f (z) — z} está uniformemente acotada en 
el interior de cada recinto Up», R’ => R. Por lo tanto, según el teore- 
ma de Montol, Ja familia {f (2) — 2) es compacta en el recinto G. 
EJ lema queda demostrado. 

Do lo demostrado se deduce que, de cualquier sucesión (/n (2)) = 
c I se puede extraer una sucesión parcial nr (23) tal, que 
{fn, (2) — 2) es uniformemente convergente en el interior de Up 
Y Un, (2)} es uniformemente convergente en cada conjunto cerrado 
y acotado de puntos del recinto G. Según el teorema de Hurwitz, 
la función límite 


q()= lim fa, (2) 
mao 
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es univalente en el recinto G. Además, en Un ésta admite un 
desarrollo de la forma: 


9)=:»1 & 
Por consiguiente, ẹ (2) € È. 
Lema 2, Si la función f (3) es univalente en el exterior de un 


segmento [—A, Al (4>0) y en el entorno de z=00 admite un 
desarrollo de la forma: 
b 


Ho==+bb+ 4424 


entonces Reb, <Ü; aquí se alcanza la igualdad solamente cuando 
J) = z+ bo. t 
Demostración. Sin restringir la goneralidad se puede 


suponer que ¿=2 (se llega a este caso sustituyendo z por 1 
2 % 
yia vor 1 (52) re). 


T 
Iagamos 2=£+ = entonces Ja función 


vo=(s1 7) <br H 


será analítica y univalente en el exterior del círculo unidad. 
Aplicando a ella el teorema de las áreas, oblenemos: 


2 
+04 Dnle. (2.5:5) 
2 
De aquí que 
4h Ped, itai (2.5:0) 
|Re(1+0)]< 1, Rob,<0. 


Si Beb,=0, entonces by = fi, | 1+ b; |= V TEP y, debido a (2.5:6), 

B=0, o sea, h,=0. Por lo tanto, de (2.5:5) so deduce que 
q=42=...=0, 

de donde 


Teorema de Hilbert. Para lodo recinto G que contenga 
al punto z = co, existe una transformación conforme w = q (3) en 
un recinto canónico D, cuyos continuos frontera que no degeneran en 
un punto, son todos segmentos rectilíneos paralelos al eje real. En un 
entorno del punto z = co la función y (z) admite un desarrollo de la 
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forma: 
gla) =+ Po. 


Demostración. Consideremos la familia 2 de todas las 
funciones f (z) que son univalentes en el recinto G y admiten en el 
entorno Up: |z |> R del punto z = œ desarrollos de la forma: 

Moe 
En virtud del Jema 4, la familia (f(z)) es compacta: además, el 
conjunto (a,) está acotado; hagamos la notación 


supRea,=0. 
12 


Razonando del mismo modo que en la demostración del teorema 
de Riemann (ap. 2.2), hallaremos una sucesión de funciones {fn (2)) = 
© 3 que converge a una función q (z) € E uniformemente en cada 
conjunto cerrado y acotado de puntos del recinto G; además, su desa- 
rrollo en un entorno del punto z = œ tendrá la forma: 


=p) e, (2.5:7) 
donde 


Reo=0%. (2. 


Demostremos que el recinto D = q (G) del plano ampliado w satis- 
face a las condicionos del teorema. Supongamos lo contrario, y sea 
distinto de un segmento rectilíneo paralelo al eje real uno de los 
continuos frontera ô no degenerados del recinto D. Consideremos cl 
recinto simplemente conexo A que es el complemento de ô respecto 
del plano ampliado. Transformemos primero A en cl recinto Ay 
mediante w, =w”!; en este caso, el homólogo de w = œ será 
w, = U. Transtormemos después Ay, según el teorema de Riemann, 
en el circulo unidad |t]<41 mediante w, = Pt + P +... 
+. (B: =>0) y, finalmente, mediante E =P] (t + t7) o t = 2Bx 
x 18 + VE — 48) transformemos el círculo unidad en el exterior 
del segmento [—2f;?, 247" del eje real. Como resultado, obtendremos 
la transformación de A en el exterior del último segmento, donde 
el homólogo de w = œ será t = oo. Esta transformación tiene la 
forma 


(Bit part. Jet wa 


emb botot Hora.. 0, (2.5:9) 
donde, en virtud del lema 2: 
Red, <0. (2.5:10) 
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En efecto, suponiendo que Re b, = 0, debido a este lema, tendría- 
mos que w = %¥ -|- bo, o sea, en contra de la hipótesis, el continuo 6 
sería nn segmento rectilíneo paralelo al eje real. Pero de (2.5:9) 
obtenemos: 


E e) swb. 


por lo cual, en virtud de (2.5:7): 
E= F= eost E (25:11) 


Es evidente que la función F(z)€£. Pero, para ésta, debido 
a (2.5:8) y (2.5:10): 
Re (a, —b1) = 4 — Re bh >0, 
lo cual contradice a Ja definición del número æ como el extremo supe- 


rior. De esta contradicción se deduce que el teorema de Hilbert es 
justo. 


$ 3. CORRESPONDENCIA DE LAS FRONTERAS. ESTRUCTURA 
DE LA FRONTERA DE UN RECINTO SIMPLEMENTE CONEXO 


3.1, Consideremos una función arbitraria z = À (8), definida 
y continua en el semiintervalo œ < £ <P, la cual satisface a la con- 
dición A (0) = A (8) para t æ t 

Se dirá que una función tal define un semiintorvalo 
curvilíneo y. A los valores z = A (t) los llamaremos puntos 
del semiintervalo y, al punto 2 = À (a) = Za lo llamaremos punto 
inicial, y al conjunto Ey de los puntos de acumulación de todas las 
sucesiones posibles z, = ^ (fa), donde t,—>f, lo llamaremos 
conjunto límite del semiintervalo curvilínoo y. Dos 
somiintervalos curvilíneos y y y: 2=2(0, a<t<f y 2= 
=A (0), a <' <P, se identificarán cuando, y sólo cuando, 
existe una función creciente y continua t = p (t) que transforma 
la, B) en le”, B) y 2(0) en 2 (0). 

Puode servir de ejemplo de semiinlervalo curvilíneo cualquier 
curva de Jordan, de la cual se ha excluido su punto final z’. Para 
ella, el conjunto límite consta del punto único z'. 

Evidentemente, todo semiintervalo, cuyo conjunto límite consta 
de un punto 2”, puede convertirse en una curva de Jordan si se le une: 
este punto, haciendo 2 (PB) = z’. A este tipo de semiintervalo curvi- 
líneo lo llamaremos de Jordan, y al punto 7’ lo llamaremos. 
extremo del semiinlervalo de Jordan. 

El semiintervalo curvilíneo y: 


a=t4isenl (a<t<0) 
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(o sea, la gráfica de Ja función y = sen +, æ € la, 0)) representa 


un ejemplo de otro tipo. Para éste, el conjunto límite es el segmento 
del eje imaginario —1 < y < 1. Agregándole a y oblenemos un con- 
tinuo que, sin embargo, no es una curva continua. 

Señalemos dos teoremas referentes a las transformaciones con- 


formes de los recintos (por cierto, referentes también a cualquier 
transformación homeomorfa). 


Teorema 1. Si {zn} es una sucesión de puntos de un recinto G, 
cuyos puntos de acumulación están situados todos en la frontera Tr 
de este recinto, entonces todos los puntos de acumulación de la sucesión 
{wn = f (2n)), donde w = f (z) transforma conformemente G en un 
recinto D del plano w, están situados en la frontera A de este último 
recinto. 


Demostración. Como w, € D (n = 1, 2, .. .), los puntos 
de acumulación de la sucesión (w,) tienen que pertenecer a D. 
Supongamos que uno de ellos, wo, no está situado on A; entonces 
ws ED y existe un entorno cerrado Ue del punto wọ que pertenece 
a I). Su preimagen en el plano z representa un dominio Za = G. 
Como Ü, contiene un conjunto infinito de términos de la sucesión 
{Wu}. go tiene que contener un conjunto infinito de términos de la 
sucesión {zn} que son las preimágonos de los puntos Wp. Por esta 
razón, bienen que existir puntos de acumulación de la sucesión {zn} 
situados en Za, es decir, situados on el interior del rocinto G, lo cual 
contradice a Ja hipótesis del teorema. Con esto se termina la demos- 
tración. 


Teorema 2. Siy es un semiintervalo curvilineo de un recinto Gy 
cuyo conjunto límite pertenece a la frontera Y de este recinto, y w = f (2) 
es una función que transforma conformemente el recinto G en un recinto 
D = f (@), entonces f (y) es un semiintervalo curvilineo del recinto D 
cuyo conjunto límite está situado en su frontera A. 


dientes (3, = A (t,)). según la condición, tiene todos sus puntos 
de acumulación en F. Debido a esto, según el teorema 1, todos los 
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puntos de acumulación de la sucesión {wp = f [A (t,)1) tienen que 
estar situados en A, con lo cual se termina la demostración. 
Como ya se ha señalado, en las proposiciones demostradas no 
hay nada especifico para las transformaciones conformes. En la 
demostración solamente nos basábamos en el hecho de que la trans- 
formación conforme w = f (z) es homeomorfa. Pasando a considerar 
unos Leoremas más complicados que utilizan la conformidad, tendre- 


mos que examinar previamente dos lemas que son de interés parti- 
cular. 


3,2. Lema 1. Sea y: z= À (f), 1€ la, B) un semiintervalo 
curvilíneo contenido en el círculo unidad, cuyo conjunto límite esté 
situado en la circunferencia unidad y conste de más de un punto. Si la 
función w = f (z) es analítica y está acotada en valor absoluto en el 
círculo unidad, y tiende en y hacia cierto límite e 


pa FeS, 


entonces esta función es constante: f (2) = c. 
Demostración. Domostraremos este Jema por reducción 
a lo absurdo. Sea f (2) — c s£ 0; si f (2) — e = 8z +..., donde 


0, entonces y (2) = Ln =ô +... está acotada en valor 


absoluto en el círculo unidad*) y tiendo en y a cero, siendo su valor 
en el origen de coordenadas q (0) = 8 distinto de cero. Consideremos 
dos puntos a y b, pertenecientes al conjunto límite del semiinterva- 
lo y, y sean an = A (tn) y ba = A (1h) dos sucesiones de puntos en y, 
convergentes hacia a y b (lim th = lim ta = P). Pasando en caso 
marco mo 

de necesidad a sucesiones parciales, se puede suponer que  < t] < 
Lh L.. <h<m<... Designemos con o, los “arcos de 
Jordan situados en y que se determinan por las desigualdades t, << 
< £< tp. Para cualquier r, 0 <r < 1, se puede indicar un N (r) 
tal, que para n => N (r) todos los arcos g, van a estar situados en 
el anillo 7 <|2|<1. 

Sea o” el arco más pequeño de los dos arcos do la circunferencia 
unidad con Jos extremos en a y b (en caso de que estos últimos sean 
iguales, se toma uno cualquiera de ellos. Nota del T.). Fijemos en 


éste un arco ÁB con los extromos distintos de a y b, y de longitud Z n 


*) Si Ò< [z] <r<1, enlonecs, según el principio del módulo máximo: 


í Mte 
vasa palo lHel s Fe 


donde M=sup| /(:)|. Fijando z y pasando al límite cuando r— 1, resulta 
IP@IKM+je] para |z]<1. 


51234 
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donde m es un número natural mayor que la unidad, y tracemos 
los diámetros AOD y BOC (fig. 6). Para valores suficientemente 
grandes de n > N’ el punto an estará situado en ol interior del recinto 
g' (44;C,Ca4). el punto bh en el interior del recinto d' (BB,DDbB) 
y el arco o; en el anillo r < |z | < 1. Demostremos que para cada 
valor de n >> N” en el arco d, existe un arco dp, uno de cuyos cxtremos 
está situado en el diámetro AD, y el otro, en el diámetro BC; además, 
On está completamente situado, a excepción de sus extremos, en uno 
de los recintos A4,B4B o CDD,Ci. 


FIG. 6. FIG. 7. 


En efecto, cuando £ crece desde f hasta th, el punto z = A (t) 
recorre continuamente el arco oh desde el punto az hasta el punto bp: 
además, an y bh pertenecen a unos recintos g' y d’ tales, que y' y d’ 
no tienen puntos comunes. Por lo tanto, tiene que existir un valor 
do bas ba < fy < Th, tal que an = A (f) pertenece al recinto cerrado 
F, mientras quo A (t) para t, < t < th ya no pertenece a g', y un 
valor tp, fn < Tn < Tis tal que b, = À (Tp) pertenece a d', miontras 
que A (t) para L, < £ < Tn todavía no pertenece a d'. Evidentemente, 
los puntos a, y b, están situados en las fronteras de los recintos g” 
y d', precisamente, on los segmentos de los diámetros AA o CC 
(para el punto an) y BB, 0 DD; (para el punto bn). El arco de Jordan 
Sn: tn L t < Tn con los extremos a, y bn pertenece a uno de los dos 
recintos 14,B,B o CDD,C, y solamente sus extremos están situados 
en la frontera del recinto, mie que todos los demás son interio- 
ros. Como n toma un conjunto infinito de valores, al menos uno de 
los dos últimos recintos — sea éste AA¡B,B — contiene un conjunto 
infinito de arcos distintos 0,: Onn Ong >< 01 Onyi +- MA ME 
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«<<... Hagamos la sustitución de la variable Z = e0%z, 
de modo que uno de los diámetros AD o BC se transforme en el eje 
real del plano ¢ y que la imagen del recinto 44,B,B pertenezca 
al primer cuadrante coordenado. Designaremos las imágenes de los 
ALCOS Onp Ong + + «1 Onyi + + + mediante Si. Sz, -s Sr, .-- En la 
sustitución indicada la función q (z) se transforma en la función 
e (e=10E) = ap (2), la cual es analílica y está acotada en el círculo 
unidad, satisfaciendo a las condiciones: p (0) = ô =+ EN lim y (8) = 


= 0. Haciendo la notación py = max | (E) |, so puedo escribir 
EN 
la última condición en la forma: 
li =0. 
kaa T 
Si el desarrollo de Taylor de la función p(£) es 


POSEE On on 
entonces introducimos otra función analítica más: 
Oi. HEH 


Evidentemente, en los puntos que son simét; 
eje real, Y» (%) y P") toman valores conjugados. 


¡op YOI up ¡MQ|=M<wo y O= 00: 


os respecto del 
¡Por esta razón 


designando con sí el arco que es simétrico a są respecto del ejo 
real, tendremos también: 


max | ap (2) |= max | y* ©) |= pao 
Eth tesk 
Los arcos sa y så tienen un punto único común situado en el ejo 
rea) y conjuntamente forman un arco de Jordan Sy, que es simétrico 
respecto del eje real y une dos lados del ángulo | arg q |< Š 
(fig. 7). Para la función analítica y (2) = 4 (€) y* (E) se tiene: 
LEEM? cuando |E|<4, 7(0)=1(0)4* (0) =|5|20 


max] y () |< Mur —>0 cuando k— 00, 
TES» 


Sometiendo al arco Sa a rotaciones de la forma 
zn 


=; 
Eee "LT (jæi, 2... m—t), 


se obtienen de él los arcos Sh, . . ., Sf'”"", quo junto con S, forman 
una curva cerrada de Jordan Th, la cual contiene en su interior 


Se 


08 CAP. V. TRANSFORMACIONES CONPORMES 


al origen de coordenadas y está situada ella misma en el círculo uni- 


dad. Si £ es un punto arbitrario de la curva T4, entonces todos los 
¿2 ¡2 m0) 


m puntos: Eye "E, .., e” E también están situados en Lh y, 
además, al menos uno de ellos pertenece al arco Sp. Debido a esto, 
en el punto ¿€ TP, al menos uno de los m números 
zie PET) 
aa ale Y 
será en valor absoluto no superior a Mpx, mientras que cada uno 
de los demás no superará a M2, Por consiguiente, para el producto 
2x 125m- 


ga 
FO=10xt "Dx " 9 
en cualquier punfo [ET se verificará la desigualdad 
(FQ Mmm, 


y como la función F (£) es analítica, en el punto ¿=0 también 
se tendrá: 


IF O = 8n pM. 


řinalmente, pasando aquí al límite para k —> œo, obtenemos 
$ = 0, lo cual contradice a la hipótesis hecha. Con esto se termina 
la demostración. 

Observación. De la demostración efectuada se vo que la 
proposición conserva su valor en las condiciones siguientes: sea 
{Yn } una sucosión de arcos de Jordan pertenecientes al círculo unidad, 
a excepción, posiblemente, de los puntos iniciales y finales, y Lal 
que para cualquier sucesión de puntos {Zn}, Zn € Ya, todos los puntos 
de acumulación están situados en la circunferencia unidad; supondre- 
mos también que en y, se pueden hallar sendos pares de puntos an 
y ba, tales que lim a, lim bp. Entonces, si una función f (2), 


noo nao en 
analítica y acotada en valor absoluto, satisface a la condición 


lim f (25) =0, 
ra 
Tan 


so tiene: f (2) = c. Para cerciorarse de esto, es suficiente observar 
que en la sucesión de arcos {yn} se puede construir una sucesión 
de arcos {Om} exactamente iguales que los que se utilizaron en la 
demostración del lema 4 

Lema 2. Sea g un recinto limitado por una curva de Jordan y 
y perteneciente al circulo unidad conjuntamente con y, a excepción 
del único punto frontera %, situado en la circunferencia |z | = 1. 
Vamos a considerar la curva y como compuesta de dos semiintervalos 
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de Jordan 
ye z= (0), au<t<B y ve 2=%2m(), asthe 


con el origen común ds (œ) = ha (22) y el extremo común £, y del mismo 
punto E. 

Si f (2) es una función analitica y acotada en el círculo unidad, 
y tiende hacia unos límites determinados c, y 02 en Y Y Ye 


lim fM = to lim f [%2 (1)]= Ce, 
tpi ipe 


entonces necesariamente c, =c =c¢ y, además, lim f (2) = c. 
zog 


168 

Demostración. Examinemos primero el caso en que cy == 
=c¢,=c¢, y demostremos la última parte de la tesis del lem, 
lim f (z) = 0. Evidentemente, podemos no examinar los puntos 
am 


ados on la frontera del recinto, puesto que para ellos se cumple 
la relación f (z) > 0 debido a la hipótesis hecha. Así, pues, sea 


FIG. 8. 


zo un punto interior del recinto g; tracemos por él una cuerda ĝo 
perpendicular al radio 0% (fig. 8). Esta cuerda dividirá al rocinto g 
en subrecintos, de los cuales consideraremos solamente aquellos que 
están hacia un mismo lado de ô que el punto ¢. Un recinto de ellos 
y solamente uno, go, contiene en la frontera el punto zp. Si Ẹ no es 
un” punto frontera para go, entonces el dominio gy está contonido en 
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el círculo unidad; en la fig. 8 está representado el caso en que el 
punto E pertenece a la frontera del recinto go. 

La frontera de gẹ consta solamente de las partes de los semi- 
intervalos curvilíneos y, y y. que están situados en el mismo lado 
de $, en que está situado el punto ¢, y de los segmentos de la cuorda 
(que pueden degenerar en puntos). Como, según la hipótesis, f (z) 
tiende fa cero en y, y ya, para cualquior e > Ô y para Zo suficienLe- 
mente próximo a +, los valores del módulo | f (z) | en las partes de 
la frontera de gy que están situadas en y, y ya serán monores que €. 


sI 


FIG. 9. 


Hagamos la sustitución de la variable z” = e'®z + a (rotación 
y traslación), eligiendo 0 y a de modo quo la cuerda ô so transforme 
en un segmento del eje real, y el punto Z ocupe la posición ¢' en la 
parte positiva del eje imaginario (fig. 9). Entonces el recinto go 
se transformará en un recinto g situado cn el semiplano superior, 
z = ( se convertirá en el punto a de la parte negativa del eje ima- 
ginario, el círculo unidad |[2|<41 en el círculo |z — a |< 1, 
Y y Ya on y; y yi y el punto z, en un punto z; del eje real situado 
en la frontera de g,. Designemos f (2) = f |(z' — a) e? | mediante 
q (2). Esta función es analítica en el círculo |z' — a | << 1, está 
acotada en valor absoluto, satisface a la desigualdad |q (2) |< e 
en los puntos frontera del recinto g, situados en y, y ya, y liende 


a coro cuando z' tiende a E” manteniéndose en y; o cn y. Si se hace 


e) = Zan {z'—a)", 
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entonces la función 
y )= Za (a), 
la cual toma en cada punto z’ un valor conjugado con el valor 
pl): y 
y=), 
será analítica en e) círculo |z’ — a | < 1, estará acotada en valor 
absoluto y en los puntos z' situados debajo del eje rea), que son 


puntos frontera del recinto gy que es simétrico a g, respecto del 
eje real, satistace a las condiciones: 


lE <e y limg*(2)=0. 
et 


Compongamos con los recintos g, y gẹ un recinto Gp inclu- 
yendo en él todos los puntos de los intervalos del eje real que son 
fronteras de g, y g%. El punto z, será interior para Gp. Sea 

sup ¿AS UEG 
è z< 


Ia f< 
entonces también sup | q*(2")] =M, por consiguiente, la fun- 
para 


ción p(z) q* (2). que es analítica en el recinto Go, satisface en 
el mismo a la designaldad: 


le (z) o (2), |< Me. 

Si el punto £ no está situado en la frontera del recinto go, enton- 
ces E' tampoco estará situado en la frontera dol recinto g, por con- 
siguiente, g, estará contenido en el círculo |" —a|<1 yg} en 
el círculo |z —a| <1. Por esta razón, la función  (2”) p* (2) 


será analítica y, por lo tanto, también continua en cl dominio Gp. 
En la frontera del recinto Go ésta satisfaco a la desigualdad 
Lg (2) p* (2) | < Me, de donde, en virtud del principio del módu- 
lo máximo, se tiene: 


lp (5) 0* (5) |<: Me, 


o bien, observando que q* (2) =0 (2; 
número real): 


plz) 
le (2) 1*=1f (20) P< Me. 


Supongamos ahora que £ está situado en la frontera del recinto 
go; entonces £' también estará Situado en la frontera de go; por lo 
tanto, los puntos frontera Z' y £' del recinto Go no serán interiores 


= Ey, Puesto gue 3, €s 
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para los círculos |z’ —a |< 1 y |z — āū |< 1, de modo que no 
se puede afirmar que q (2) q* (2) es una función continua en el 
dominio Gy. Para reducir este caso al de una función continua en 
el dominio, formemos el producto 
POPPE (Ey, 

donde p es un número positivo arbitrario y (2" — E)4 y (2 — Eu 
son unas ramas uniformes cualesquiera de las funciones analíticas 
correspondientes en el recinto Gp. La función yp (2) es uniforme 


y analítica en el recinto Cy y está acotada en valor absoluto 
yw (2) | < M?2.2% = 4u. M?. Además, resulla continua en el 


dominio Gy si se hace: 
HEN = mo) 0612 —EP+0 y p()=0, 
tr 
Como en la frontera del recinto Go la función satisface a la desi- 


gualdad 
Ip()|<M-2.24.24 =44M-8, 


en virtud del principio del módulo máximo, esta desigualdad se 
satisface también en el punto z¿€ Gp: 


Ip) l = p (25) 19] 2—E 1 <4Me, 
de donde, pasando al Jímite para p — 0: 
IG) Me o sea, |f (z) |? < Me. 
Resumiendo, en todos Jos casos so cumple la desigualdad 
I (zo) |? < Me 


para cualquier e>0 y zo suficientemente próximo a Z. De aquí 
se deduce que 

lim f (z) =0.1 

ar 


No queda más quo domostrar la primera parto del Jema, o sca 
que de 


209 En 
se deduce que c,=c2 Formemos el producto 


F()=11()—cl 1/2) cal. 
Este satisfaco a las condiciones del teorema y, además, 
lim F (2) = lim £ (2) = 0. 
fa zE 
Supongamos que c; Æ cz, y sea |c; —c,] =p > 0. 
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Tomemos un entorno Y del punto £ tan pequeno, que en el 
mismo se cumplan las desigualdades: 


Irol O-A Aal 6€8) (8-2:1) 
(esto es posible debido a Ja parte demostrada del loma), 
116) —al<£ Eeer If) —cel<£tEr). 82:2 


La parte del recinto g que cae en U consta de recintos, de los 
cuales uno, go, contiene en la frontera al punto ¢. Sean Z, y £2 dos 
puntos frontera del recinto gy situados en el interior de UY, en y, 
y Yz, respectivamente. Como en ellos se cumplen las desigualdades 
(3.2:2) (la primera para z = [, y la segunda para z = [2), y como 
la función f (z) es continua, se pueden señalar unos puntos z; y Za 
del recinto go que están suficientemente próximos a £, y Es, respecti- 
vamenle, y tales que se tiene: 


le=al<i Feelt, 
de donde 
Iedala lamri] elg 
Unamos z, y za por el interior de go mediante una curva y. La 


imagen f (y) de osla curva unirá los puntos f (21) y f (z2), y como 
el primero de estos puntos está situado en el interior del "círculo 


[w—=« |< $. y el segundo fuera del mismo, on y tiene que exis- 
tir un punto zp, en el cual 


y, Por consiguiente, 
116) —cl>le—a [11 (2) 0] =%5 
Así, pues, hemos hallado un punto 2y€ go tal que 
feall (6) =c > L. 


Pero esto contradice a la desigualdad (3.2:1). De aquí se deduce 
que la suposición hecha no es válida, y el lema queda completamente 
demostrado. 

ä 3.3. Apliquemos lo expuesto anteriormente al estudio de la 
estructura de la frontera I de un recinto acotado G simplemente 
conexo y al problema de la correspondencia de las fronteras en las 
transformaciones conformes. 
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Vamos a examinar el conjunto Æ de todos los semiíntervalos de 
Jordan y que están contenidos en un recinto dado G y tales quo sus 
extremos están situados en l. En el caso general no cualquier punto 
puede servir de extremo para los semiintervalos de Æ. En la fig. 10 
está ropresontado un recinto G, obtenido del cuadrado 0 < z < 1, 
0-<y<1, excluyendo un conjunto infinito de semiintervalos 
rectilíneos de la forma z ==, 0<y <P. Y 0= Arq 
¿£¿y<t(m=1, 2, ...). Evidentemente, ninguno de los puntos 
frontera £ situados en el eje imaginario puede ser oxtremo de un 
semiintervalo de Jordan situado en el recinto Gi. 


FIG. 10. 


No obstante, es fácil vbsorvar que, para cualquier recinto G, 
el conjunto de aquellos puntos que son extremos de los semiintor- 
valos y € E, es denso en todo sobre T. En electo, supongamos que 
ta E I y sea Ua un entorno arbitrario del punto Ķo; unamos el punto 
Ča mediante un segmento rectilíneo 3 cow un punto cualquiera Zo 
del recinto G, situado en este entorno. Entonces el punto del seg- 
mento $ que es punto frontera para G y que está más próximo a Zo 
(tal punto puede ser el mismo punto La), sirve de extremo de un 
seimiintervalo del conjunto Æ. precisamente del semiintervalo recti- 
línco con el punto inicial en Zo. 

Respocto de cada semiintervalo y del conjunto E diremos que 
él determina un punto alcanzable de la 
Iroutera T (respecto del recinto G). Dos semiintervalos y, € E 
y y E Æ doterminarán un mismo punto alcanzable cuando, y sólo 
cuando, se cumplan las dos condiciones siguientes: 

4) Yi y y» tienen un extremo común %; 
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2) existe un somiintervalo y, € E con el extremo £, que tiene 
puntos comunes tanto con y, como con y, en cualquier entorno del 
punto Z. 

En la fig. 11 está representado un recinto Gz, cuya frontera consta 
de una circunferencia y de uno de sus radios. Los semiintervalos 
Ys Y Yz representados aquí determinan un mismo punto alcanzable 


de la frontera, mientras que y, y y” o ya y y” determinan distintos 
puntos alcanzables de la frontera. 


b 


FIG. 11. FIG. 12. 


El oxtremo £ del semiintervalo y lo vamos a considerar como 
representante de un punto alcanzable. Es necesario tener 
en cuenta que un mismo punto ¢ puede representar unos cuantos 
puntos alcanzables distintos de la frontera. Así, en la fig. 11 el 
punto ¢ representa dos puntos alcanzables. En la fig. 12 está repre- 
sentado esquemáticamente un recinto Gs que se obtiene del semi 
plano superior excluyendo un conjunto infinito de segmentos recti- 
líncos que parten del origen de coordenadas bajo todos los ángulos 


posibles de Ja forma Ha (f son fracciones propias irreducibles) , 


f. i 1 r 
y donde las longitudes de los segmentos son iguales a T respecti- 


vamente. En cste ejemplo, el punto O representa un conjunto infinito 
no numerable de puntos alcanzables distintos, precisamente, un 
conjunto de la potencia del continuo. 

En efecto, todo semiintervalo rectilíneo: 0 < |z |<; 1, arg z = 
= an, donde 0 < a < 1, y a es un número irracional, determina 
un punto alcanzable, representado por el punto O. A distintos valo- 
res de œ corresponden, evidentemente, distintos puntos alcanzables. 
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Veamos cómo se transforman los semiinlervalos de Jordan del 
conjunto E al hacer una transformación conforme del recinto G 
en un círculo (para precisar, en el círculo unidad). 


Teorema 1. En la transformación conforme w = f (2) de un 
recinto G en el círculo unidad K, todos los semiintervalos de Jordan del 
conjunto E que determinan un mismo punto alcanzable de la frontera T, 
se transforman en semiintervalos de Jordan que están contenidos en el 
circulo unidad K y poseen un extremo común o situado en la circunfe- 
rencia unidad. 

Demostración. Supongamos que el semiintervalo y € £* 
con el extremo en el punto Z € T, determina algún punto alcanzabl* 
de Ja frontera F. Según el teoroma 2, ap. 3.1, 6 = f (y) es un semi- 
intervalo curvilíneo situado en el círculo unidad, además, todos 
los puntos de acumulación de este semiintervalo ô están situados en 
la circunferencia unidad. Si se supone que ô no es un semiintervalo 
de Jordan, entonces éste tiene que tener al menos dos puntos de 
acumulación en la circunferencia. Pero entonces a él y a la función 
f~ (w), que es la inversa de la función w = f (z), se les puede 
aplicar ol loma 1, ap. 3.2. Precisando, como 


lim f+ (w) =8, 
6 


según el lema indicado tiene que ser f~ (w) = £, lo cual es imposible. 

Así, pues, ô es un semiinlervalo de Jordan, cuyo extremo o 
está situado en la circunferencia unidad. 

Supongamos que y, € E y yz € E determinan un mismo punto 
alcanzable. Designemos los extremos de los semiintervalos $, = f (yı) 
y 8, = f (ya) mediante o, y 02. En virtud de la definición de punto 
alcanzable, existe un semiintervalo yy € E que tione un conjunto 
infinito de puntos comunes con y, y yz en cualquier entorno de su 
extremo común. Su imagen $3 = f (ys) tiene quo ser un semiinter- 
valo de Jordan con un conjunto infinito de puntos comunes con 3, 
y ôz; además, los puntos o, y ©, serán puntos de acumulación para 
ellos (véase el teorema 1, ap. 3.1) y, por consiguiente, serán puntos 
de acumulación del semiintervalo de Jordan ôs. De aquí se deduce 
que o, == 0, =0, con lo que se termina la demostración. 

En virtud de cste teorema, on la transformación conforme de un 
recinto G en un círculo, a cada punto alcanzable de la frontera del 
recinto G le corresponde un punto o de la circunferencia. 

Teorema 2. Enla” transformación conforme w = f (2) de un 
recinto G en un círculo, a distintos puntos alcanzables de la frontera: 1 
del recinto G les corresponden distintos puntos de la circunferencia. 


Demostración. Supongamos que y, € E y ya € E, con los 
extremos £, y Ča, determinan dos puntos alcanzables distintos de la 
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frontera T. Designemos con a, y 0 los extremos de los semiintervalos 
6, =f (Y) y 02 = f (Y:). Supongamos, en contra de la tesis del 
teorema, que 0, =0,=0. Entonces son posibles dos casos: 

a) 6, y 62 tienen un conjunto infinito de puntos comunes en cual- 
quier entorno del punto a. Entonces y, y y. tienen que toner un con- 
junto infinito de puntos comunes con los puntos de acumulación 
en T (véase el teorema 1, ap. 3.1). De aquí se deduce que ellos tienon 
un extremo común y que determinan un mismo punto alcanzable 
de la frontera T. Pero esto contradice a la hipótesis del teorema. 

b) ô; y 6 tienen solamente un número finito de puntos comunes 
en cierto entorno del punto o. Despreciando algunas partes iniciales 
de los semiintervalos $, y 92, obtendremos unos semiintervalos de 
Jordan 8; y 6; sin puntos comunes y con el mismo exlremo común o. 
Las preimágenes de los semiintervalos ô; y ô; on el recinto G serán 
los semiintervalos de Jordan y; y y; que se obtienen de y, y y, des- 
preciando algunas de sus partes iniciales. 

Evidentemente, y; y y. determinan los mismos puntos alcan- 
zables de la frontera F que y, y Yz- Teniendo presente la aplicación 
del lema 2, ap. 3.2, unamos los puntos w; € ô; y w; € $ con un arco 
«de Jordan 6, perteneciente al círculo. Recorriendo 6, desde w; 
hasta w, despreciemos su parte inicial desde w; hasta el último 
punto w, de intersección con 6; y la parte final desde el primer punto 
Ww, de intersección con $, hasta 1w;; se obtione un arco de Jordan 
Š, que une w, € 6; con w, € 8; y que no tiene otros puntos comunes 
con ó; y ô;. Despreciemos también las partes iniciales de los semi- 
intervalos ô; y 6, hasta los puntos w, y w, respectivamente, Resultan 
unos semiintervalos do Jordan 3, y 8z, los cuales junto con su extre- 
mo común o y el arco 5, forman una curva cerrada de Jordan que 
encierra un subrecinto g del círculo unidad. Debido a la construcción, 
las preimágenes de los semiintervalos de Jordan Še + 3, y 3, en el 
recinto G son también semiintervalos de Jordan y, y Yə con los 
extremos ¿1 y $a, los cuales determinan los mismos puntos alcan- 
vables que los semiintervalos iniciales y, y ya. Para la función 
z = f~! (w) se tiene: 


lim f! (w) =b, y limf (w)= 
Toth h 


Según el lema 2, ap. 3.2, de aquí se deduce que E, = 
o sea, y; y ya tienen un extremo común. 


Construyamos en el dominio g un arco de Jordan 8, con el extre- 
mo en g y que tenga en cualquier entorno del punto o un conjunto 


infinito de puntos comunes con So + 8, y $. Este puede formarse 
con arcos de circunferencias concéntricas con el centro en o y de 


Et 
2 = 6, 
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radios tn, £n > 2n+1, lim 8, = 0 y con arcos, pertenecientes alter- 
no 


nativamente a 3, y $2, que unen puntos de dos circunferencias veci- 
nas. (Los detalles de la construcción los dejamos a cuenta del lector; 
véase la fig. 13, donde las partes del semiinlervalo $, están repre- 
sentadas por líneas de trazos.) La función z = f- (w) transforma 
$, en un semiintervalo cnrvilíneo ys, situado en cl recinto G, con los 


puntos de acumulación en T (teorema 2, ap. 3.1). En virtud del 
lema 2, ap. 3.2, el punto z que describe ys tiene que tender hacia 
el límite £ € r. Por ello y, es un semiintervalo de Jordan con el 
extremo £. Además, yz tiene que tener un conjunto infinito de pun- 
Los comunes con 7, y ya en cualquier entorno del punto E. De aquí 
se deduce que Y, y Ya determinan un mismo punto alcanzable de la 
frontera P, lo cual contradice a la condición. Con esto se termina la 
demostración. 

í, pues, on la transformación conforme de un recinto G en un 
círculo, el conjunto de los puntos alcanzables de la frontera de este 
recinto se transforma en un conjunto e de puntos de la circunferencia 
unidad; además, la correspondencia entre los puntos alcanzables y los 
puntos del conjunto e es biunívoca. En particular, en el caso repre- 
sentado en la fig. 14, a los dos puntos alcanzables representados 
por £ en la transformación conforme del recinto Gs en un círculo les 
tienen que corresponder dos puntos distintos de la circunferencia, 
y en el caso representado en la fig. 12, a los puntos alcanzables 
representados por O les tienen que corresponder un conjunto infi- 
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nito de puntos distintos de la circunferencia (que posee la potencia 
del continuo). 


Teorema 3. El conjunto e de las imágenes de los puntos alcan- 
zables es denso en todo sobre la circunferencia. 


Demostración. Sca {Wa} una sucesión de puntos de la 
circunferencia unidad, convergente hacia un punto Wg, | Wwe |= 1, 
y sea Zn = f™ (w,) Ja sucesión de los puntos que les corresponden 
en el recinto G. Según el teorema 1, ap. 3.1, todos los puntos de 
acumulación de la sucesión (z,) pertenecen a T. Elijamos en {zn} 


FIG. 44. 


una sucesión parcial {zn} que converja hacia un punto Zo €T. 
Además, exigiremos que las distancias | Zną — Zo | soan decrecientes, 
La sucesión (tn,) de las imágenes de Jos puntos (zn,) converge 
como anteriormente hacia el punto wo. Tracemos por los puntos 
Zn, Unos arcos de circunferencias con centro en zo y prolonguemos 
cada uno de ellos a ambos lados hasta los primeros puntos ¿4 y £% 
de encuentro con T. Tal arco consta de un par do somiintervalos de 
Jordan yh y yx con origen común z+, y con los extremos ti y £% 
(fig. 14). Según el teoroma 1, las imágenes de estos semiintervalos son 
o unos semiintervalos de Jordan ô% y ô% con el origen común 

Y con los extremos 0% y 0% situados en la circunferencia unidad. 

A identemente, ok y 0% son imágenes de puntos alcanzables, 
determinados por los somiintervalos y4 y yh. Como el punto do acu- 
mulación de cualquier sucesión {ar}, er € yh -+ yh es zo €T, los 
puntos de acumulación de cualquier sucesión {ba}, br € Ök + 5% 
están situados en la circunferencia unidad. Pero la sucesión (w0,,), 
Wn, E Ôh + Ôh converge hacia el punto wọ; por ello, cualquier suce- 
sión {ba}, br € h + Sí tiene que converger hacia el mismo punto. 
En caso contrario, en virtud de la observación al lema 1, ap. 3.2, 
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deduciríamos de la relación lim f (b4) = zo, que f7 (w) = 2). De 
pes 


aguí que las sucesiones (0) y {04} de los extremos de los semiinter- 
valos ôh y ôr también convergen hacia Wo, o sea, Wa — que es un 
punto arbitrario de la circunferencia unidad— es un punto de acu- 
mutación para las imágenes de los puntos alcanzables de la frontera 
T. Con esto se termina la demostración. 

3.4. En este apartado introduciremos el concepto de cele- 
mentos frontera de un recinto simplemente conexo 
(o extremos simples, según la torminología de Caralhéo- 
dory). Sean y, y ya dos semiintervalos de Jordan que determinan dos 
puntos alcanzables distintos de la frontera T de un recinto (acotado) 
G simplemente conexo. lis evidente que el conjunto de los puntos gue 
son comunes a y, y ya no puede tener puntos de acumulación en F. 
Suponiendo lo contrario, obtendríamos: 1) que y, y ya tienen un 
extremo común %, y 2) que en cualquier entorno del punto § tiene 
que haber puntos de intersección de y, y y2. Pero entonces, mediante 
arcos, tomados alternativamente en y, y y», se podría construir un 
semiintervalo do Jordan yy, perteneciente a G y con puntos comunes 
con y, y Y2 en cualquier entorno del punto £, lo cual es imposible 
(debido a que y, y yz determinan puntos alcanzables distintos). 
Por esta razón, despreciando en caso de necesidad algunos arcos 
iniciales de los semiintervalos y, y Y2, podemos suponer a continua- 
ción que estos semiintorvalos no tienen puntos comunes (a excep- 
ción, posiblemente, del punto final común). Unamos sus puntos 
iniciales z, y Za por el interior de G mediante un arco de Jordan y. 
Si zí es el último punto del semiintervalo y, que es común con y, 
entonces despreciamos las partes de los arcos de y; y y que preceden 
al punto z,. Del mismo modo, si 3; es el primer punto del semiinter- 
valo y, que es común con yı, entonces despreciamos la parte del 
semiintervalo yz que precede a z; y la parte del arco y que sigue 
después de z;. Como resultado, obtendremos dos semiintorvalos de 
Jordan y; y y, que determinan los mismos puntos alcanzables que 
Yi Y Ya, y también un arco de J y” que une el punto inicial del 
semiintervalo y; con el punto inicial del semiintervalo yz; además, 
yı +y +y, representará un intervalo de Jordan y 
perteneciente al recinto G. UniéndoJe los extremos, resulta un arco 
de Jordan con los extremos en I. Como resultado de la transforma- 
ción conforme del recinto G en un círculo, y, y y; se transformarán 
en semiintervalos de Jordan ô; y ô, con extremos distintos en la 
circunferencia (estos extremos serán imágenes de los puntos alcanza- 
bles correspondientes), y el arco y” en cierto arco 6”. De esto se deduce 


que la imagen del intervalo de Jordan y será también un intervalo 
de Jordan 3 con extremos distíntos en la circunferencia unidad. 
Evidentemente, sus extremos dividen a la circunferencia en dos 
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arcos: 3; y Es; junto con 3 éstos forman dos curvas cerradas de 
Jordan, cuyas partes interiores A; y Az pertenecen al círculo unidad 
y representan aquel par de recintos en los cuales $ divide el círculo 
unidad. 

Las preimágenes de Jos recintos A, y Az en el recinto G son dos 


recintos simplemonto conexos g; y gz, en los cuales $ divide a G. 
Si pz es un semiintervalo de Jordan del recinto G, que determina un 
punto alcanzable de la frontera T, distinto de los puntos determi- 
nados por los semiintervalos y, y yz, entonces, despreciando su parte 


inicial, se puede suponer que él no tiene puntos comunes con y, 
por lo cual está situado en g; o en g y determina un punto cabo 
de la frontera de uno de ostos recintos. 

Por consiguiente, todos los puntos alcanzables de la frontera T 
del recinto G, a oxcepción de dos, determinados por los semiintor- 
valos y, y ya, so dividen en dos clases, los cuales se pueden considerar 
como los puntos alcanzables de las fronteras 
do los recintos g y £», respectivamente. En la transforma- 
ción conforme del recinto G en un círculo, a los puntos alcanzables 
de la primera claso les corresponden puntos del arco X4, y a los de 
la segunda clase, puntos del arco 3z. Los últimos arcos se determi- 
nan completamente por sus extremos y, por lo tanlo, por dos puntos 
alcanzables dados de la frontera F; por esta razón, la división de 
todo el conjunto de puntos alcanzables en clases, caracterizada ante- 
riormente, se determina completamente por dos puntos distintos 
dados de este conjunto y no dependo de los semiintervalos de Jordan 
Yi Y Y2 que se utilicen para esto ni del arco de Jordan y con que se 
unan sus puntos iniciales. 

A las clases H, y Hz que so determinan por los puntos alcanzables 
Ma Y Ma las llamaremos intervalos complementa- 
riosentrosí del conjunto de todos los pun- 
tos alcanzables de la frontera T, a los puntos 
ni y he los llamaremos extremos de los intervalos H; y Ha, 
y a los recintos g, y g2, a cuyas fronteras pertenecen J, y Ha, res- 
pectivamente, los llamaremos recintos adyacentes 
a H, y H». De lo expuesto se deduce que en la transformación con- 
forme w = f (2), a cada par do intervalos complementarios entre 
sí H, y Hz les corresponden un par de arcos complementarios entre 
sí Z, y Z, do la circunferencia, y a los recintos g, y gz adyacenles 
y H, y H los corresponden los recintos A, y Az adyacentes a D, 
y Zz. Consideremos ahora un sistema de intervalos 
encajados de puntos alcanzables (4), Supon- 
dremos que H™Y c H™, que los extremos del intervalo H”+D 
son distintos de los extremos del intervalo H™ y que no existen 
dos puntos alcanzables distinlos portenecientes a todos los inter- 
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valos del sistema, En la circunferencia unidad al sistema (4%) 
le va a corresponder en la transformación conforme un sistema de 
arcos encajados (2). 

Debido a las hipótesis hechas, esto sistema va a ceñirse en el 
sentido ordinario de Ja palabra hacia un punto w de la circunferen- 
cia (si existiese un arco entero que estuviese contenido en cada uno 
de los E'”, ontonces existiría también un conjunto infinito de pun- 
tos alcanzables que serían comunes a todos los HU”), Si wọ es la 
imagen de algún punto alcanzable de la frontera F, entonces los 
intervalos a) tienen un punto alcanzablo común único. Pero 
wo Puede no ser la imagen de un punto alcanzable; en este caso no 
existe ningún punto alcanzable que sea común para todos los H”, 


Respecto de cada sistema de intervalos encajados (H”) dire- 
mos que ésto determina un elemento frontera del recinto 
G. El punto wo se considerará como la imagen del ele- 
mento frontera en la transformación w = f (z). Dos siste- 


mas (H(”) y (15) doterminan un mismo elemento frontera cuando, 
y sólo cuando, cada intervalo g” contiene todos los intervalos 
Br, comenzando desde uno de ellos en adelante, y cada intervalo 


HÍ” contiene: todos los intervalos A”, comenzando desde uno de 
ellos en adelante. Es obvío que en estas condiciones se puede con- 
servar solamente una parte, exigiendo, por ejemplo, que HH” 
para n >N (m) (m =1, 2, .. .). En efecto, en este caso cada uno 
de los arcos r” de la circunferencia unidad, correspondiente al 
intervalo HC”, contendrá todos los arcos Ef”, correspondientes 
a H™ para n >N (m). Por consiguiente, los sistemas de arcos 
{20} y {20} van a ceñirse hacia un mismo punto wo de la cir- 
cunferencia unidad, situado dentro de cualquiera de estos arcos. 
Por ello, E” va a contener a Ef” para todos m > M (n), y, por 
consiguiente, HUY va a contener a H” para todos m > M (n). 

De este razonamiento se ve que la condición de identidad de dos 
elementos frontera, determinados por los sistemas de intervalos 
(HUM y {H$}, es equivalente a la condición de la coincidencia 
de los puntos de la circunferencia hacia los que se ciñen los sistemas 
de arcos (E(”) y (27) que representan a estos intervalos. 

Sea y un elemento frontera del recinto G, dado por un sistema 
de intervalos {H°}. Construyamos para cada H™ um recinto gov 
que esté contenido en G y sea adyacente a H'”. Exijamos que se 
cumplan las dos condiciones siguientes: 1) g+ c g y 2) no 
existe ningún punto del recinto G que sea común para todos los 
recintos cerrados g. A una sucesión tal la llamaremos cadena 
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de recintos que conduce hacia n. Para convencerse de la posibilidad 
de esta construcción, lo más fácil es pasar al círculo unidad median- 
te una transformación conforme w = f (z). 

[Seaf (2%) un sistema de arcos de Ja circunferencia unidad, co- 
rrespondiente a los intervalos (4), y sean 8(” y 6£” los semiin- 
tervalos de Jordan que son imágenes de los semiintervalos y(” 
y y£”? que determinan los extremos de los intervalos H, Cons- 
truyamos un recinto AC” que sea adyacente al arco E” y que 
esté limitado por el arco E”, por un arco de una circunferencia 


a 


FIG. 15. 


concéntrica | w | = ra < 1 y por las dos partes de los semiintervalos 
8” y öf que se obtienen al despreciar algunos arcos iniciales 
de estos semiintervalos (fig. 15). Al valor rn lo someteremos a la 
condición r, >1— i, Como el arco 3*+* está situado en el arco 


30” y los extremos de los arcos 8**% son distintos de los extremos 


de los arcos E”, los semiintervalos 80%+9 y 6+9 estarán conteni- 
dos en el recinto A(”, por Jo menos si se desprecian algunas de sus 


partes iniciales. Eligiendo r+; > Ta Y nyi > 1 — T do modo 
que la circunferencia | w | = rřp+ı tenga puntos comunes con ôf +” 


y 889, construyamos un recinto A+!) de un modo semejante al 
que se empleó al construir el recinto A(”), Evidentemente, tendre- 
mos: A+) CAC), Comenzando desde el recinto A(%) se puede 
construir de esta manera una sucesión de recintos (A(”), adyacentes 


6» 
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a YO, y tales que A+ esté contenido en el anillo 1 — i < 


<|w|<1 y en el recinto A(M(r=1, 2, ...). Las preimágenes 
de A(™ en el recinto G serán los recintos gí"), adyacentes a los inter- 
valos HO, y tales que g0+0 E gl, En este caso, los dominios 
g™ no tienen ningún punto común que esté situado en el recinto G; 
esto se deduce de que sus imágenes A(™ = f (g0) no tienen ningún 
punto común que esté situado en el círculo unidad. Así, pues, queda 
demostrada la existencia de una cadena de recintos (g"%) que con- 
duce a un elemento frontera y dado. a 

Como los dominios g(* son continuos, y g®+9 c g™, la inter- 
sección de todos los gl" también es un continuo K (véase el t. I, 
ap. 4.1, cap. primero). Es obvio que éste consta solamente de puntos 
frontera del recinto G. Respecto de los puntos del continuo K, dire- 
mos que todos ellos pertenecen al elemento frontera considerado, 
y también que K representa al elemento frontera 1*). Para justi- 
ficar esta definición es necesario convencerse de que el conjunto 
K no dependo de la elección de la cadena de los recintos que condu- 


en an. 

Scan (11) y (H'0)) dos sistemas de intervalos que determi- 
nan am, y sean (g(") y (g"0) las cadenas que les corresponden. 
En el círculo unidad a ellos les van a corresponder dos sistemas de 
arcos {2} y (3'09) que se ciñen hacia un mismo punto wo, y dos 
cadenas de recintos {A} y {A} adyacentes a estos arcos, Cer- 
ciorémonos de que (A) y {ô} se ciñen hacia el punto wọ. En 
efecto, la intersección de los dominios AC es un continuo que no 
contiene puntos interiores del círculo unidad. Por ello, éste coincide 
con la intersección de los arcos frontera X(”, es decir, con el punto 
Wwa. De aquí se deduce también que cada recinto A contiene todos 
los recintos A'(%), comenzando desdo uno de ellos en adelanto, y, 
por consiguiente, g™ contiene todos los g'™, comenzando desde 
uno de ellos en adelante. Por esta razón, la intersección K’ de todos 
los g'(™® está contenida en la intersección K de todos los g(, Como 
K y K' pueden cambiarse de sitio, K coincide con K’, que es lo que 
se afirmaba. 

3.5. Ocupémonos del estudio de la estructura de los elementos 
frontera y de su clasificación. Para ello tendremos que estudiar las 
propiedades del continuo K que representa al elemento frontera dado 
y. Son posibles los casos siguientes: a) K consta de un solo punto; 
b) K contiene más de un punto. 


») Aquí no identificamos el elemento frontera con el conjunto de puntos 
que le representa, puesto que un mismo conjunto puede representar distintos 
elementos frontera. 
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Sea {g} una cadena cualquiera de recintos que conduce a n, 
scan (A() “las imágenes de estos recintos en el círculo unidad, 
y supongamos que wọ es el punto de la circunferencia unidad que 
es la imagen del elemento y. Entonces la intersección de los domi- 
nios (g(") coincide con K, y la intersección de los dominios {5% ) 
con wo. Como los puntos de cualquier sucesión {wp} (| wa |< 1) 
que converja hacia wa pertenecen al recinto A(™ para n > N (m), 
sus imágenes (z,) tienen que pertenecer al recinto g(”, de donde 
se deduce que todos los puntos de acumulación de la sucesión {zn} 
pertenecen al continuo K. 

En el caso a), o sea, cuando X consta de un solo punto Zo, se tiene: 
lim z, = Zo. Así, pues, en este caso existo el límite lim f~ (w) 


nso 0-00 

y éste es igual a Zọ. Consideremos, en particular, la preimagen y 
de cualquier semiintervalo de Jordan $ situado en el círculo unidad 
y que termine en el punto wg. Como y es un semiintervalo curvi- 
líneo y lim f~ (w) = lim z (w) = Zo, éste un semiintervalo 


wwo wwo 
de Jordan que termina en el punto zọ. Vomos, pues, que en el caso a), 
la imagen wo del elemento frontera y es a la vez la imagen de un 
punto alcanzable de la frontera T, representado por el punto zp. 
A este punto alcanzable Jo identificaremos con el elemento frontera. 
El elemento frontera correspondiente se llama elemento 
(extremo simple) de primera especie. 

Consideremos ahora el caso b), o sea, cuando el continuo X 
contieno más de un punto y, por consiguiente, contiene un conjunto 
infinito de puntos; entonces no existe el límite lim f-* (w). Sin 


wawo 

embargo, puede ocurrir que wọ, siendo la imagen del elemento fron- 

tera n, sea a la vez la imagen de un punto alcanzable de la frontera 

T. Entonces existe un semiintervalo de Jordan ô que termina en el 

punto wo y es la imagen de un semiintervalo de Jordan y que termina 

en el punto zy € K. Es obvio que lim f~! (w) ===, determina un punto 
temo 


web 

alcanzable de la frontera T, representado por el punto zp. En este 
caso diremos quo el punto alcanzable correspondiente está contenido 
en el elemento frontera y zo se llamará punto alcanzable del clemento 
y. Entonces, todos los puntos del continuo K, distintos de zp, serán 
puntos no alcanzables del elemento frontera. En este caso y se llama 
elemento frontera de segunda especie. En 
la figura 16 el elemento de segunda especie está representado por el 
segmento do recta 4B. En la misma están representados también 
dos recintos g™ y gm de la cadena que conduce a este elemento. 
A es un punto alcanzable del elemento; todos los puntos del seg- 
mento AB distintos de A son sus puntos no alcanzables. Obsérvese 
que estos mismos puntos representan, además, elementos frontera 
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de primera especie. Así, el punto C representa uno de tales ele- 
mentos. 

Supongamos, finalmente, que wa no es la imagen de ningún punto 
alcanzable. En este caso no existe ningún punto alcanzable de la 
frontera T que pertenezca al elemento frontera dado. Cualquiera 
que sea el semiintervalo de Jordan ô que termine en el punto wo, 
su preimagen y no será semiintervalo de Jordan, es decir, el 
lim f~! (w), w € 6, no existirá. A su vez, todos los puntos de acumu- 
lación del semiintervalo curvilíneo y pertenecerán al continuo X. 
Se distinguen dos casos: Uno es cuando el conjunto de todos los 


FIG. 16. 


puntos de acumulación de y = f~ (8) coincido con K. En este 
caso y se llama elemento frontera de tercera 
especie, Otro es cuando para algunos $ el conjunto de los puntos 
de acumulación de la preimagen y = f~ (ô) forma solamente una 
parte propia del continuo K. En este caso se tieno un elemento 
frontera de cuarta especie. Para reconocer a los 
elementos de tercera y cuarta especie no hay necesidad de recurrir 
a la transformación conforme f~". Es suficiente fijar alguna cadena 
de recintos {g™} que conduzca a y y considorar todos los semiinter- 
valos curvilíneos posibles y, con los puntos de acumulación en P, 
que están contenidos en cada uno de los recintos g™, comenzando 
desde uno de sus puntos. Precisamente estos semiintervalos serán 
las preimágenes de todos los ô posibles que terminan en el punto Wo, 
que es la imagen del elemento n. Todo se reduce luego a comparar 
los conjuntos de los puntos de acumulación del semiintervalo y 
con el continuo K. 

En la fig. 17 el segmento AB representa un elemento fronlora 
de tercera especie. La curva de trazos representa uno de los semi- 
intervalos curvilíneos y. Evidentemente, ol conjunto de sus puntos 
de acumulación coineide con AB. El segmento AB de la fig. 10 
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puede servir de ejemplo de elemento frontora de cuarta especie. 
En esa misma figura está representado por trazos el semiintervalo 
curvilíneo y para el cual el conjunto de sus puntos de acumulación 
es una parte propia del segmento AB (el segmento CD). 

3.6. Una sucesión de puntos (z,) de un recinto G se Jlama con- 
vergente hacia el elemento frontera 1 de este recinto, si para alguna 
cadona de recintos (g(”)) que conduzca hacia y se cumple la condi- 
ción: el recinto g 1, 2, ...) contiene todos los puntos 
Zn para n > N (m). Es obvio que si se cumple esta condición para 


+ 
fi 


FIG, 17. 


una cadena de recintos, entonces también se cumple para cualquiera 
otra cadena que conduzca hacia el mismo elemento, con lo cual se 
justifica la definición hecha. ` 

Sean (A) las imágenes de los recintos (g(") en el círculo 
unidad; ya sabemos que ellos se ciñen hacia el punto wọ de la cir- 
cunferencia unidad que es la imagen del elemento y en la transfor- 
mación conforme. Si wa = f (Za) y {Zn} converge hacia n, entonces 
los puntos {w,} están contenidos en A( para n > N (m), de donde 
se deduce que la sucesión {wn} converge hacia el punto wọ. Como 
también es cierto lo recíproco (si Jim w, = Wọ, entonces la suce- 

co 


n 

sión {Za = f! (w,)) converge hacia n), resulta la siguiente pro- 
posición, que resuelve el problema de la correspondencia de las 
fronteras en la transformación conforme: 


Teorema 1. En la transformación conforme w = f (2) de un 
recinto simplemente conezo G en el circulo | w | < 1, entre el conjunto 
de todos los elementos frontera y el conjunto de los puntos de la circun- 
ferencia unidad se establece una correspondencia biunivoca. Esta co- 
rrespondencia posee la propiedad de «continuidad», que consiste en que 
cada sucesión de puntos del recinto G que converja a un elemento fron- 
tera y, se transforma en una sucesión de puntos del circulo unidad que 
converge hacia el punto wo que es la imagen del elemento 9. 
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Al aplicar este teorema, se debe tenor presente que la convergen- 
cia de la sucesión de puntos a un elemento frontera del recinto no 
significa, ni mucho menos, la convergencia en el sentido ordinario. 
El conjunto de los puntos de acumulación de la sucesión (z,) que 
converge hacia el elemento frontera 1 puede coincidir con cualquier 
subconjunto cerrado (no vacío) F del continuo K que representa 
a 1. Solamente cuando y es un elemento frontera de primera especie 
y, por consiguiente, K contiene solamente un punto Zo, de la con- 
vergencia de {zn} hacia y se deduce la convergencia de {zn} hacia 
el punto Ze. Sin embargo, lo recíproco no es justo. Una sucesión 
do puntos {zn} que converge hacia el punto zp, puede no converger 
hacia el elemento frontera que representa este punto. Como ejemplo, 
consideremos la sucesión de puntos pertenecientes alternativamente 
a los semiintervalos y, y y”, representados en la fig. 11. Aunque 
tal sucesión converja hacia el punto ¢, que representa en el caso 
dado dos clementos frontera distintos de primera especie, ella no 
converge hacia ninguno de estos elementos. Conservando en la 
misma solamente los puntos que están situados on yı, resulta una 
sucesión que converge hacia uno de los elementos frontera indicados; 
los puntos que están situados en y” forman una sucesión que con- 
verge hacia el otro elemento. 

Supongamos que cada elemento frontera del recinto G es un 
elemento de primera especie (en las figuras 11 y 12 están repre- 
sentados ejemplos de tales recintos). Entonces, en la transforma- 
ción conforme z = f- (w) del círculo |w|<1 en tal recinto, 
a cada sucesión de puntos (w,) del círculo unidad que converja 
hacia un punto arbitrario Wọ de la circunferencia unidad le corres- 
ponderá una sucesión de puntos {Zn} del recinto G, convergente hacia 
un punto frontera zp (y a la vez, hacia uno do los elementos frontera 
que representa este punto). Haciendo f- (1p)=20, se define la 
función f~ (w) en el círculo unidad cerrado. Demostremos que esta 
función es continua en el círculo cerrado. Suponiendo lo contrario, 
tendríamos que para alguna sucesión de puntos {wr}, | wh |< 1, 
convergente hacia un punto wo, | wo | =1, el límite lim f (wh) 


no 
o no existe, o existe pero es diferente de f~ (wo). Para cada uno de 
los puntos wn que no son interiores al círculo, se puede señalar un 


punto interior wh tal, que |f- (wh) — f> (wh) | <i y |wm— 
r 1 

um <<. 
Haciendo w; =w% cuando wh está situado en el inte- 


rior del círculo unidad, hallaremos una sucesión de puntos 
{wh} tal, que | wh | <1, lim wh = wo, y, sin embargo, el límite 


naw 
lim f (wh) o no existo, o es diferente de f- (wọ). Pero esto con- 
nero 
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tradice a que: f7 (wọ) = lim f~ (w). Así, pues, f~ (w) es continua 
loji 
en el círculo cerrado. 

Fácilmente se observa que, cuando al menos uno de los elemen- 
tos frontera dol recinto G no es un elemento de primera especie, 
la función f~ (w) no puede ser continua para |w |< 1. En efecto, 
si K es el continuo que representa el elemento frontera y y que con- 
tiene más de un punto, entonces en el círculo se puede indicar una 
sucesión {Wn}, convergente hacia algún punto wo (| wo |= 1), 
tal que la sucesión correspondiente (2, = f~ (10,)) tiene, no obstan- 
te, más de un punto de acumulación (estos últimos pertenecen a K), 
es decir, es divergente. 

En resumen, queda demostrada la siguiente proposición: 


Teorema 2. Para que una función z = f™ (w), que transforma 
conformemente el círculo unidad en un recinto G, sea continua en el 
círculo cerrado | w |< 1 (o, lo que se reduce a lo mismo, sea unì- 
formemente continua para |w |< 1), es necesario y suficiente que todos 
los elementos frontera del recinto G sean elementos de primera especie. 


Cuando se cumple esta condición, la frontera T del recinto G 
se puede expresar por la ecuación 


2=)(0)=/" (e), 0<t<2%, 


donde f-* (e'') es una función continua del parámetro t. Por con~ 
siguiente, la frontera T, cuyos elementos son todos de primera especie, 
es una curva continua. 

Consideremos ahora las condiciones, según las cuales la función 
w = j (2) que transforma conformemente un recinto simplemente 
conexo G en el círculo unidad es continua en el dominio G (es decir, 
puedo definirse en todos los puntos de la frontera T, de modo que 
sea continua en G). La condición necesaria para esto consiste en que 
cada punto de la frontera T tiene que pertenecer solamente a un 
elemento frontera o, como suelo decirse, sea un punto simple 
de la frontera T. En efecto, si zy € T pertenece al menos a dos ele- 
mentos frontera distintos 1” y n”, entonces a la sucesión {zh} que 
converge hacia y” y a la vez hacia el punto zy Je corresponde una 
sucesión (ws = f (zn)} que converge hacia un punto w, de la cir- 
cunferencia unidad, y a la sucesión (25) que converge hacia n” 
y hacia Zo, le corresponde una sucesión {wh = f (25)) que converge 
hacia otro punto w; de la circunferencia unidad. De aquí se deduce 
que el límite lim f (z) no existe. 

Er 

Demostremos que esta condición necesaria también es suficiente 

para que la función w = f (z) sea continua en G. Sea Zọ un punto 
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arbitrario de la frontera I y sea (z,) una sucesión cualquiera de 
puntos del recinto G que converja hacia z,. Si se supone que la suce- 
sión (1, = f (2)) es divergente, entonces tienen que existir al 
menos dos puntos de acumulación w’ y w” situados en la circunte- 
rencia unidad. Sean {w} y {wh} dos sucesiones parciales de {wn}, 
convergentes hacia w’ y w”, respectivamente. Sean {zn} y {zn} sus 
preimágenes en el recinto G; éstas convergen hacia el punto zo y a la 
vez convergen hacia los elomentos frontera y y 1”, cuyas imágenes 
son w' y w”. De aquí que z, pertenece a y” y a y”, lo cual contradice 
a la hipótesis. Así, pues, para cualquier punto zp € I existe el límite 
lim f (2) = wa; haciendo f (zo) = Wo, se obliene una función con- 
220 

tinua en el dominio G. Los resultados demostrados pueden expre- 
sarse en la forma siguiente: 


Teorema 3. Para que una función w = f (2), que transforma 
conformemente un recinto G en el círculo | w | < 1, sea continua en el 
dominio G (es decir, uniformemente continua en G), es necesario 
y suficiente que todos los puntos frontera del recinto G sean simples. 


Do los teoremas 2 y 3 se obtiene luego el importante 

Corolario. Para que una función w = f (2), que transforma 
conformemente un recinto simplemente conexo G en el circulo | w | < 1., 
realice una transformación homeomorfa de G en | w | < 1, es necesario 
y suficiente que todos los elementos frontera de G sean de primera especie 
y que todos los puntos de la frontera F sean simples. 

En efecto, en éste, y sólo en este caso, la función w = f (2) y su 
inversa z = f~? (w) son simultáneamente continuas en G y |w|< 1, 
respectivamente. 

Antes al recinto simplemente conexo G se le habían impuesto las 
«condiciones siguientes: a) todos sus elementos frontera son deYpri- 
mera especie, y b) todos los puntos de su frontera son simples. Estas 
se pueden sustituir por una sola que es equivalente: cl recinto G 
está limitado por una curva cerrada de Jordan. En efecto, si se 
cumplen a) y b), entonces, según lo anterior, la frontera del recinto 
G es la imagen homeomorfa de la circunferencia unidad (z = f~ (e"f), 
0.< t< 25), por lo cual T es una curva de Jordan. Poro también 
es cierto lo recíproco. 

Supongamos que T es una curva cerrada de Jordan. 

Sea y un elemento frontera del recinto G y sea {g} una cadena 
de recintos que conduce hacia n. La frontera del recinto g™ repre- 
senta una curva cerrada de Jordan, compuesta de un arco de Jordan 
TI“ œT (nos basamos en que T es una curva de Jordan) y de un 
intervalo de Jordan y” <= G quo tiene los extremos comunes con 
T™, De aquí se deduce que el continuo X que representa n coincide 
con la intersección del sistema de arcos de Jordan encajados 
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(Ty (perb c r™), es decir, representa o un punto de la fron- 
tera Y, o un arco de Jordan I’ c F. Pero esto último es imposible. 
En efecto, si z, es un punto del arco 1”, distinto de los extremos de 
este arco, entonces la distancia p = p (zp, 1”), donde T” =P NP”, 
es un número positivo (de nuevo empleamos el hecho de que F es 
una curva de Jordan). Consideremos un punto z’ €G tal, que 
lz’ — zo | < e < p. Es obvio que el punto ¢ € F más próximo a z' 
y situado en el segmento rectilíneo que uno z' con ze, no puede por- 
tenecer a T”; por ello, ZE I’. A la vez, obtenemos un punto alcan- 
zable del recinto G, determinado por el segmento con los extremos 
z' y L y representado por el punto £ € 1”. Como la parte del segmento 
contigua a su extremo, pertenece a cualquiera de los recintos gi”, 
resulta que cada uno de éstos también contieno a este punto alcan- 
zable. Pero se puede hallar un conjunto infinito de tales puntos 
alcanzables (debido a la arbitrariedad del punto za € I” y del núme- 
ro e, 0< e < p). Por consiguiente, existe un conjunto infinito de 
puntos alcanzables distintos, pertenecientes al elemento frontera y, 
lo cual es imposible, 

Así, pues K = I” consta solamente de un punto, es decir, y es 
un elemento de primera especie. 

Scan ahora y’ y y” dos elementos frontera distintos del recinto G, 
y sean (g') y {g"™} las cadonas de recintos que conducen a ellos. 
Como sus imágenos en el círculo tienen que ceñirse hacia dos puntos 
distintos w’ y w” y, por consiguiente, para valores suficientemente 
grandes de n no tienen puntos comunes, g’ tampoco tiene puntos 
comunes con g”(” para todos los valores suficientemente grandes 
de n. Pero la frontera del recinto g' consta de dos arcos de Jordan 
con extremos comunes, uno de los cuales T'0 está situado en F 
y el otro y" pertenece a G (a excepción de los extremos); además, 
el punto z, que representa a y, está situado en 1" y es distinto 
de los extremos de este arco. 

El recinto g”( tiene que estar situado en el exterior del recinto 
g'%, por consiguiente, pertenece al subrecínto del recinto G que 
está limitado por el arco y'0 y el arco XT“, que no tiene otros 
puntos comunes con 10% más que los extremos. Por ello, la frontera 
del recinto g”(” consta do un arco T" cœ TNT y de un arco 
q" pertoneciente a G (a excepción de los extremos). De aquí se 
deduce quo el punto z, que representa a n’, no está situado en la fron- 
tera de g” y, por consiguiente, no puede representar a 1”. En resu- 
men, cada punto de la frontera T pertenece solamente a un elemento 
frontera. Hemos obtenido la siguiente proposición: 


Teorema á, Todos los elementos frontera de un recinto simple- 
mente conexo G son elementos de primera especie y todos los puntos de 
la frontera son simples cuando, y sólo cuando, la frontera del recinto G 
es una curva cerrada de Jordan. 


92 CAP. V. TRANSFORMACIONES CONFORMES 


En otras palabras, la propiedad característica de una curva cerra- 
da de Jordan T es que, cada punto de ella representa un punto fron- 
tera alcanzable y sólo uno (del recinto G, limitado por la curva T). 
Esla propiedad se expresa abreviadamente diciendo, que todos los 
puntos de una curva de Jordan son alcanzables por el interior y son 
simples. El teorema 4 permite formular el corolario anteriormente 
indicado de los teoremas 2 y 3 de la forma siguiente: 


Teorema 5. Una función w = f (z) que transforma conforme- 
mente un recinto G en el_céreulo |w |< 1, establece una correspon- 
dencia homeomorfa entre G y |w | <1 y, por consiguiente, también 
entre Y y | w | = 1 cuando, y sólo cuando, T es una curva cerrada de 
Jordan. 


Corolario. En la transformación conforme uno en otro de re- 
cintos simplemente conezos G, y G», limitados por curvas cerradas de 
Jordan Y, y Ta, entre los puntos de estas curvas se establece una corres- 
pondencia homeomorfa. 

Para observar esto, es suficiente sustituir la transformación 
conforme del recinto G, en Gz por las transformaciones conformes 
de G, en el círculo |w | < 4 y del círculo | w | < 4 en el recinto 
Gz, realizadas sucesivamente. 

Como una aplicación importante del teorema 5, establezcamos 
el principio del argumento en su forma general: 

Principio generalizado dol argumento. 
Sea f (2) una función continua en el sentido generalizado en el dominio 
g, donde g es la parte interior de una curva cerrada de Jordan y, y ana- 
lítica en el recinto g, a excepción, posiblemente, de polos. Si f (z) no 
toma los valores O y oo en y, entonces la diferencia entre las cantidades 
de ceros y polos de f (2), pertenecientes al recinto g, es igual a la varia- 
ción del Arg f (z) al hacer un recorrido simple (de una vuelta) por la 
curva y en sentido positivo, dividida por 2n, es decir, es igual al número 
de vueltas que da la curva continua I = f (y) alrededor del punto 
w = 0, tomado con el signo correspondiente. 

En comparación con el enunciado del principio del argumento 
examinado en el ap. 3.5, cap. cuarto, t. I, lo nuevo es: en primer 
lugar, que no se exige que la curva y sea rectificable y, en segundo 
togan, que no se supone que la función f (z) sea analítica en los puntos 

e y. 

Piei la demostración, obsérvese primero quo las cantidades de 
ceros (N) y polos (P) en el recinto g son finitas. Suponiendo lo con- 
trario, hallaríamos en y un punto de acumulación de ceros o polos, 
en el cual f (t), debido a la continuidad, tomaría el valor Ô o co, 
respectivamente. 

Transformemos conformemente el recinto g en el círculo unidad 
Lt] <1 mediante una función z = q (£). Como la transformación 
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es biunívoca, la función f (z) se convertirá entonces en la función 
f* (1) = fọ (1), la cual tiene en el círculo | t | <4 la misma can- , 
tidad de ceros N y polos P que la función f (z) en el recinto g. En 
virtud del teorema 5, la función f* (t) es continua (en el sentido 
generalizado) en el círculo cerrado | t |< 1 y, al hacer un recorrido 
simple de la circunferencia | £ | = 1 en ol sentido positivo, el punto 
w = f* (t) describe la curva precendente I en el sentido de antes. 
Por esta razón, la demostración del teorema se roduce al caso en 
que y es la circunferencia unidad y g es el círculo unidad. 

Supongamos que el círculo |£ |< ra <1 contiene todos Jos 
coros y polos de la función f* (t). Entonces, en virtud del principio 
del argumento, en su forma establecida anteriormente, el vector 
F* (t) dará N — P vueltas completas alrededor del punto w = 0, 
cuando £ describa una vez la circunferencia | | = r > rg en sentido 
positivo; esto significa que 


N=P= 


Var Arg/*(ret), 


0<as2x 


2a 


Si p>0 es la distancia desde w=0 hasta la curva P, o sea, 
p= min 1/*(é9), 
entonces, como f*(t) es raro continua en el anillo 
cirenlar cerrado ro<|t|<1, existe r;, 0<r,<1, tal que 
[fe (rea) —J* (e) <p, Oam, 1 <r<i. 
Representemos f* (re) en la forma: 
i Pre — ya CA) ' 
peen = p teo [14 a E JEP e+% (091. 
Para r>rj A 4 
dto) [= EEaren 
|A,(2)|= TON 


Var Arg [1 -+M (0)1— 


0<a<2m 


por lo cual 


Por consiguiente, para 7 > max (ro, r4) 


N—P =- Var Arg f’ (rea) = 
2a Icasla 


rg (7% (6) [142 (0))= 37 Var Argf* (0%). 
a 6<ac2x 


El teorema queda demostrado. 
El principio gencralizado del argumento permite obtener inme- 
«liatamente el teorema fundamental del ap. 1.2 en su forma completa 
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(pág. 13). En este caso, en los razonamientos que se hicieron al 
„comienzo del ap. 1.2 no hay que cambiar nada. 

Demostremos, finalmente, un teorema referente al comporta- 
miento do la transformación conforme en la parte de la frontera del 
recinto G que representa un arco de Jordan. 

Llamemos a un arco de Jordan T’, perteneciente a la frontera T 
de un recinto arbitrario G,arco alcanzable dela fron- 
tera I o arco de Jordan libre, si existe un arco de 
Jordan y” que tiene los extremos comunes con I” y pertenece al 
recinto G (a excepción de sus extremos); además la parto interior g 
de la curva do Jordan formada por y” y I” pertenece al recinto G. 
Para elucidar este concepto, es suficiente comparar los segmentos 
rectilíncos AB on las figuras 16 y 17. En la primera do ollas AB 
es un arco alcanzable de la frontera, mientras que en el segundo caso 
no os alcanzable. 


Teorema 6. SiT” es un arco alcanzable de Jordan de la fron- 
tera Y de un recinto simplemente conexo G (posiblemente, no acotado), 
entonces en la transformación conforme w = f (2) del recinto G en el 
círculo |w | <1 se establece una correspondencia homeomorfa entre 
los puntos del arco T" y los puntos de un arco de la circunferencia unidad, 
con la condición complementaria de que los valores de w = f (z) se con- 
sideren solamente en el recinto g Œ G que es adyacente a T'. 


Demostración. En la transformación conforme del recin- 
to G en el círculo, el arco y” que figuraba anteriormente en la defi- 
nición do punto alcanzable de la frontera, se transformará en un 
arco de Jordán no cerrado ô’ con los extremos en la circunferoncia 
unidad (esto se deduce de que y” determina dos puntos alcanzables 
distintos de la frontera T). El recinto g que está limitado por la 
curva de Jordan y’ + T’, se transforma en un recinto A limitado 
por una curva de Jordan, compuesta de 5' y de uno de los dos arcos 
de la circunferencia con los extremos comunes con $”. Debido al 
corolario del teorema 5, la función w = f (2) que transforma con- 
formemente el recinto g en el recinto A establece una correspondencia 
homeomorfa entre las fronteras de estos recintos, y como la imagen 
del arco y” es ô’, la imagen de] arco T” será un arco de la circunferen- 
cia, como se quería demostrar. 

Como ilustración a los teoremas demostrados cn este apartado, 
consideremos la transformación conforme del recinto G ropresentado: 
en la fig. 18, en el círculo unidad. La frontera de este recinto consta 
de dos circunferencias: |z | =41 y |2[=3 y de la espiral com- 


prendida entre ellas (por ejemplo, r =2+-¿ arctg 0), Ja cual se 


aproxima indefinidamente a las circunferencias indicadas en dos 
direcciones. Cada punto de la espiral representa dos elementos fron- 
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tera de primora especie: dos puntos frontera alcanzables. Las cir- 
eunferencias |z | =41 y |z | = 3 representan cada una un elemento: 
frontera de tercera especie. Para convencerse de esto, consideremos 
los segmentos rectilíneos representados en la figura y situados cn 
la parte positiva del eje real. Cada uno de ellos pertenece al recinto 
y divide el conjunto de los puntos alcanzables del recinto G en dos 
intervalos complementarios entre sí, a los cuales son adyacentes 
dos subrecintos del recinto G, respectivamente: uno de ellos —lla- 
mémosle inferior-—se enrolla desde el segmento considerado, 


FIG. 18. 


en el sentido del movimiento de las agujas del reloj, y se dirige hacia 
la circunferencia menor, mientras que el otro — llamémosle su- 
perior-—se desenrolla, en sentido contrario, hacia la circunfe- 
rencia mayor. 

Si se considera, por ejemplo, la sucesión de segmentos que se 
aproximan a la circunferencia menor, y so loman cada vez aquellos 
intervalos de puntos alcanzables a los cuales son adyacentesplos 
subrecintos inforiores correspondientes, entonces se obtieneYuna 
sucesión de intervalos encajados de puntos alcanzables, que deter- 
mina un elemento frontera del recinto G. Como la intersección 
de los subrecintos inferiores cerrados es la circunferencia | z | = 1 
ésta representa a este elemento frontera. De un modo análogo halla- 
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remos que la otra circunferencia representa a otro elemento frontera. 
Es obvio, inmediatamente, quo ambos elementos son de tercera 
especie (véase la definición). 

En virtud de lo expuesto anteriormente, en la transformación 
conforme del recinto G en un círculo, cada punto de la espiral se 
representará por dos puntos distintos, y cada una de las circunfe- 
rencias, por un punto. Cualquier arco F’ de la espiral es un arco 
de Jordan libre; como a éste son adyacentes dos recintos g; Œ G 
y g» C G, los cuales no tienen puntos comunes, resulta que, en la 
transformación conforme, F” se transformará en dos arcos de la 
circunferencia sin puntos comunos (de acuerdo con el hecho de que 
cada punto del arco I” representa un par de elementos frontera dis- 
tintos). Obsérvese también que a dos arcos cualesquiera 1” y F” 
de la espiral les corresponden sendos pares de arcos de la circunfe- 
rencia, los cuales tendrán puntos comunes cuando, y sólo cuando, 
[” y T” tengan puntos comunes. De lo dicho se deduce que toda la 
espiral se representa en la transformación conforme por un par de 
arcos (intervalos) complementarios entre sí de la circunferencia unidad 
con extremos comunes 4 y B; además, uno de estos extremos repre- 
sentará a toda la circunferencia |z | = 1 y el otro, a toda la circun- 
feroncia |z | = 3. Como no todos los puntos de la frontera I son 
simples en este ejemplo (son simples solamente los puntos de las dos 
circunferencias) y no todos Jos elementos son de primera especio, 
la función w = f (z), así como la función z = f” (w), no serán 
continuas en los dominios correspondientes. La primera tiene puntos 
de discontinuidad en cada punto de la espiral y la segunda solamente 
Licne dos puntos de discontinuidad: A y B. 


$ 4. TEOREMA DR S. MERGUELIAN. POLINOMIOS DE FABER 
Y TEOREMA DE S. BERNSTEIN. POLINOMIOS ORTOCONALES 
SOBRE LA SUPERFICIE DE UN RECINTO 


4.1. Los primeros cuatro aparlados del presente párrafo están 
dedicados al estudio de las condiciones para la aproximación uni- 
forme de las funciones de variable compleja mediante polinomios. 
A S. Merguolián lo pertenece un resultado terminante sobre este tema. 
El ap. 4.4, ol cual puede consultar el lector directamente, dejando 
do un lado los ap. 4.1-4.3, está dedicado a su exposición. En estos 
últimos apartados se demuestran unos resultados do un carácter 
más particular, que precedían históricamente al teorema de Mer- 
guelián. En este libro se conservan estos resultados, puesto que repre- 
sentan un ejemplo de aplicación del teorema sobre los recintos de 
fronteras variables, perteneciente a R. Courant, el cual tiene un 
interés particular, 
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Teorema. Sea (Gn) una sucesión de recintos encajados sim- 
plemente conexos (Gy=i Œ Gn), convergente hacia su núcleo G: se 
supone que el recinto G está limitado por una curva cerrada de Jordan T. 
Entonces la sucesión de funciones {fn (2)), que transforman conforme- 
mente los recintos (G,,) en el círculo |w | <1 y satisfacen a las con- 
diciones fa (29) = Ô, fa (29) > 0 (zo € G), converge uniformemente en 
el dominio G hacia una función f (2), la cual transforma conformemente 
G en el mismo círculo (evidentemente, f (20) = Ô y f’ (21) => 0). 
Demostración. En virtud del teorema de Carathéodory 
(ap. 2.3), la sucesión (ff, (2)) convorge uniformemente hacia f (2) 
en el interior de G. Demostremos, por reducción a lo absurdo, que Jas 
funciones f, (z), siendo uniformemente continuas en G (G = Ch), 
son equiconlinuas en G, es decir, que para cada e > 0 existe un 


8 (e) > 0 tal que 
ln (2) —/,(4)|<e 


para cualquier par de puntos z’ y z” del recinto G, tales que 

IZ —2.1<6() (n=1, 2, ). Supongamos que esto no es 

cierto. ónlonces Lienen que existir: 2, >Q, una sucesión de núme- 

ros naturales crecientes (n,) y dos sucesiones de puntos (21), (2%), 

porlenecientes al recinto G, tales que lim {zi — zi) = 0 y, no obstante 
co 


[ny (h) Fm, (25) | > 20. 


Pasando a sucesiones parciales, se puede suponer que ex 
los límites para {z4} y {zi} (necesariamente iguales entre sí 


lim z— lim 24 = £. 
koo hon 
Vamos a exigir desde el principio que se cumpla esta condición. 
Obsérvese que el punto ¢ € Č tiene que estar situado en T. En efecto, 


si éste fuese interior a G, entonces de la convergencia uniforme de la 
sucesión {fa (2)) en un entorno de este punto se deduciría que 


| my (Eh) —Fm, (55) |< 
| fm, (24) — F (D NA (E) —4 (65) 14 (64) —Fmy (2h) |< eo 
para todos los valores suficientemente grandes de k. 


Pasando a sucesiones parciales, si esto fuese necesario, pero sin 
cambiar las notaciones admitidas anteriormente, exijamos también 


7 1234 
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que todos los puntos zh y zx (k = 1, 2, .. .) estén contenidos en un 
círculo |z — ¿| < R, donde R < | — zo |, y que sea convergento 
cada una de las sucesiones {wh = fa, (2m)) y {Wk = fu, (24). Sus 
límites w’ y w” distan uno del otro no menos que £ y están situados 
en la circunferencia unidad. En efecto, si se supone, por ejemplo, 
que fw |< 1, entonces ciorto entorno del punto w se transforma 
en un cutorno arbitrariamente pequeño del punto z' = f% (w°) €G. 
Pero, como la sucesión (f2 (1”)) es uniformemente convergente en 
un entorno del punto w’ (véase cl ap. 2,3), los puntos zi = fap (rei). 
comenzando desde cierto subíndice en adelanto, también pertenecen 
a un entorno arbitrariamente pequeño del punto z’, es decir, 
lim zk = z' Æ E, lo cual es imposible. 


Describamos una circunferencia o: |w | =r < 1 con el centro 
en el punto w = 0. Si r es suficientemente pequeño, entonces f~} (0) 
está contenido on el interior de un entorno arbitrariamente pequeño 
del punto zo. Por consiguiente, para cierto r y todos los valores de r 
suficientemente grandos, Jas curvas fa! (0) estarán situadas en el 
interior de una circunferencia s con el centro en el punto zo. Res- 
pecto de s, exijamos que ésta pertenezca al recinto G y esté situada 
fuera de la circunferencia |z — ¿| < R. 

Los puntos wh = fa, (Zap) Y Wi = fn, (any). paca valores sufi- 
cientemente grandes de k, están situados en entornos “arbitraria- 
mento pequeños de los puntos w’ y w” fuera de o. Por ello, e: 
a 3>0 tal, que la distancia entre los dos segmentos de radios 0% 
y 5; comprendidos entre o y los puntos wh y wh (fig. 19), será mayor 
que æ para todos los k > K. A los segmentos 84 y ôk on la transfor- 
mación 2 = Far (w) les corresponden en el recinto Gn, unos arcos 
de Jordan yh y y4 que no tienen puntos comunes; los puntos iniciales 
de Jos arcos yh y ya están situados en el interior de s, y los puntos 
Finales son zk y Z. 

Obsérvese ahora que existe una sucesión de números positivos 
{Pa}, Pr < R. convergente hacia cero, tal que los puntos zk y 2% 
ostán situados en el círculo | z — E | < pa y éstos pueden unirse en el 
interior del mismo círculo por un arco de Jordan Ar, contenido en 
el recinto G. En electo, como z} € G, 2 EG y lim Zh = lim 2d 


resulta: dim f (24) = lim / (zi) = wo. Pero los puntos f (24) y f Gi) 


$ 
pueden unirse en el interior del círculo unidad por un segmento 
rectilíneo pa; su preimagen f~ (ua) = An unirá los puntos Zk y 2% 
en el recinto G, y como la función f~ (w) es continua en el círculo 
cerrado | w | < 1 (véase el teorema 2, ap. 3.6; Ja frontera del recin- 
to C es una curva de Jordan), resulta que para valores suficiente- 
mente grandes de k el arco 2, estará contenido en un entorno arbi- 
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trariamente pequeño del punto £. De aquí se deduce la existencia de 
la sucesión (px) que se necesita. 

Conservemos en A, solamente el arco p, desde el último punto 
th de intersección de A, con yk hasta el primer punto ¢h de intersec- 
ción con y; (en la figura, l4 = z4 y Ẹh = 2%) y en yh y ya, los arcos ya 
y Yi dosde los últimos puntos de intersección con s hasta Li y Či, 


FIG. 


respectivamente. Entonces el arco sh de la circunferencia s y los 
arcos Yi, la, Ya formarán conjuntamente una curva cerrada de Jor- 
T 
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dan perteneciente al recinto Gn,- De aquí que la parte interior Dn 
a osta curva pertenece a Gn, Cada circunferencia |z — ¢ | = p, 
donde p, < p < R, se corta con Dr por un conjunto de arcos, entre 
los cuales al menos uno Ap, p une los puntos Zh. p € Ya Y Zh. p € Yh- 

Para convencerse de la existencia do los arcos Ay, p, unamos algún 
punto de s, con algún punto de Z, mediante un arco de Jordan t, 
perteneciente al recinto Da, a excepción de sus extremos (esto es 
posible, puesto que la frontera del recinto Da es una curva de Jordan 
y todos los puntos de una curva de Jordan son alcanzables). Como 
el punto inicial del arco T, está siluado fuera de la circunferencia 
|z — ¢ | = p y el punto final está situado en el interior de la misma, 
el arco Th se cortará con esta circunferencia; precisamente, se Cor- 
tará con sus arcos situados en el recinto Dp. Entre ellos pueden haber 
arcos cuyos extremos ambos pertenezcan a y, © n yi. Llamemos a és- 
tos, arcos con extremos homónimos. Cada uno de ellos, junto con el 
arco con los mismos extremos y situado en yh 0 en yh, respoctiva- 
mente, forma una curva cerrada de Jordan, la cual limita un su- 
breciuto del recinto Dy. Evidentemente. $ no pertenece a la clausura 
de tal subrecinto, por lo cual el arco ta no puede mantenerse en el 
mismo, pero entrando, éste tiene quo salir de él para continuar luego 
hacia su fin. Soñalemos en 1, su primero y último puntos de inter- 
sección con cada arco de la circunferencia con extremos homónimos. 
Los puntos del arco 7, que preceden directamente al primero o siguen 
dircctamento después del último, pertenecen simultáncamente n la 
Le oxterior a la circunferencia | 2 — E | =p o a su parte interior, 
Si upone que todos los arcos situados en |z — E | = p, pertene- 
cientes a Da, tienen extremos homónimos, entonces Ta, aproxi- 
mándose hacia el primer punto de intersección con esta circunferen- 
cia por fuera de la circunferencia |z — E | = p, se alejará del último 
punto de intersección con la misma, manteniéndose también fuera 


de | z — £ | = p. Pero entonces su punto final tienc que estar situado 
fuera de {z — $ | = p, lo cual es imposible. De aquí se deduce que 
en |z — ¿| = p tiene que existir al menos un arco con extremos 


vo homónimos Ay,p que se corta con el arco ty- 

Designemos con Ty la parte del arco Ta desde el último punto de 
su intersección con |z— £ |= R hasta el primer punto de inter- 
sección con |2— ¿| = pa; entre los subrecintos del recinto Da 
«ue forman la intersección del recinto D, con el anillo circular py < 
«< |z— |< R, desiguemos con Dy aquel que contiene el arco 
+, (a excepción do sus extremos). Evidentemente, los arcos Az, p 
que se cortan con el arco +, se cortan también con el arco tí y, por 
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consiguiente, pertenecen a Dy. Observando que 


Íny (2h, 1) =h, 9 €0% Y Jm, (2,0) =h, p Ebi 
obtenemos: 


io 
O<a<luk ewi l=] | ede | 1% Eroe pd, 
zhp Skp 


de donde, en virtud de la desigualdad de Buniakovski-Schwarz 
a< | li 6ocmjepras | 02m $ (7, (609) pè do. 
Ar, p Ak, p Âk, o 


Multiplicando ambos miembros de la última desigualdad por Z 
e integrando desde pa hasta R, obtendremos: 


a 
R 9 . 2 
an F< 2a | pdp AL 


Ph Akp 
2m $ Ifa, (6 +00) 12 pdp a0. 
Dy 


Pero 


S f TAn Gee) |? p do do 


De 


es el área de Ja imagen del recinto Dy en la transformación 
w= fn, (2) y, por consiguiente, no es superior a m. Resulta la 
desigualdad 


alo A <2, 
y 


lo cual es imposible, debido a que pj => para Æ&— co, De aquí 
se deduce que es justa la afirmación de la equicontinuidad de las 
funciones f, (2) en el dominio G. 


Blijamos para un e >0 arbitrario un número ô (e) > 0 de modo 
que se cumplan las desigualdades 


he-he a) y EO 
para cualquier par de puntos z' y z" del dominio Ẹ que satisfagan 
a la condición |z" — z” | < ô (e). Supongamos ahora que el domi- 
nio g < G es tal que cada punto de € dista de g no más que ô (e). 


Para construir g, hallemos un 1 (e) tal que para |w — w” | < 
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<n (lw <1, [w"|<1) se cumpla la desigualdad 
11 (0)—f" (01 <d (e), 
y tomemos por g la preimagen del círculo |w|<1—wn(e) en la 


transformación w=f (z). Si a es un punto de GN g y b=/(0), 
entonces el punto 


=r iano 


está situado en la circunferencia |w |=4— n (e) y además 
15—PI<mnf(e). Observando que œ = f~™ (B) €g. obtenemos: 
Ja — a | = | f- (b) — f~ (BL | < ô (e), o sea, la distancia desde 


el punto a hasta el conjunto g es menor que ô (e). En virtud de la 
convergencia uniforme de la sucesión (f, (z)} en el conjunto cerrado 
g, so tiene: 


OAOIL, EE n>N (e). 


Si z es cualquier punto de € y Z es un punto de g que diste 
de z menos que ò (e), entonces 


MAA Oli VO-101<F 
y, por consiguiento, 
OMS OH Oh OH a OI ()]<e 
para n > N (e), con lo cual se termina la demostración del teorema. 


4.2. Teorema. Sea G la parte interior de una curva cerrada 
de Jordan T y sea F (2) una función continua en G y analítica en el 
recinto G. Entonces para cualquier e >O se puede señalar un poli- 
nomio P (2) tal, que 


(=P ()|<e 266. 


Demostración. Transformemos conformemente el recin- 
to G en el círculo |w |< 41 mediante una función w = f (2) que 
satisfaga a las condiciones: f (zp) = 0 y f’ (20) > 0. Como la función 
z = f> (w) es continua en el círculo cerrado | w | < 1 (definiéndola 
de un modo adecuado en los puntos de la cicunferencia unidad). 
la función £* (w) = F [f> (w)] también lo es en el mismo círculo 
cerrado. Además, ésta es analítica en el círculo unidad. Sea e un 
número positivo arbitrario, entonces, como la función F* (z) es con- 
tinua unilormemente, se tiene: 


[P+ (60) —F* (re) |< si r>p (e)- 
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Por otra parle, debido a la convergencia uniforme de la serie 
de Taylor de la función /*(w) ea el interior del círculo unidad, 
resulta: 


: 
A 


para n>N (e) y OOs 2m, 
Haciendo i0 =w y DO p (e) = ax, tendremos: 


Ne 


P* (w) — Y at <z 
0 


para todos los puntos w situados cn la circunferencia unidad. 
Volviendo al recinto G mediante la transformación conforme 


z = f~ (w), obtenemos: 


Nie 


[ro- DZ ararj<y 


en todos los puntos z de la frontera I del recinto G. 
En virtud del principio del módulo máximo, esta desigualdad 
también se cumple on ol interior de G. No queda más que demostrar 
Nte) 


que la función X) a, [f (2)1* puede aproximarse en el dominio G 
y 


mediante polinomios con una exactitud arbitraria. Aquí nos basa- 
remos en el teorema del ap. 4.1 y en el teorema de Runge (t. 1, 
ap. 2.3, cap. cuarto). Ante todo, construyamos una sucesión decre- 
ciente de recintos 


(Gr): E Gr En Cn (n=1,2, 


da 


«convergente hacia G como a su núcleo. Consideremos para cual- 
quier número natural z el conjunto Gh de todos los puntos del plano 


cuyas distancias hasta Ẹ son menores que z . Evidentemente, éste 


es un conjunto abierto y conexo, es decir, es un recinto, y además, 
C T Gr. 

Entre los recintos que son complementarios a Ga, uno de ellos 
Gh, contiene al punto del infinito, y los demás son acotados; sus 
Fronteras forman una parte de la frontera del recinto Gi. Agreguemos 
a G todos los puntos de los recintos complementarios acotados 
y todos los puntos frontera del recinto Gh, a excepción de los puntos 
frontera del recinto Gh... 
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El recinto obtenido Ga Œ Gh será simplemente conexo, pu: 
frontera coincide con la frontera de Gh,» la cual es un conti 
Evidentemente, la sucesión de recintos Gi, Ga, +... Gns -+ 
face a las condiciones: 

GGG  (m=1 

Como G C Ga (n = 1, 2, 


). 

el recinto G está contenido en 
el núeleo de la sucesión (G,). Pero ningún punto z' que sea exterior 
a G puede pertenecer al núcleo indicado. En efecto, unamos z" con 
el punto co mediante un arco y situado en el exterior del recinto G- 


Si p >O es la distancia entre y y G, entonces para n >> este arco 


estará contenido en el recinto Gr, œ y, por consiguiente, no perteno- 
cerá a Gn. Por ello, el punto z’ no pertenece al núcleo de la sucesión 
{Ga}. Por lo tanto, G coincide con este núelco. Como un razona- 
miento análogo es aplicable a cualquier sucesión parcial {Gn} 
resulta que (G,) converge hacia G como hacia el núcleo. 

Designemos con w = fn (2) la función que translorma conforme- 
mente G, en un circulo y satisface a las condi: fa (20) = 0, 
fa (20) > 0. En virtud del ap. 4.1, la sucesión {fn (2)) converge uni- 
formemente hacia f (2) en el dominio Aplicando el teorema de 
Runge, construyamos para cada n un polinomio pn (2) que satisfaga 
a la condición: 


hO- mO, ze 


(aquí nos basamos en el hecho de que fn (z) es una [unción analíli 
en el recinto simplemente conexo Gn, el cual contieno a G). 
dentemente, la sucesión {Pa (2)) también converge uniformemente 
hacia f (z) en el dominio G y, por consiguiente, también la sucesión 
O) Me) 

ES] an Ipx (2)}* converge uniformemente hacia X, a, 1/(2)1'. Tome- 
k=l U 


mos v (e) de modo que para n > v (e) y todos los z € Ẹ se cumpla 
la relación 


Ne Ne) 
[2 alfe Y alen or|<4- 


NE 
Entonces, designando con P (z) el polinomio Y ar [Pvæ)(2)]" ten- 
1 


dremo: 
IE Pece 266, 


con lo cual se termina la demostración 
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Como aplicación del teorema obtenido, deduzcamos el teorema 
integral do Cauchy en Ja síguiente forma generalizada: 


Teorema integral generalizado. Sea G la 
parte interior de una curva cerrada rectificudle de Jordan L y sea F (2) 


una función continua en G y analítica en G. Entonces 
f F (2) dz =0. 
4 


Demostración. Sea e un número positivo arbitrario y sea L 
la longitud de la curva l. Según el teorema anterior, existe m» 
polinomio P (2) tal, que 


OP) |< EË 


Por lo tanto, 


¡proa 


=|f1w-P (145 |<<- 
k 

y como e es arbitrariamente pequeño, resulta: 

j F()d3=0, 


como se quería demostrar. 
Corolario. En las mismas condiciones, se verifica la fórmula 


integral de Cauchy 
Ly. . 
P= y, 266. 
r 


La demostración es igual que en el ap. 3.1, cap. tercero (t. 1). 

El teorema fundamental de este apartado es solamente un caso 
particular del siguiente teorema general: 

Teorema de M. V. Kéldish. Para que toda función 
continua en un dominio G y analítica en el interior de G. pueda apro- 
ximarse en Q mediante polinomios con una exactitud arbilraria, es 
necesario y suficiente que el complemento de G esté compuesto de un solo 
recinto Gu que contenga al punto oo *). 


Claro, a este enunciado satisfacen todos los recintos que están 
limitadós por curvas de Jordan, pero no sólo ellos. En Ja fig. 16 
está representado un recinto cuya frontera no es una curva de Jor- 


* 


M. V. K é} d i s h, Determinación do las funciones de variablo compleja 
por series de polinomios en los dominios (M. B. K eap um, Onpegeewne 
Éynsü KOMIACKCHOTO nepewenmioro PANAM NOMMHOMOB R JANKUYTAX OGAN- 
etax, Marewarmuccnmii cõopmx, T. 16 (58), erp. 249—258 ($1 
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dan y para el cual, sin embargo, se cumplen las condiciones del 
teorema. 

La necesidad de la condición del teorema es casi evidente. En 
efecto, si ésta no se cumple, entonces existe un recinto G, contiguo 


«on G y distinto de Go. Sea zp € Gi, entonces = os continua 
«n G y analítica en el interior de G. Si existe una sucesión de poli- 
momios {P, (2)) que converge uniformemente hacia ¿25 en G 
entonces ésta converge uniformemente en la frontera del recinto 
G» (la cual pertenece a la frontera del recinto G) y, por consiguiente, 
«converge uniformemente en todo el complemento de Go —el cual 


representa un conjunto abierto que contiene a G y Gy— hacia una 
función localmente analítica 0 (z). Como esta función coincide con 
i 


en los puntos del recinto G, ella tiene que coincidir también 


con esta última función en los puntos del recinto Gy, lo cual, 
embargo, contradice a la analiticidad de W (z). La demostri 
«lo que la condición del teorema es suficiente se basa en un teorema 
ado M. A. Lavréntiev, cuyo enunciado se expone en el siguiente 
apartado 

4.3. Soa F una curva cerrada de Jordan y sea ọ (2) una función 
«continua, definida en F. Transformemos conformemente el interior 
«de T en el interior del círculo unidad mediante una [unción w = f (2). 
«Como z =f7 (w) es una [unción continua para |w | < 41, 9 (2) se 
transforma en la función q* (w) =p 1/7 (0), la cual es uniforme 
y continua en la circunferencia unidad. Escribamos y* (w) en la forma 

«e (w) = po (e18) = Y (0) + ix (0), 
donde ip (0) y y (0) son funciones continuas de O de período 2x que 
toman valores reales. Según el conocido teorema *) del análi: 
para cualquier e > 0 se pueden indicar unos polinomios trigono- 
éti 


métricos t (0) y o (0) tales, que para Lodos los valores de O se cumplen 
las dosigualdados: 


OOE y 1240) =0(0)1<F + 


Introduciendo, en caso de necesidad. coeficientes nulos, se pueden 
escribir 1 (0) y 0(0) en forma de polinomios de un mismo grado: 
N 


£ 


N 
T (0) =a!) X (a, cos nO -bn sen n0) = Y anett, 
T 


x F 
o (0) =- 2 (€n eos n9 + d, sen 10) — Y, Puelo, 


*) Esto mismo teorema se demostrará más adelante (ap. 1.5, cap. sexto) de 
vtro mudo, que nu depende de los resultados de este capítulo. 
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Sustituyendo e*% por w, obtenemos: 
x 
qe (w) — Jy vaw" 
S 


© bjen, volviendo al plano z mediante la transformación w= f (2), 
resul La: 


Dr (6) + żx (0) — Ir (8) + ŝo (0))1= <7 


N 
cOn <r, zer. 
-N 
Según el teorema del ap. 4.2, f (z) se puede sustituir en T por un 
polinomio P (2) con una exactitud arbitraria, Como | f (2) | = 4 = 0 
en T, se puede utilizar un polinomio que no se anule on I; resulta 
una función racional R ()=2 15 [2 (2)1” que no tiene polos en T 


y satisface a la desigualdad 
IORI zer 


Evidentemente, se puede indicar un recinto biconexo (de forma 
de anillo) D que contenga a F y no contenga ningún polo de la fun- 
ción R (2). Si Zọ es un punto cualquiera del interior a I, podemos 
exigir también que Zo esté contenido en el recinto limitado por el 
contorno interior del recinto D. Por ello, según el teorema del ap. 2.3, 
cap. cuarto (t. I), R (2) puede aproximarse con una exactitud hasta 
de 5 por otra función racional 7 (z), cuyos polos scan zo y co; esta 
función tiene la forma 


y 
T6) = X Ar (a). 
Resulta: 
letre, zgr. 
Queda demostrado el siguiente teorema: 


Teorema 1. Si q (2) es una función conlinua en una curva 
cerrada de Jordan I y zo es un punto interior a T, entonces para cual- 
quier e >0 se puede construir una función racional T (z)= 

y 
= Y An (z —20)”, que en todos los puntos de la curva Y satisfaga a la 

S 
relación 

lp()—7()|<es. 

Para cualquier arco y c I, cuyo punto inicial no coincida con 

el final, en virtud del teorema de Runge, se puede construir un poli- 
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“e 
nomio $ (z) => B,2” tal, que en todos los puntos del arco y se 
T 


cumpla la desigualdad 
[7 ()S (5) |<e. 


Resulta Ja siguiente proposición: 

Teorema 2. Si q (2) es una función continua en una curva 
cerrada de Jordan Y, entonces para cualquier arco y E I, cuyo punto 
inicial no coincida con el final, y para cualquier e >Ù, se puede cons- 

. 


truir un polinomio S (3) = 2 By2" que satisfaga en todos los puntos 


del arco y a la relación 
le-s ole 


En osta proposición es esencial que y no es una curva cerrada. 
Precisando, la función «p (2), siendo continua en la curva cerrada de 
Jordan T, tiene que satisfacer también a unas condiciones necesa- 
rios para que sela pueda aproximar con la exactitud deseada median- 
te polinomios. Señalemos tales condiciones cn el caso en que l 
sea una curva cerrada rectificable de Jordan. 

Supongamos que q (z) es una función continua en T y que 

g (2) =limS, (2), 


donde {Sn (2)) es una sucesión de polinomios uniformemente con- 
vergente en IÙ. Entonces, evidentemente, tendremos: 


$ q (e) dz= limÚ Sn (2) dz 0. 
naat, 
r i 
Esta es una condición necesaria, Pero siempre se pueden deducir 
también otras; fijando nn número naturel arbitrario m, obtenemos: 


4 (9z = lim Sa E)“ 


de donde 
j paz d=0 (m--1,2...). 


Una función continua arbitraria no satisface n todas estas con- 
diciones. 

El teorema 2 de este apartado generaliza el conocido Leorema de 
Weierstrass y, a su vez, representa solamente un caso muy especial 
del siguiente teorema general: 

Teorema de M.A.Lavróntiov. Para que toda fun- 


ción q (2), continua en un continuo K, pueda aproximarse en K median- 
te polinomios con una ezaclitud arbitrarin, es necesario y suficiente 
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que este continuo esté acotado, carezca de puntos interiores (es decir, sea 
un continuo lineal) y que su complemento sea conezo (es decir, que el 
continuo no divida el plano en unos cuantos recintos distintos) *). 


Un arco no cerrado de Jordan y representa el ejemplo más sen- 
cillo de continuo que satisface a las condiciones del teorema. La 
necesidad de estas condiciones es casi evidente. En efecto, si K 
posee puntos interiores, enlonces el límite de una sucesión de poli- 
nomios uniformemente convergente en K, tiene que ser una función 
analítica en un entorno de cada uno de ellos; por consiguiente, una 


función continua que no sea analítica en ningún punto (por ejemplo, 
4p (2) =Z) no puede scr aproximada mediante polinomios en K 
con una exactitud arbitraria. Supongamos abora que ol continuo 
acotado X carece de puntos interiores, pero divide al plano. Esto 
significa quo entre los recintos contiguos con K existe al menos un 
1 


recinto acotado g. Evidentemente, p (2) = donde Zo € g, 


os wna función continua en K. Si existe una sucesión de polinomios 
1 


«que converge uniformemente en K hacia 


, entonces osta 


220 
sucesión es uniformemente convergente en la frontera del recinto g 
{perteneciente a K) y, por consiguiente, es uniformemente conver- 


gente en el dominio g. Por esta razón, el límite de la sucesión os una 


función q (2), que continua en g, analítica en cl interior de g 


y coincide con en la frontera dol recinto g. De aquí que 


o 
tiene un polo simple en el punto z =z €g y se 


anula en la frontera del recinto g. Por consiguiente, 
4 


xe) 


22) [v()- 7] =e 


«s una función continua en g, analítica en el interior de g, la cual 
se anula en la frontera del recinto g. En virtud del principio del 
módulo máximo, tendremos que tener: y (z) =0, lo cual es impo- 
sible, puesto que y (20) = —1. 

De la contradicción obtenida se deduce que las condiciones del 
teorema de M. A. Lavréntiev son, verdaderamente, necesarias. 

4.4. S. N. Merguelián demostró en el año 1951 el teorema más 
gencral sobre la aproximación uniforme de las funciones de variable 


# M. Lavróntiev. En relación a la teoría de los transformaciones 
conformes (M. «Tanpentres, K reopum_ kompopmiuax oroôpansemni. 
"pyas fito maremarmuceroro muermryra M3. B. A. Crekaona. OTACI MaTe- 
anmeernü, V. Hanie AH CCCP, Hormmrpar, 1934 T., erp. 159—245). 
Las páginas 218—245 istán dedicadas al teorema enunciado aquí. 
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compleja mediante polinomios, que contiene los resultados de 
M. A. Lavréntiev y M. V. Kéldish como casos particulares, 

Teorema de S. N. Merguelián. Sea E un conjunto 
cerrado y acotado, cuyo complemento G respecto del plano complejo sea. 
conexo, y sea f (2) una función continua en E y localmente analítica 
en el conjunto O de todos los puntos interiores de E. Entonces, para 
cualquier € > 0 existe un polinomio P (2) tal, que en todos los puntos 
de E se verifica la desigualdad: 


-POLS e 
Es obvio, que si el conjunto O cs vacío y Æ es conexo, rosulta el 
teorema de Lavréntiov. y si O es conexo (O es un rocinto) y E coin- 


cide con O, resulta el teorema de Kéldish. 
Demostremos primero tres lemas * 


Lema 4. Supongamos que un recinto d, limitado por una curva 
de Jordan y, está contenido en el círculo |z |< 48 y su diámetro es 
mayor que 6 (0<8<1). Designemos con z = A (w) = aw +- b — 
+ aw + asw + ... una función que transforme conformemente 
el recinto | w 1 > 46 en la parte exlerior a y, de modo que A (00) = 00, 


y sea w == y (2) la función inversa. Entonces se cumplen las siguientes 
relaciones: 

a) |z |< | p (2) | en el exterior de y; 

Di <lal 


c) |b |< 88 3 
AS? a 
bl Si la l> 106 
aquí A es una constante absoluta. 
Demostración. Obsérvese quo 29 — a + Mi, 


es una función analítica en el recinto |w | > 46, y regular en el 
punto w = œ, donde su valor es igual a a. Además, es continua en 
la circunferencia |w | = 46 (teorema 2, ap. 3.6) y toma en ésta 
valores que son on valor absol! menores que 1 (A (w) E y, si | w 
== 46). Aplicando a ella el principio del módulo máximo, obtenemos: 


Awl <y, si 4< lwl, o sem, |z] <Ip() 1 en ol este- 
rior de y; además, | a | < 1. 


*) Además del artículo de S. N- Merguelián «Aproximaciones uni- 
formes de las funciones de variable compleja » (C. epreasoa, «Pago 
mepo  upuÓmacmns Gymaucí komnaeresoro — mepestermoro»,  «Venext 
Marematmacerux mayxa, T- VIL, pem. 2(48), 1952, ra. F, erp. 32—55), utiliza- 
mos la exposición contenida en el libro de J. L. Walsh «Interpolation 
LES AS by rational funetions in the complex domain», Amer. Math. 
Soc., 1960. 
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Para hallar una cola inferior de |a |, observemos que d tiene 
que contener un par de puntos z; y za tal, que | 2,—z2 | =8. Median- 
te una traslación y una rotación del plano z se puede Ilovar uno 
de ellos al punto z = Ọ y el otro al punto z = 8, Claro, con eslo 
pueden alterarse los coeficientes de z = À (w), pero el módulo del 
cocficiente a se conserva. Apliquemos ahora la transformación 


auxiliar: £ = É, Como resultado de esto, y se transformará on 


una curva de Jordan T y el exterior de y en la parte interior A de la 
curva T; además, el punto £ = 4a, que es la imagen del punto z 


no pertenocorá a Á. Efectuemos también la transformación s= 


<4 
entonces el recinto | w | >48 so translormará en el círculo unidad: 


[s|<t 
Como la función 


transforma conformemente el círculo unidad en la parte interior 
a la curva P, según el teorema 3, ap 2.4 del presente capítulo, Liene 


que ser 4 | a } >+, o sea |a >m Así, pues, quedan demostra- 


das las relaciones a) y b). Para demostrar e), obsérvese que para la 
función 


2(w)—aw=b4awi+..., 
siendo regular en el punto w=o00, se cumple la desigualdad 
2 (0) —a0|<|2(u)]4+Ju|<8s si Jw|=48. 
En virtud dol principio del módulo máximo, se tiene; 
[2 (0) —aw|<86 si |w|>46. 


Aplicando las desigualdades de Cauchy para los coeficientes de 
una serie de potencias (con este fin se puede sustituir wt por De 
obtenemos: 


[5] <85 
(es decir, la relación c)) y luego: 
[an| < 88-478" (n=1,2, ...). 
De aquí que 


[A (0) —aw—b |< 


e 

eb 45n 6482 3 

ToT Dr Jef si lw|>80. 
£ 
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MHacicudo aquí z= 2 (w), w= p (z) y observando que, según Jo demos- 
trado, |z|<!w(2) |, resulta: 
|z—a (o) 0] < 
y, por consiguiente: 
1 1 Lz—ay ()—b1 


a ao (El) 


donde A es una constante absoluta, 


6452 
lap * 


AS? z 
<f si 121>300, 


Loma 2, Sea Rs un subconjunto de puntos de E, cuyas distancias 
hasta G (o sea, hasta Y = E N 0) no sean superiores a 6. Para cada 
punto de to € Ry existe un entorno Uo: | E — Lo |< pa y un poli- 
nomio Jo (2) tales que 

e B p 
a) [he9 bile ZEH 
e 
y ]ua-0-¿ |< + lito 
[z—E|> 109, zE. 


Demostración. Sin restringir generalidad, hagamos bo = 
=- @. Construyamos el círculo K: |z |<< 48; su intersección con el 


FIG. 20. 


complemento de E, o sea, con el recinto G, es un conjunto no vacío. 
Sea z, uno de sus puntos, tal que |z, | = 26. Designemos con g 
aquella de las componentes conexas K N G que contiene a z,; enton- 
ces en el recinto g existe un punto ze tal, que | 22 | = 38. Unamos 
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Zı y 22 por el interior de g mediante un arco de Jordan 1 y sea y una 
curva cerrada de Jordan, perteneciente a g y que conlenga en su 
interior a 1 (fig. 20). Aplicaremos el lema 1'a su parto interior d. 

Designemos con 2p, la distancia entre E y d (o sea, entre E y y- 
Entonces el conjunto Æo de todos los puntos del plano cuyas dis- 
tancias hasta Æ no son superiores a po, será un conjunto acotado 
y cerrado que contiene a E y está situado en la parte exterior a la 
curva y. En virtud de la definición, cualquier traslación del con- 
junto E en el vector c, |c | < po, no nos sacará de los limites del 
conjunto Eo. 

Como w = y (2) transforma la parte exterior a y en el recinto 
|w15>48 y Ja | >. en los puntos de Es se verifica la dosi- 
gualdad F M 

4 api d Ñ 
laa |<uin(£, > (4.4:1) 


A la función su siondo analítica en el conjunto acotado y cerrado 


Es, so la puede aproximar, según el corolario conocido del teorema 
de Runge (t. T, cap. cuarto, ap. 2.3), mediante un polinomio con 
una precisión arbitraria. Sea Qe (z) un polinomio tal, que en todos 
los puntos de ¿o so cumpla la desigualdad 


[o] <a (E 5) aaa 


donde A es la constante de la relación d) del lema 4. Entonces, 
en virtud de d) y de las desigualdades (4.4:1), (4.4:2), tendremos: 


r 8 3 "i Q 
1002) mio (E, į > h (4.4:3) 
16: p. 
|<. 2€ Es y |e[>108.  (4.4:4) 
Empleemos ahora la identidad 
Es A 
ed (145 


Como |b|<88 (relación c) del lema 1). para |2|>108 se tiene: 


na 482 
elt 
Ln virtud de (4.4:3) y (4.4:4), para z€ Eo y |2|> 4108: 
2 1 
ota" | <8 (Hoo) raeo. 


giis 
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Por ello, para s€ Ey y || >108 (en virtud de (4.4:5)): 
1 e £ 

[E 400() 010,91) |<] 00(0)|+ 


b 2 da ce 
leor || E |< ap 
Hagamos, finalmente, Yo (2) = b [Qo (2)? —Qo (2), entonces 
OS 


[ottir > 2€Es y ja] >10, 


o bien, recordando que el punto Zo desempeñaba el papel del origen 
de coordenadas, sustituyendo z por z—% y limitando los valores 
de £ por el entorno Up, resulta: 


Mot—D1< Ze, 2€E, [Lo] < po (4.426) 
ma) |< fp 26%, 1221>108, 
NS (4.4:7) 


El lema 2 queda demostrado. 

Lema 3, Supongamos que la función f (z), satisfaciendo a las 
condiciones de Merguelián, se ha prolongado como una función continua 
a todo el plano complejo. Sea |z] < Ro (Ro > 1) un círculo con- 
tenido en E, y sea w (8) el módulo de continuidad de f (2) en este cir- 
culo *). 


Hagamos: 
r 3 K 
T a e 0<r<b, 
( 0 s r>ð; 
ma |f 10 Ko (lis dida =bn z= iy 
IRTE Ne 


Entonces se cumplen las relaciones: 


+) Se lama módulo do continuidad o ($) de una función f (z) en un conj- 


to F É i 
m(8)= su 2) — f (2°) |. 
y Ur ames ARTE `i 
Evidentemente, o (8) 0 para 8—0 cuando, y sólo cuando f (2) es unifor- 
memento continua en F 
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a) Os (2)= f (z) en lodos los puntos de Os=EN Kg, o sea, en 
todos los puntos de E que distan de G más que 


») [Do ()—f()|<0, ZEE; 
o 20 [< zp, 


Demostración. En virtud de la definición de K(r), en 
cada punto € 04. se tiene: 


21 ð 
Mr (2)= j j (1—5) 1 eHre) r drda, donde ¿=ret0, 


Escribamos esta fórmula en la forma: 
ES 


wao- | [ j 1E re) do) (r) dr 


Debido a la analiticidad local de f(z) en Qs, se tiene: 
2x 
j 


(propiedad de la media aritmética). Por esta razón 


$ (2 I- rei0) dd = 2af (2) 


De (2) = f (3). (4.4:8) 
Apliquemos Ja fórmula (4.4:8), en particular, al caso 
19=1 
resulta: 
f K (|ġ—z|)dġdņ= 1. (6.49) 
16120 


De aquí que 


10—=o21=| ff rO- 0K (=D ddr] 
Mia 


Ro 
<o) [| KUt—zdd=ot) (64:10) 
16) 2Ro 
De (4.4:9) se deduce ahora que 
GS reclialazdn= fÈ Ki(l5—=1)didp=0 
16 1<"2Hto 1 F<2Ro 
> 
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y,'por consiguiente: 


O it) > 
+ SS, JOVE -ddn 
=4 SÍ O-O AN—a1) +48 (1621148 an- 
Por lo Pi 


ID (2) 
dz 


<4 SÍ OOU t-D1+ 
1t |<. 2Ro 
me 


Kepa <* | $ UA) 1+1K5 (0 | rar dd= 


2a ô 
3% (ð) 6w 2 
=5 | $ (1cos0|+|s0n0]) rdr do 2 < 22, (4.4:14) 
VERG 


El lema 3 queda demostrado. 

Voamos ahora la demostración del teorema de Merguelián. 
i El primer paso para la demostración consiste en prolongar 16 
conservando la continuidad en todo el plano*) y en aproximarla 
mediante las funciones D (2) del lema 3. 

La ventaja que tione Ds (z) ante f (z) consiste en que ella es una 
función con derivadas parciales continuas de primer orden, cuya 
derivada formal se acota según la fórmula (4.4:11). Además De (2) 
a e con j (z) en el conjunto Os, donde f (z) es localmente anali- 
tica. Por lo tanto, el problema queda reducido a la aproximación 
de la función Ds (2) mediante polinomios. El siguiente paso va a con- 
sistir on representar Da (z) por la fórmula que genoraliza la fórmula 
integral de Cauchy al caso de funciones no analíticas (t. 1, cap. ter- 
cero, ap. 3.5). Recordemos que esta fórmula se dedujo para un recin- 
do A limitado por un número finito de curvas de Jordan lisas a tro- 
zos (curvas elementales) T (el contorno exterior), Ys, - +.» Ya (los 
contornos interiores), y para una función F (z) que sea continua 


y tenga derivadas parciales continuas de primer orden en A. Esta 


4) Véase, por ejemplo, P. S- Alexáudrov, Introducción a la teoría 
general de Jos conjuntos y de las funciones (TI. C. Anexcanxpon, Bue- 
henne 8 oóÍmyio Teopmo waoxecrs m bynxyni, M.—<L., 1948, crp. 284—287). 
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tiene la forma: 1 
Fl)= 2 


Zr 


(4.4:42) 


Es obvio que esta fórmula reduce el problema de la aproximación 
de F (2) mediante polinomios al problema correspondiente para el 


núcleo de Cauchy: 727. Precisamente aquí emplearemos cl lema 2, 


Pero primero se debe construir de un modo racional el recinto A, 
Obsérvese que para la validez do la fórmula (4.4:12) no es esencial 
la conexión de A. La fórmula sigue siendo válida también cuando A 
representa la unión de unos cuantos recintos sin puntos comunes 
dos a dos. 

Para obtener el conjunto abierto, al cual aplicaremos la fórmula 
(4.4:12), examinemos el lema 2. En este último, para cada punto 
Lo € Ry = EN Os se había construido un entorno Ue: |E— Eol < 
< Po, que figura en la tesis del lema. Elijamos un sistema finito 
de tales entornos Uy: |2—24|<Pj j=1, 2, ..., m, que cubran 
todo el conjunto Æ N Os, y Viman el conjunto cerrado 
EUU, U... U Um Evidontemente, éste es la clausura do cierto 
conjunto abierto Ds que contiene a £; su frontera La está formada 
por un número finito de arcos de circunferencias. A] conjunto Da 
y a la función Da (z) aplicaremos la fórmula (4.4:12). Pero Ja suma 
de todas las integrales de tipo Cauchy que figuran en el sogundo 
miembro de la fórmula la escribiremos convencionalmente en lorma 
de una integral, extendida a Lg. Obtendremos: 


A (O i O 

at Ln 
4 Py 

Obsérvese ahora que en los puntos de Os la función Ds (E) = / ($) 

es analítica y, por consiguiente, en estos puntos se anula lo 

derivada formal 228%. (t. 1, cap. 2, ap. 1.3). Por esta razón, 


(Ds (1) di 1 ID (E 1 
wasa) sur iff 2 ddn. 
6 DANO, 


{= 


3. ; 1 de 
La suma de las integrales de tipo Cauchy £, (2) = Pri f nes 
Le 
es una función localmente analítica en el conjunto cerrado y acotado 
E, cuyo complemento es conexo. Por consiguiente, existe un poli- 


148 CAP. Y. TRANSFORMACIONES CONFORMES 


nomio P; (2) tal que 


L)—P(2)|<0(8), ZEE. (4.4:13) 
Para la aproximación de la integral 
h=- $ 


Dg NOg 
mediante un polinomio; apliquemos el lema 2. Según la construc- 
m 
ción, el conjunto Ds N Os está contenido en U Uj. Según el le- 
LA 


j 
ma 2, a cada entorno Uy: |E— Ey | <p, le corresponde su poli- 
nomio II; (2) que satisface a las condiciones a) y b) de este lema. 
Evidontemente, para un punto ¿€ Da N Os, perteneciente a unos 
cuantos entornos Uj, +. -, Us,, en las relaciones a) y b) se puede 
utilizar cualquiera de los polinomios II, (2), - ++, 1, (2). Para 
que la elección sua unívoca, a tal punto pondremos en correspon- 
dencia el polinomio de menor subíndice j (E), el cual designaremos 
con la notación Il; (z). Así, pues, 
CA N 
mE =le (0) y ked D Mo -97= 3 02. 
10 n=0 
Los coeficientes Cn (£) son funciones continuas a trozos (0 incluso 
analíticas a trozos) en DaN Os. 
Definamos el polinomio 


maa= i | A at) d dn 
DN > 
En virtud de la relación c) del lema 3, en el conjunto Æ se tiene 


nr) 14 ff [M6-9— 
DINO 
a4 “0 4 
sa Ò 
Dy 


En la parte M, del conjunto Ds N Os. perteneciente al círculo 
K:|t—2|<105, untilizamos para U (2—0) = Mjg (2—2) la acota- 
ción a) del lema 2. Obtenemos: 


15 [Jme—o- 5 |e< 
$ 


E 
ES 


< 420 [E (108) -+ 20-100] = Bo (0). 


E 
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En la parto Me del conjunto Ds Os, situada fuera dol círculo A, 
utilizamos la acotación b) del mismo lema. Resulta: 


EN pi 55 | 6-9 z [zan< E 508) Js Er didy< 


a 
de 
€ 2x2Ro 1 
<E f $ É dr d0 < Co (8). 
6 wo 
Así, pues, en el conjinto L: 
$ [12 (2) — Pa (2) |< (B+C) © (8). (44:14) 


Haciendo P, (2) | Pa(2) =P (2) y confrontando las relaciones 
(4.4:10), (4.4:13) y (4.4:14), obtenomos: 


I@— PWLL (B: lC Ao) Að) 2€E, (4.4:15) 


donde Ay es una constante absoluta. No queda más que elegir ô tan 
pequeño para que Ayo (6) se haga menor que el número e dado. 

4.5. Sea K un continuo acotado que contenga más de un punto, 
y Soa Ge aquel recinto, entro los contiguos con él, que contiene al 
punto z = co. Este es un recinto simplemente conexo del plano am- 
pliado cuya frontera I es una parte del continuo K. Transformemos 
conformemente Gw en la parte exterior de un círculo con el centro 
en el punto w = O mediante una función w = 0 (2). Jixigiremos que 
se cumplan las dos condicionos siguientes: 

D(o0)=00 y lim 20 4, 

1. 


las cuales determinan a Œ (z) de un modo unívoco. 
Las condiciones señaladas verdaderamente pueden ser satisfechas. 
Con este fin, efectuemos primero la transformación del recinto Gu 
1 P 
=r: ¿20€ K, sogún la 


cua) el punto oo irá al origen de coordenadas; hagamos luego la trans- 
formación w, = p (z;) del recinto G, en un círculo con el centro 
en el origen de coordenadas, de modo que sea q (0) =0 y y” (0) =1, 


a E > 
es decir, lim --1, y, finalmente, hagamos la transformación 
210 41 


1 P : A 4 5 
w= g> Según la cual la parte interior del círculo se transformará 


en la parte exlorior de cierto círculo: |w | >> p> 0. Fácilmente 
se observa que la transformación resultante 


en un recinto G, mediante la función z; = 
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satisface a las condiciones impuestas. En efecto, 
Da 


= lim —5L 
ao PT 


Do aquí se deduce que, en un entorno del punto del infinito, la 
función D (z) admite el siguiento desarrollo de Laurent: 


A tin.. 


y la función [D(z)]” (n os un número entero no negativo) un 
dosarrollo de la forma: 


(DN =z" ai 
Los polinomios 
Dar (2) = Mata, 


1(9)=0 y lim 2E 


am 
g kap hhn. 5 


que representan el conjunto de los términos con potencias no nega- 
tivas de z on los desarrollos de Laurent de las funcionas [® (21, 
so llaman polinomios de Faber, engondrados por ol 
continuo K (abreviadamente, polinomios de Faber para K). Evi 
dentemente, 


(2) <1, O, (2) =2--4%o, e (2) 
Ejemplos: 
a K es un círculo |z — zo | < ro. En este caso w = tD (2) = 
= 2 — Za, y, por consiguiente, D, (2) = (2 — Zo)". 
h K es la parto interior corrada de una lemniscata de le focos: 
[2 -H Arz" tH o A Ao |< poe 


Como fácilmente puede convencerse el lector, aquí 


21 Lage | a, oo 


D (e) =z2 (ot Ma, 


(para la función multiforme (1-- 2 se toma la 


rama que es igual a 1 en el punto z=>00). Por lo tanto, 
O O ÓN 
y. por consiguiente, 
Dmr (2) = (+ Ap. + Ap)". 


Eu particular, para la Jemniscala de dos focos |22—1|<,1, 
se tiene; 


1 
0) (rai. 
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Aquí 
0,()—1, 0,()==, 0,()=2*1, Oh) = 


09=2=2841,09=— ¿24 Ez... 


3) K es el segmento del eje real: —1<z2< -+ 1. Aquí w = 
=4 ()=+ (a VE 


) transforma K en cl recinto |w | > 


(se toma la rama de V 7—1 que satisface a la condición 
para z—> 00). Evidentemente, el desarrollo de Laurent de la fun- 
ción FI (1 =+—VF=1) en un entorno del punto z=- o 
no contiene potencias no negativas de z. Por ello, los conjuntos. 
de potencias no negativas de z en los desarrollos de 


Wr y (Er O 
[a V30P+ [50-120 


son iguales. Pero la última función es un polinomio de grado n, 

de donde 

Wat) 164 VB EE] (a 0,1,2, 2), 
Haciendo aquí 3 cost, obtenemos: 


Dn (cos 1) = -gr [cos £ y Esen 4)" l- (cos ¿— i sen 0)" 


tosni. 


Por lo tanto, 


OEE 

Vemos, pues, que cuando X es el segmento [—t, + 1], dos poli- 
nomios de Faber coinciden con los polinomios clásicos 
do Chébishev de separación mínima del cero en este seg- 
mento. 

Volvamos a examinar el caso general. Si | £ | = 4 es una cir- 
cunferencia cualquiera, dentro de la cual está situado K, entonces 
para cualquier punto z, |z | < R, se tiene: 


1 $ 10 (01. E 


cos (n Are cos z) = T, (2). 


2ai 
Iki=R 


Je (451) 


En efecto, la función que figura bajo el signo integral es anali- 
tica para | £ | > R y posee en el punto del infinito un cero de orde 


12 CAP. V. TRANSFORMACIONES CONFORMES 


no inferior al segundo (puesto que 1 (£)1" — O, (E) posee en el 
punto del infinito un cero de orden no inferior al primero). Por esto, 
el residuo de la [unción respecto del punto del infinito es igual a cero 
y la integral también es igual a cero. 

De la fórmula (4.5:1) se deduce que 


oa | g5 (4.5:2) 
[ik 


Aquí se puede sustituir la circunferencia | 8 | = por cual- 
«quier curva cerrada reclificable y que esté situada en el rocinto 
Go y que contenga en su inlerior al punto z. Tomemos por y una 
imagen circular cualquiera Cp, o sea, la preimagen de la 
circunterencia |w | = R >> p en la transformación w = 0 (2). Ten- 
diremos: 


ad (POR f Eae > 
a | yete 653) 
én \wj=R 
donde Y (w) =D (w) y z es cualquier punto del interior de Cp 
(en particular, cualquier punto del continuo K). De las fórmulas 
obtenidas se deduce que los polinomios de Faber D, (z) son los 
coeficientes do w-"-1 en el desarrollo de Laurent de la función 
y 
7 (0; 2) = TE 
en un entorno del punto del infinito (2 está fijado). Como 
z 


z= Y (w) tiene un polo simple en œo y lim FU -lim O) =1, 
par par 
so tiene: iää id 
A A A 


de donde se deduce que la función y (w, 2) (considerada como fun- 
ción de w) posee un cero simple en el punto del infinito. Así, pues, 
para |w | > oblenomos un desarrollo uniformemente conver- 
gente: 


Y (w) 
Y) —z 


Vemos que qe es la función engendradora 


«le los polinomios de Faber. 

Designemos con Ær el conjunto de los puntos del recinto Co 
«ue pertenecen a la parte exterior cerrada de la imagen circular 
Ca, y sea r un número que satisfaga a la desigualdad p <r < R’. 
Para cualquier punto z € Ej (z œ) y para un /? suficientemente 
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grando, de la fórmula (4.5:3), tendremos: 


masaa | LEE 2 tra | LEA 15 


R Cr 


Para la integral -= zi de obtenemos la cota 
PA 
i< as za 


E 


donde L, es la longitud de C, y Ó, no, es la distancia entre Cp 
y Cw. Por lo tanto, 

Le han R) 
donde |On (2; r, R')|< 1, y 


Da (2) =10 (2) + bo Onir RY) E Bye. (4.5:6) 


Eligiendo N (r, R') de modo que para lodos los valores (do 
n>N (r, R’) se cumpla Ja desigualdad 


La ya 
Tye CF 


y observando que |© (2)|> R’ en el conjunto Er, obtenemos 
3 n 
HODIA (DSZ. EEr (457) 
de donde 
lim VPET =o (4.5:8) 
para cualquier 2€ Go y uniformemente cn el interior del recinto 
GaN oo. 


4.6. En este apartado estudiaremos las series de polinomios de 
Faber: 


PD, (2). (4.6:1) 
Obsérvese, ante todo, que si 


on (4.6:2) 


eulonces la serie (4.6:1) es absoluta y uniformemente convergente en 
el interior del recinto limitado por la curva Crs, y es divergente on 
el oxterior de la curva Cry. En efecto, sea p < A < Ro; entonces, 
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en virtud de la segunda de las desigualdades (4.5:7), tendremos 
en Cge: 


[0,()1<h0)P=2R" para n>N (2) 
( se puede tomar igual a e+) + Poc otra parte, para cual- 
quier e, 0< £< Ra— R’, obtenemos: 


Vila] <—< E 
wS 


para n>N’. Por lo tanto, para n>v.=max(NW, N”) tendremos 
en Cp (y, por consiguiente, también on el interior de Cp»): 


2110 (1<h( Y, 
a, || Heal) 


de donde se deduce la convergencia absoluta y uniforme de la sorie 
(4.51). 

Si z está situado en el exterior a la curva Cr, entonces | O (2) | 
> Re y, por consiguiente (debido a Jas fórmulas (4.5:8) y (4.6: 
tendremos: 


PEE T 
Tm Vaol 21 >. 
o sca, la serie es divergente. 

De la proposición demostrada se deduce que Ja suma do la serie 
(á. representa una función analítica en el intesior do Cy, (con la 
condición (4.6:2)). Demostremos que es cierta la proposición inversa: 
toda función f (z) que sea analítica en el interior de Cro (Ro => pY 
puede expresarse en este recinto en lorma 3e una serie de la forma 
4 


` En efecto, para cualquier R, p < R < Ro, se tiene: 
10-55 KA f ALNE 66), hy 


Z Jri Tz 2ni Fw) 

n hot 
(2 está situado en el interior de Ca). Sustituyendo pr por 
su desarrollo (4.5:4), el cual es uniformemente convergente res- 
pecto de w en la circunferencia |w|= R, obtenemos; 


1093 ao, (a). (4.6:4') 
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donde 
A > y dw A (2) O” (2) de 46:3 
"=z J! (NS =m j wo (463) 
| ==, R 


+ hallamos: 


JTaciendo la notación Mg = 10851430) 
R 


aet (6.6:4) 

de donde 

yzi 

lim Y |a.| $ + 

n= YI a 
y como R es cualquier número menor que Re, resulta: 

Tm Va l<f. 

nao Ro 


Por esta razón, la scrie (4.6:1”) es absoluta y uniformemente con- 
vergente en el interior del recinto limitado por la curva Cra. 
emostremos que los desarrollos en serie de polinomios de Faber 
poscen la propiedad de unicidad (o identidad). En efecto, suponga- 
mos que las sumas de dos series de la forma (4.6:1) coinciden en el 
interior de Cro, o > p. Entonces, formando la diferencia de estas 
series, obtenemos: 


A 
0, ()=0, Tm yas (4.0:5) 
` 


Pero, para cualquier R’, p< R’ < Ro, para rat y z per- 
tencciente a Æg, tendremos en virtud de la fórmula (4.5:6): 


Lp 
lPa (O I 
y, debido a la condición impuesta sobre an: 
Lor? 
DAA <A 


para n>N’. De aquí se deduce que la serie 


Saro.) i 


es uniformemente convergente en el conjunto Ew y, por consiguien- 
te, representa una función analítica. Esta se anula en el punto 
del infinito, puesto que en este punto se anulan todos los términos 
de la serie. lifectuando la transformación w = ® (z), hallaremos 
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que la función 

Šeron (01) =9 (0) (6.50) 
es analítica para |wW|>R (y, por consiguiente, también para 
|v0|>p) y se anula en el punto del infinito. Pero Žao, F w) = 


=4) para p< |w|< Ro. o sea, 


pije ï E A u6: 


Observando que Ja última serio es convergente para |w |< Re 
(en virtud de (4.0:5)), sacamos la conclusión de que la función, 
definida mediante la serie (4.6:6) para | w | >p y mediante la serie 
(4.6:7) para |w |<< Ro, es uniforme y analítica en todo el plano 
y se anula en cl punto z = œ. De aquí se deduce que q (w) = 0, 
y, por consiguiente, en virtud del desarrollo (4.6:7), se tiene: an = 0, 
n=0,1,2,..., que es lo que se quería demostrar. 

En ol caso particular en que K es un círculo |z — zo | < 7m 
los polinomios de Faber tienen la forma O, (2) (2 — zp)" y las 
imágenes circulares C, son las circunferen r. En este caso 
las serios de polinomios de Faber se convierten en las sories de Taylor: 


Y a, (a — 20)". Cuando K es el segmento del eje real — 1 < z & 1, 

5; 

los polinomios de Faber coinciden con los polinomios de Chébishov: 
0D, (2) = Ta (2) > 


y las imágenes circulares C, son las elipses 


cos (1 Arc 608 2), 


con los focos +3, siendo p- 


De las proposiciones demostradas se deduce que toda función 
analítica f(z) en el interior de la elipse 


2 ERN 
(otar ž (m2) 


es desarrollable en serie de polinomios de Chébishev 


1- Jata to, 
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la cual es uniformemente convergente dentro del recinto limitado 
por esta elipse, y además, este desarrollo es único. 

4.7. Aplicando los polinomios de Faber se pueden obtener teore- 
mas rolerontes al orden de aproximación de las funciones analíticas 
en cierto continuo K, mediante polinomios. Para el caso en que K 
es un segmento del eje real, tales teoremas fueron obtenidos por 
primera vez por S. N. Bernstéin en su conocida 1esis*). 

Lema de Bornstéjin-Walsh, Sea K un continuo; 
supongamos que Gu es aquel recinto contiguo con K que contiene al 
punto co, y sean Cp las imágenes circulares en la transformación con- 
forme del círculo | w | > p en Gæ mediante la función 


Y) =w+Po+É... 


Si Il, (z) es un polinomio de grado no superior a n que satisface 
en K a la desigualdad 
[Ma (2) |<M, 


entonces en Cn (y en el interior de Cp) este polinomio satisface a la 
desigualdad 


M1 MG)”. 


Demostración. Consideremos la función 


(a) 1 (0). 


Esta es analítica en el recinto Ge y 
E A EN Pi LELA OA W 
9 (20) = lim en = lim ([ 7] TU) a Am 


2200 m2 


donde A, es el coeficiente de z” en el polinomio Jl, (2). Apliquemos 
el principio del módulo máximo a la función q (z) en el dominio E, 
compuesto de lodos los puntos de la parle exterior a la curva Cp, 
r => p y de la misma curva C, (para pasar del recinto no acotado a uno 
acotado, para el cual se demostró este principio, es suficiente reali- 


1 
, dondo z, es un punto enalquiera 


zar la transformación l = 


7 
del continuo K). Hallaremos que en cada punto z € Æ, se cumple la 


*)S. N. Bornstéin, Sobre la aproximación óptima de las funciones 
continuas mediante polinomios de un grado dado. (C. 1. Bopuwmrecñn, 
O mamayumen IpuÓmIRenun neSpepsmnrx ÈYURNNÄ nocpenermoM mnoroWite- 
non paunoñ crenenm, Cooómenst XApPLKOLCKOTO MATOMATIMMCOROLO OĞMECT 
propa cepna, XII, 1912, erp. 49—194 

Las proposiciones que nos interesan se hallan en lus págs. 80—87 y 178—179. 
Vénso también $. N. Be rn sté in, Obras completas, t. 1. Teoría constructiva 
de las funciones (C. H. Hepunrreítu, Coñpanue comment, T. 1. Koncrpyutinitan 
reopita yakuni, Majeno AH Ci , ctp. 21, 41 n 93). 
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desigualdad e 
max | in (21 
< MAN sH. 

lP Ol< male H] ra 


o bien, haciendo |O (2) |=R >r: 
[M0 <max T O| (Ë) <mn O (5). 


Sea max LIL (b) I= |El (8,) |, Er € Cr; cuando r, decreciendo, 
tiende a p, el max | M, (£) |, sin crecer, tiende hacia un límite 


determinado p. Es obvio que resulta este mismo límite cuando r 
recorre una sucesión (r,), convergente hacia p. Los puntos de acu- 
mulación de la sucesión (br) pertenecen todos a la frontera del 
rocinto Gæ (véase el teorema 1, ap. 3.1) y, por consiguiente, al 


contínuo K; pasando a sucesiones parciales se puede exigir que exista 
el límite: lim E, = Z € K. 
ro 
Entonces tendremos: 
p = lim [ln (e) |= |in (20) |< M, 
>. 
y, por consiguiento, 
ý e NÓ tyr 
Ma (Ẹ) <m (E. 
que es lo que se quería demostrar. 


Teoroma de S. N. Bernstéin. Una función f (2) de 
variable compleja 2, definida en un continuo K, admite, para cada 
e >> 0 y para todos los valores naturales de n, aproximaciones median- 
te polinomios Y, (z) de grado no superior a n, que satisfacen a las 
desigualdades 


[131 ()|<Ci (d+ (1<D, (4.7:4) 


cuando y sólo cuando, ella es analítica en el recinto limitado por la 
curva Cro, donde Ro =£. En este caso, la sucesión {E (2)) con- 
verge hacia f (z) uniformemente en el interior del recinto indicado. 

Demostración. Supongamos primero que f (z) es una 
función analítica en el interior de Cro, donde Ro=£ y 1<1. 


Entonces, según al apartado precedento, ella se expresa por una 
serie de polinomios de Faber, uniformemente convergente en el 
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interior de Cro: 


t= 2 a Dr (2). 


Las sumas parciales de esta serie 
2 
Y 240, (2) =I (2) 


son polinomios de grado no superior a n (puesto que el grado de cada 
0, (2) es igual a k). Cerciorémonos de que estos polinomios satisfa- 
cen a las condiciones del teorema. Aquí es suficiente demostrar la 
desigualdad (4.7:1). Sea e un número positivo arbitrario, menor 
que 4 — q. Blijamos los números R’ y R: p< R' < R< Ro, de 
modo que se cumpla la relación 


for(i) 


lo cual, evidentemente, siempre es posible. Según la fórmula (4.6:4), 
se tiene: 


Ma 
R ' 


donde Mn= wax] f (3) |, luego, en virtud de (4.5:7), en todos los 


R 
puntos de la curva Cp» se cumple la desigualdad 


(WIL DR" para n>N (e) 


la| < 


(para precisar, se puede tomar r igual a 152) . Por lo tanto, 
para n>N (e) en todos los puntos de la curva C tendremos: 


(16) —M,.(21=| Y asvrto]<3 ata Al = 
n+1 


ni 


R +1 
3, 10 
R 


3 he o 
Mi ato 


Debido al principio del módulo máximo esta desigualdad se cum- 
plirá también en todos los puntos del continuo K. Sustituyendo, 
en caso do necesidad, el número $ M m HE por uno mayor, 
podemos conseguir que se cumpla también la desigualdad obtenida 
para n <N (e). 


91234 
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Así, pues, para cierto C = C (e) tendremos: 
OUa (<C e) a+)" n=0,1, 2. 


con lo que queda demostrada la primera parte del teoroma. 

Demostremos ahora la segunda parte del teorema. Supongamos 
que para una función f (z), definida en K, existen unos polinomios 
I, (2) quo satisfacen a las desigualdades (4.7:1). Entonces, eviden- 
temente, londremos en todos los puntos del continuo K (unifor- 
memente}: 


zEK, 


lim T, (2) = f (2). 


Demostremos que la sucesión (1, (2)) es uniformemente con- 
vergente en el interior del recinto limitado por la curva 


Cho (Mo =£). En efecto, de (4.7:1) se deduce que 


MEI (01 <C (9 (0407 (14H) =C e) aH" 


948 
en todos los puntos del continuo K. Vamos a suponer que s < 151, 
y hagamos R = — (> p). Entonces, aplicando el lema de 


Bernstein-Walsh al polinomio M, (2) — In -, (2) de grado no supe- 
rior a n, hallaremos que en todos los puntos de la curva Cp se cum- 
plen las desigualdades: 


[Mr ()— (1 <C (0) (a+ ey =C (0) (LES). 


De aquí se deduce que la serie 
Tla (2) + (11, (2) —To (2)) + -+ + + (Un (2) —Dn-4 (2)) -H ++ «> 


o la sucesión (HI, (2)), es uniformemente convergente en el interior 


de Cp. Pero lim R = Ro, por lo cual la sucesión (11, (2)) es uni- 
eò 


formemente convergente en el interior del recinto limitado por la 
curva Cra y, por consiguiente, lim TI, (z) es una función analí- 


no 
tica en el interior de Cp, que en Lodos los puntos del continuo K 
coincide con f (z). Con esto se termina la demostración del teorema. 

Aplicando el teorema demostrado al caso en que K es un círculo 
| Z — Zo | < ro, hallaremos que Ja existencia, para cualquier e > (), 
de polinomios M, (z) de grado no superior a n, que satisfagan a las 
desigualdades 


14) Tn (2) |< C (6) (14: e)" 
(0<g<1), ZEK, 
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es necesaria y suficiente para que f (z) sea analítica en el interior 
A ri 
de la circunferencia |z — zp (azi y cuando K es el segmento 


—1 «r1, la condición análoga (que debe cumplirse en los 
puntos de este segmento) es necesaria y suficiente para que la fun- 
ción f (z) sea analítica en el interior de la elipse 
z2 v 
zr rati r" 1 
(ata) (5-2) 


(o sen, la elipse con los focos +1 y cuya suma de semiejes es igual 


a =). 


4.8. Aquí y hasta el final de este capítulo, nos dedicaremos al 
estudio de las series de polinomios ortogonales sobre la superficie 


FIG. 21. 


de un recinto. Sea G un recinto acotado simplemente conexo quo 
posea la propiedad de que su frontera coincida con la frontera de 
recinto G, o sea, de aquel recinto contiguo con E que contiene al 
punto co. Los recintos de este tipo se llaman recintos de 
Carathéodory. Tales son todos los que están limitados por 
curvas de Jordan, pero no sólo ellos. En la fig. 21 está representado 
un recinto de Carathéodory cuya frontera divide el plano en tros 
recintos distintos. En la fig. 22 están representados dos recintos que 
no son de Carathéodory. 


ge 
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La propiedad característica de los recintos do Carathéodory con- 
sisto en que cada uno de ellos se puede representar en forma del 
núcleo de una sucesión convergente decreciente de recintos sim- 
plemente conexos {Gn}: 


etaan  (n=1,2,...). 


La construcción de tal sucesión coincide totalmente con la cons- 
trucción descrita en el apartado 4.2 para el caso en que G está limi- 
tado por una curva de Jordan. Pero en lugar de afirmar quo ningún 
punto que sea exterior a G pertenece al núcleo de la sucesión {Gn}, 
podemos decir ahora solamente que ninguno de los puntos del recinto 


FIG. 22. 


Gæ puede pertenecer a este núcleo. Para obtener el núcleo que voin- 
cida con el recinto G, es necesario señalar que se trata del núcleo con 
respecto a algún punto zę € G. Como G contiene a zy y pertenece 
a todos los Gn, el recinto G está contenido en el núcleo correspon- 
diente. Para demostrar que G coincide con el núcleo es suficiente 
observar que ninguno de los puntos frontera del recinto G puede 
pertenecer al núcleo. Pero, en efecto, cada uno de tales puntos es 
también punto frontera para Gæ (según la definición de recinto de 
Carathéodory) y, por consiguiente, contiene en cualquier entorno 
puntos de Gæ. Y como estos últimos no pueden pertenecer al núcleo, 
los puntos frontera del recinto G no pertenecen al núcleo. Así, pues, 
queda demostrada la existencia de la sucesión pedida. El Jector 
demostrará sin dificultad que todo recinto G, para el cual exista 
una sucesión semejante, es un recinto de Carathéodory. Por cierto, 
aquí no emplearemos esto. 


Lem a. Sea G un recinto de Carathéodory y sea (€, ) una sucesión 
decreciente de recintos acotados simplemente conexos, convergente hacia 
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G como hacia su núcleo. Entonces, para la sucesión de funciones (f, (2)) 
que transforman conformemente G, en el círculo |w |< 1 y satisfacen 
a las condiciones: fn (z) = O, fa (20) > 0 (zo € G), y para cualquier 
número entero no negativo k, se cumple la relación 


lim f $ Lifa ("fa (3) — 1 (V F (2)? dz dy=0, 
TG 


donde f (2) transforma conformemente el recinto G en el mismo circulo 
y satisface a las condiciones análogas: f (zp) = 0, f' (zo) > 0. 


Demostración. De la desigualdad elemental 
m m 
[Zatem Ya 
para m=2, se deduce que 
(A) — F -F 8 P 2l (If (+ 
HAF OPI e OF 2a p+ 
H 2k |A (2) P | fa (2) — F (2) |, (4.8:1) 
donde so ha tenido on cuenta que |f (z) | <1 y |fa (3) | <1. 
Designemos con y, la imagen circular f` ( |w |= r); cual- 
quiera que sea el conjunto cerrado F = G, éste quedará contenido 
dentro de y,, si r es suficientemente próximo a la unidad. Sea e 
un número positivo arbitrario. Elijamos ro y po (<ry) de modo que 
n — npa sea menor que e*. Finalmente, empleando la convergencia 
uniforme de las sucesiones (f, (23) y {fa (2)) en el interior de G 
hacia las funciones f (2) y f' (2), respectivamente (en virtud del teo- 
rema de Carathéodory), elijamos N (e) de modo que para n > Ny 


on Yro (y, por consiguiente, en el interior de yr) se cumplan las 
desigualdades: 


l/n(2)—F()|<ro—p y AOE Ke 


Entonces tendremos: 
[51501 ()Pardy= 
G 
=f IAO- O Pdedy+ [Str a) dedye 
Sro GN Ero 


<e área eat? | È /a()Pazay+2 J IF () f dzdy. 
GN dro Nery 


m m m 
*) Esta se obtiene de la desigualdad | X) aòn |? << 5) ] an |2 Y} i dr 12 para 
T T T 


bm. =bp=. 
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La intogeal | [ 17 (2) P dz dy representa el área de la imagen 
G=ér 
de la parte del recinto G que está situada fuera de Yr, es decir, el 
área del anillo circular rọ < | w | < 1, igual a x — nrg; según la 
hipótesis, ésta es menor que «2. La integral iii L fa (a) I da dy 
Giro 

representa el área de la imagen de la misma parte, pero en la trans- 
formación w = f, (z). Como en Yr se cumple la desigualdad 
| fa (2) — f i2) | < ro — Po, esta imagen está contenida entre la 
circunferencia unidad y la circunferencia |z | = po; por Jo tanto, 
el área de la imagen es menor que x — x1p3. es decir, es menor que 
e. Observando también que el área de gr, es menor que $, obte- 
nemos: 


[PIRO a dedy < e (8-4). u82 
G 
Uxaminemos la integral 5 FORA (2) — f (2) Paz dy; se tiene: 
d 


(r ONhO- OF dsdy= 


Q 


=|[rOrina—=1m dedy r 


Era 
+ fP OREHA ddys 
Nin 
ae SJ 17 (0 Pdedy+4 | | I7 © Pdedy< aet 44e = (4 60%, 
Bro Nery 


(4.8:3) 


De las desigualdades (4.8:1), (4.8:2), (4-8:3) sacamos la conclu- 
sión que 


[Sor UNT Fed < 
o 
<2 | (iaar Oaza ze f [Ir OPO aedy < 
G G 


<e [2S +84 2kt (n44) para r>Nole). 
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Como e es aquí arbitrariamente pequeño, resulta: 
lim í j IZ E) EN P (2) P dz dy 0, 
naa dg 


que es lo que se quería demostrar. 


Teorema. Supongamos que G es un recinto de Carathéodory 
y que F(z) es una función analítica en el recinto G que satisface 
a la condición 


[fir f dzdy < o0). 
u 
Entonces para cualquier e>>Ù existe un polinomio FI (z) tal que 


5 |F (2) — TI (2) | de dy < eè. 
G 
Demostración. Sustituyondo z en la función X (z) median- 


te f'(w), obtenemos una función ¥* (w) para Ja cual se cumple 
la condición 


f f [Ps (w) F” (w) edu dv= $ È |P (o) Pdr dy- €< œ. 
1) 


lolka 


Pl) = F(U) FE (0) > Y a; 
entonces 


f| Tocorpdudo f | | Zo 


wira 
to o omo w 
= y dr [i SIS | e 
i Duo 


' j 


rdr dð = 


rikta 


A a 
Nlaprrd=x. Y jat <C. 
0 0 


lea 


De aquí que «3 jalg HI<C para cualquier N y +<1, por lo 


AO es decir, la serie 


cual agen y lugo a)y 
0 


es convergente. 


=b4s 
Ta 


*) La integral se ontiende como impropia. 
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Examinemos la integral 


gf [soe dudo= 


lojera 
ahte r 2 
5 aww di dudo=x 3 [ap IA" ie. 
mis deal NF NH 


Pasando aquí al límite para r— 1, tendremos: 


55 lo Jae dudo<n 5 lat 
pala N+ 
y, finalmente, 


lim Jie (0) — 3 ano" | dudo 0. 


Volviendo a Ja variable inicial imediante la transformación 
w — f (2), hallaremos que 


x 
Jle w)— 2 ago | du dv = g za ÉS 


D 


-Jao 


0 


A 

paras | | |E D a eh o f dedus 
o a 

y, por consiguiente, 


lim [Ijro-Zaror 1 a|} dz dy= 0. 


Naw 


Basándonos en el lema y en el teorema de Runge, demostre- 
N 
mos ahora que lus funciones X; an [f (2))" f’ (z) se pueden sustituir 
T 
aquí por polinomios. 


Sea e un número positivo arbitrario. Fijemos No=N (e) de 
modo que se cumpla la desigualdad 


sf |z ()— Y ali OPIO Para <iz 
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Observando que 
No No 
Y 7 2 
ff Ear orr eo D att | arduo. 
G 0 o 


No 


<M Jla | UP OFO laz dy, 
o G 


elijamos n=ny (e) basándose en el lema, de modo que el segundo 
3 
miembro de la desigualdad sea menor que + . Entonces tendremos: 


fira- 5 an lno (DF fo O de dy < 
0 


a 


3 ‘f [e a- Y ari | dedy 


so sm 
HfS Darro- Damo adet. 

6 o o 
(4.8:4) 


Ny 
Aplicando el teorema de Runge a la función $; az ln (2)1" Jno (2), 
y 


la cual es analílica en el recinto simplemente conexo Gp y ab 
conjunto G c Gha, hallaremos un polinomio T (z) tal que 


No y 
[Zamorano <z z€, 


donde S denota el área del recinto G. Entonces obtenemos: 


No 
S E ortin DE (00) P araye 
Pf 
y, finalmente, confrontando (4.8:4) y (4.8.5): 
f f LF (@)— N (2) |? dz dy < e°, 
c 
que es Jo que se quería demostrar. 
Los recintos de Carathéodory no son los recintos más generales 


a los que se extiende el teorema demostrado. Este es válido para 
todos los recintos que en un sentido determinado, que admite unas 
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caractorísticas cuantitativas completamente exactas, son próximos 
a los recintos do Carathéodory. 

Estas cuestiones, que exigieron la aplicación de métodos muy 
sutiles del análisis y de la teoría de funciones, fueron estudiadas por 
M. V. Kéldish, A. L. Shaguinián y M. M. Dzhrbashián. 

Para abreviar, desiguemos con H; el conjunto de todas las fun- 
ciones {F (2)) que son analíticas en un recinto de Carathéodory G 
y satisfacen a la condición 


[fire pard<co, 
e 


(funciones de cuadrado del módulo integrable}. Según 
ol teorema demostrado, para cada función P(z2)€H;, existe una 
sucosión de polinomios Fa (z) que satisface a la condición 


lim È È |P (2) —D (2) | dz dy = 0, 

aeo g 
o sea, que converge en media hacia F (sobre la 
superficie dol recinto). Demostremos que para las funciones analí- 
ticas do variable compleja, de la convergencia en media se deduce 
la convergencia uniforme en el interior del recinto. En efecto, supon- 
gamos que Zo € G y que py es la distancia de este punto hasta la fron- 
tera del recinto G; entonces el círculo k: | 2 — Zo | < po pertenece 
al recinto G. Si {F (z)} es una sucesión de funciones analíticas que 
converge en media hacia F (2) y 


{ î (2 (2) — F'n (2) |? dz dy = eh, 
e 
«com más razón 
f fî |F (8) — Fn (2) |? de dy < eh. 
k 
P 


Desarrollemos X (2) —F, (z) en serie de Taylor según las poten- 


cias de 2— Zo: 
P()—Pa(): $ ar (2— o)". 
y 


En virtud del cálculo hecho al comienzo de la demostración 
del teorema del presente apartado, se tiene: 


me 242 
Dalt ff |E (2) — Fa (3) |? dæ dy < e$, 
0 Rh 


de donde 
mlaj ez. 
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Pero do F (29) —F» (Zo), por consiguiente, 


E 
api 

Con esta desigualdad queda establecida la convergencia uniforme 
de {F, (2)} hacia F (z) en el interior del recinto G. 

La proposición recíproca no es justa: de la convergencia uni- 
forme de una sucesión de funciones analíticas en el interior de un 
recinto dado no se deduce ni mucho menos la convergencia en media. 
Así, por ejemplo, la sucesión |V n +1 2") converge uniformemente 
hacia cero en el interior del círculo unidad, mientras que 


|F (2) — Fn (2) 1. < 


VTA Pard= 


para cualquior n, es decir, la sucesión no convergo en media hacia 
cero (y, por consiguiente, no puede ser en genoral convergente en 
media, puesto que como se vio, el límite en media, si existicso, ten- 
dría que coincidir con el límite en el sentido de Ja convergencia 
uniforme). 

4,9. Construyamos una sucesión de polinomios (?,, (2)), de grado 
n, que sean ortogonales y estén normalizados sobre la superficie 
de un recinto G, es decir, que satisfagan a las condiciones 


$ $ Pa © Pa de dy = 8am 
donde Ônm = Ù, si næm y nn — 1 (n, m=0,1,2,...). 
Exijamos también, para precisar, que el coeficiente de Ja potencia 
superior de z en la expresión de P,, (2) sca un número real positivo. 
Entonces los polinomios quedarán determinados unívocamente. 


Así, pues. para Po (z) obtenemos: Py (z) ==, donde S es el 


Vs 
área del recinto G. Supongamos que ya se han construido los poli- 


nomios Pp (z), P4 (2), + Pa (2) y que el grado del polinomio 
P; (z) es igual a f (j = 0, .... n). Entonces cualquier polinomio 
p (2) de grado n +1 con el coeficiente positivo p en 2"*, puede 
escribirse en la forma 


Pl) =p AP (2) + 
De aquí resulta que 


5 plo) Pan) dr dy =p 5 29 Pr (E) de dy HAm, 
G 


E 


«Fdo (2). 
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y. por consiguiente, las condiciones Am== —H f f ¿Pr (2) de dy 


o 
= — pem (m=0, ..., n) son necesarias y suficientes para que sea 
f f Pe Pr dzdy=0 (0) A 
Y En estas condiciones p(z) toma la forma p(2)=pl2""— 
—cnPn(z)—... — caPo (2)] = ug (2), donde q (2)50. y los coeficien— 
tes del polinomio g (z) no dependen de p. 

Se tiene: 


SS into pazay=.ws | | ja P dedy=0. 
G 6 


y, por consiguiente, existe un valor de p (real y positivo), y sola- 
mente uno, para ol cual 


$ f lo) Pdzdy-+1 
a 
De ostos razonamientos se deduce que, si los polinomios orto- 
gonales y normalizados Pp (2), ..., Pa (2) ya están construidos, 
entonces existe un polinomio P,+1 (2), y solamente uno (con la 
condición de que el coeficiente superior sea positivo), que forma com 
ellos un sistema ortogonal y normal. Por Jo tanto, queda demostrada 
la existencia y unicidad del sistema pedido de polinomios. 
Observando que cualquier polinomio T, (z) de grado no superior 
a n puede expresarse en la forma 
Mn (2) = coPa (2) +++. +enPn (2), 
elegiremos los coeficientes cy (4=-0, ..., n) de modo que la integral 
f [iOm (alt dzdy, 
a 


donde £'(2)€ H;, tenga el valor mínimo posible. Un sencillo cál- 
culo nos ljova al siguiente resultado: 


5 |E (2) Mn (6) d dy = 


= f f [ro-Xar, (1][To-237%5] da dy = 
G o (J 


=| [irapada He | | TEP, (04d — 
G 0 G 


-Da | [Pad + Jles- 
g 


0 G 
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Haciendo la notación a¿— F (2) P; (z)dzdy (¡=0,1,2, 
-i 
6 


llamaremos a estos números cocTicientes de Fourier 
«e la función F (z) respecto del sistema (2, (2)). Entonces la última 
relación se escribirá así 


PFI (Ma (dedy = 
E 


-f [12 Pard- + e 


G 
-f firo 2dr dy— Y lalt i leal? 20. 
0 n ` 


De aqui se deduce que el valor mínimo buscado se alcanza 
solamente para ey=ay (j=Ù, ..., n) y éste es igual a 


[rpad Sia» 


n 
Resumiendo, 


Spira- (a)l? dzdy > (fja Zue (E|? dray = 
(3 6 g 


SS 12 Pdzdy— X jas >0. (4.94) 
Q v 


donde a, son los coeficientes de Fourier de la función / (2). 
lón virtud del teorema del apartado anterior, para la función 
F (2) existe una sucesión de polinomios (Ur (2)) tal que 
lim 5 |E (2) — 1n (2) |? de dy=0. 
naa d 


Debido a la desigualdad (4.9:1), posee esta misma propiedad la 


sucesión de polinomios |X ajP,(2)). En otras palabras, esta suce- 
a 


sión converge en media hacia # (2): 


lim [f |o- Sap, (2) Pazdy=0. (4.9:2) 
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De aquí, según el apartado anterior, sacamos la conclusión de 
que la misma sucesión converge uniformemente hacia F(z) en el 
interior de G, es decir, para cualquier función F (z) Ha se veri- 
fica el desarrollo: 


F)= JjanPal) an= (roPEdd. (4:9:3) 
0 (4 
Este se llama desarrollo de Fourier de la función F(z) 


(según los polinomios ortogonales sobre la superficie {Pn (2). 
Comparando (4.9:2) y (4.9:1), obtenemos: r 


tim [$ fire) Ea Jilo 1]=0, 


G 


a 
o sea, la serie Zlab es convergente y 


Dep | | IFE P dedy. (9:4) 
0 G 


Esta relación representa Ja igualdad de Parseval para 
los desarrollos considerados. 
Cerciorémonos de que una serie escrita a priori 


2 anPr(z). (4.9:5) 
para la cual se cumpla la condición 

© 

21m < o0, (4.9:6) 


representa la serie de Fourier de cierta función P(2)c€H;. En 
efecto, según el ap. 4.8, de la igualdad 


ntp 5 n+p 
53 entr (a) Pdzdy= Y lont, 
G nh mi 
se deduce que 
+ Fjar p 
54 
[Y arna E 


nH 
dondo po es la distancia desde el punto zy hasta la frontera del recin- 
to G, y como la serie (4.9:6) es convergente, la serie (4.9:5) será 
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uniformemente convergente en el interior del recinto G, y, por con- 
siguiente, su suma es una función analítica ® (z). Sea g un recinto 
cerrado (un dominio), contenido en el recinto G. En virtud de la 
convergencia uniforme de la serie (4.9:5), se tiene: 


Ti [09| dzdy= lim $ f | X) aba (f dzu. 
E E Y 


Pero 


[5] Dese ofaa < | [| S apta ai= 
g a G o 


n A 
= lor? Jla], 
por lo cual ý E 
e 
SS 10 ()pdzdy< Y jaro, 


a 0 
y como g es un dominio cualquiera contenido en el recinto G, la 


integral f f | 0 (2) |? dx dy existe (es convergente), es decir, © (2)€ 17; 
Además : 


[JID O Fdzdy< Y lau. 
G 0 


Aplicando el resultado obtenido a la serie X) 04 (2) =0 (2) — 
nei 


n 
A 


ax (z), hallaremos que 


n “e 
| [|0 0-3 an | ardu Y jop. 
G o n+1 
Por lo tanto, para n>m, donde m es un número entero no 
negativo: 7 


| 5 O(a) Fn dz dy—0m| = 
G 


=|ff [0-3 aba (2)] Pr dedyf? < 
> 


<fj [o 0-3 aar O| zay | f Pn azdu < $ os 2, 
G 0 nyi 
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y como el primer miembro no depende de z, mientras que el segun- 

do tiende a cero cuando n > oo, resulta 0%, = f $ O (2) Pm (2) de dy 
(o 

(m=0, 1, 2, ...), de donde se deduce que la serie (4.8:5) es la 

serie de Fourier de la función D (z) € H- 


De lo demostrado se deduce que el espacio H, es completo. Pre- 
cisando, demostremos que si una sucesión {Fn (2)) E H, satisface 


al criterio de Cauchy: para cada e >>0 se tiene | Fm (2) — 


— F, (2) |? dr dy < è si m >N (e) y n>N(e), entonces ella 
converge en media hacia cierta función F (2) € Az. 
Hagamos 


Pal)= Sah, t): 


entonces 
eS 


j $ |E m (2) — F'n (2) |2 dedy -+ J} lao ay |? < e? 
G n 


para mo>N (e) y n>N (8). 
Por consiguiente, 


jaja |<e para m>>N (e), n>N (e) y k fijo. 
De aquí se deduce la existencia de los límites de los cooficientes: 


limasan  k=0,4, 2 ... 
smc» 


Sea Q un número natural arbitrario. Entonces, de la desi- 
gualdad 


4, s 
È ar-a ee $ lamar 


deducimos que 


o bien, pasando al límite para m —> 00: 
2 
Y la—ap tte para n>N (e). 
==] 

De aquí que, en primer lugar: 


2 g 2 
È lapa X apela arpa Plat 2, 
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es decir, la serie >[a,|? es convergente, y, en segundo lugar, 
T 


> 
pz la—a <e? para n>N (e). 
¡0 
Por consiguiente, )a4Pa (2) =P (2) €H; y la sucesión (2, (2) con- 
T 
verge en media hacia A(z). Queda demostrado que el espacio 7; 
es completo, 

Apliquemos los resultados a la construcción de la serie de 
Fourier para la derivada f' (2) de la función f(z) que transforma 
conformemente el recinto G en el círculo unidad (f(z) 0, 
T (2) >0). 


Evidentemente, /'()€ Hz, puesto que 55 | (e)? dr dy=x. 


E 
Demostremos que para cualquier función X (2)€H;, que satisfaga 
a la condición F (2) 40, se cumple la relación 


Fl |2 o) 
E 
donde vale el signo de igualdad solamente cuando -ZEL = -L0 


PE) KOR 
En efecto, o 


E Para [EY Pro 
G pri1 


2 a e 
dady=ipias NN 


hagamos q (w) = TL fr w= Y) anio”; entonces hallaremos 
o 


(véase el cálculo del ap. 4.8): 


MES 


ä 
Pazay>a y ti > nja, (4.9:8) 
o 


Pero a= g0) =E A (0) = ri (pues $ (0)=20), por lo 


cual r AS 
hs Pasa rie 


El signo de igualdad supone aquí la igualdad en (4.9:8), es 
decir, la igualdad 


101234 
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poa =0 y A! sn PUTA! 
de o 414=0%9=.+... =Ú y ls pea „esdecir, pa 7 
-> fi 2) jx 
=a finalmente, y 0 ME es lo que se que 


ría demostrar, 


n 
Consideremos el polinomio Kn (2, 2) = 3 Pa(2) Pro). Bviden- 
T 


tomente, Kn (Zo, 20) = X) | Pn (zo)? 70 (puesto que Po (20) 0) y. por 
consiguiente, en virtud de (4.9:7): 


a 
Y |P Eò |? 
Kn (2, zo) 12 2 ea 4 a E 
f $] Kn o. ml q E "TF 
e (SiPrc0 1)? IZ en 
T 


T 
Como la desigualdad hallada se verifica para cualquier r, la sorie 


2 | Ph (25) |? es convergente y 


1 à xr 
El TFN 
2 12 (o) |è 


De la convergencia de la serie 2|Pa(a)P se deduce que 
J 
co 
X, Pra) Pa (2) es la serio de Fourier de cierta función K (2, 20) E Hi. 


Para ella È f |K (2, zo) P dæ dy = Y) [Pa (20) P, de donde 
"6 o 


IS 


a , 
2: (4.0:9) 
[Peor 


¡18 


Sea Yera (2) la sorie de Fourier de f' (2). Entonces 
y 
Niel 
O 1 2 És T 
raal Sl > 
[Darro] 
5 
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de E s 

y como | Y cxPr (20) P< Y | crf. X| Pa (20) |, resulta 
3 y 5 


x 
SF lal 
2 7 _ Ls (4.9:40) 


[Same Hizo 
> + 


PES 


Comparando (4.9:9) y (4.9:10), sacamos la conclusión de que 


TE = 5, es decir, 
pA | Ph (Zo) |è 
pra 
e=} 5de (z), (4.9:14) 


luego de que, para la función F (z) = K (2, Zo), en la relación 
Gan so alcanza la igualdad, 

A [CAC LO i 

Por lo tanto, Ca o decir. 


102 Ke 2)= E PARO Pu) 
eS O 


(4.9:12) 


lista es la fórmula buscada, que permite hallar f’ (2) y, por con- 
siguiente, también la función f (z) que transforma conformemento 
el recinto dado en un círculo. Jl desarrollo de la última función 
en una serie uniformemente convergente de polinomios (que, por 
cierto, no son ortogonales) resulta de la forma: 


A Cot de z 
t= fraa e e] | aade 013) 
à y Si Pat 120 A 
T 
Para la función a la derivada en el punto zs es igual a 4, 


por lo cual, w = $ e transforma conformemente el recinto G 


en un circulo cuyo radio Ray =r es el radio conforme del recinto 


tu 


148 CAP. V. TRANSFORMACIONES CONFORMES 


respecto del punto za (véase el ap. 2.2). De la fórmula (4.9:14) obte- 


nemos: 
Ba=— =. 
A 2 Peor 


Finalmente, obsérveso que para el caso de un recinto limitado 
por una curva corrada roctificable de Jordan T, se pueden construir 
unos polinomios {pn (2)), ortogonales y normalizados en el contorno: 


Pn (2)-Pm (2) de = Ônm, y estudiar los desarrollos en serie de estos 


(4.9:14) 


f 

polinomios. La teoría correspondiente ha sido desarrollada en las 
obras de V. I. Smirnov, M. V. Kéldish, M. A. Lavréntiev y P. P, Ko- 
rovkin. 


CAPITULO 
SEXTO 


FUNCIONES ARMONICAS 
Y SUBARMONICAS. 
EL SIGNIFICADO DE LAS FUNCIONES 
ANALITICAS EN LA HIDROMECANICA. 
FUNCIONES DE FORMA ACOTADA 


$ 1. FUNCIONES ARMONICAS. EL PROBLEMA DE DIRICHLET 
Y LA FUNCION DE GREEN PARA UN RECINTO SIMPLEMENTE 
CONEXO 


1. Sea f(z) = q (z, y) + ip (x, y) una función analítica en cierto 
recinto. Como ella es diferenciable en este recinto, también q (z, y) 
yt (z, y) son funciones diferenciables de dos variables reales y satis- 
facen a las ecuaciones diferenciales de D'Alembert-Euler 


ap êt ae ê 


Dz dy * dy dz 


La derivada L£ de una función analitica es una función analítica 
que puede expresarse en la forma 


A JS. DEA EA Y 
aa tay a+ 
Por consiguiente, -5 q. = y e, t también son funciones de dos 


variables reales diferenciables en el recinto y satisfacen a las ecua- 
ciones de D'Alembert-Euler. Escribiendo la pan ecuación de 


D'Alembert-Euler para el par de funciones ¿2-, —È y Ja segunda 
ció de 28 : 
ecuación para el par AE obtondremos: 
fs e Es i ae 
ae) ol dy (F E a) 
a So iy y E 


de donde 
Pp, a dp 0% 
O, E O 
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Obsérvese que todas las derivadas de segundo orden de las funciones 
9 (e, y) y y (2, y) son continuas en el recinto. Esto es debido a que 


la derivada segunda H£% de una función analítica f (z) es también 
una función analítica y puede expresarse en una de las formas 
siguientes: 
PO BN a O Cs P A a A 
det — Gat a aya aya dxdy “day * 
La ecuación deferencial en derivadas parciales de segundo 
orden 


Gu Du 
CR 


sellama ecuación de Laplace, y las funciones que poseen 
derivadas parciales continuas de primero y segundo órdenes en 
un recinto y son soluciones de dicha ecuación, se llaman funciones 
armónicas en esto recinto. 

Dos funciones armónicas en un recinto, que están ligadas por 
Jas ecuaciones de D'Alembert-Euler se llaman funciones arm ó- 
nicas conjugadas. Aplicando esta terminología, se puede 
afirmar que las partes real e imaginaria de una función analítica en 
un recinto, son functones armónicas conjugadas en este recinto, 

Supongamos que q (z, y) y (z, y) son dos funciones armónicas 
conjugadas cualesquiera en un recinto G. Como ellas satisfacen a las 
ecuaciones de D'Alembert-Euler y son diferenciables on el recinto, 
resulta que la función de variable compleja f (z) = q (z, y) + 
+ ip (x, y) es diferenciable y, por consiguiente, analítica, en el 
mismo recinto. Confrontando los dos resultados obtenidos llegamos 
al teorema: 

Para que una función f (2) sea analítica en un recinto, es necesario 
y suficiente que sus partes real e imaginaria sean funciones armónicas 
conjugadas en este recinto. 

Aclaremos con ejemplos la relación entro las funciones analíticas 
y armónicas. 

4) La función f(2) = e” = e" (cos y + i sen y) cs analítica en 
todo el plano. Por esta razón, sus partes real e imaginaria q (z, y) = 

e eos y y p (z, y) = e*sen y son funciones armónicas en todo 
el plano. El lector puede comprobar fácilmente mediante un cálculo 
que estas funciones satisfacen a la ecuación de Laplace. 

2) La función Ln z = Ìn |z | + ¿Arg z es analítica y multiforme 
en el recinto cuya frontera es el origen de coordenadas. Por consi- 
guiente, ln |z | y Arg z son funciones armónicas en este recinto (la 
primera de ellas es uniforme, la segunda es multiforme). La primera 
puede escirbirse en la forma ln V 24+y?; para la segunda, en el 
recinto cuya frontera es la semirrecta y = 0, z < 0, se tiene un 
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conjunto infinito de ramas uniformes armónicas: argz -+ 2kn 
(k =0, +1, +2, ...). 

Resulta un ejemplo más general al considerar la función analítica 
12 


Ln a y donde z; y zz son dos puntos distintos del plano com- 
a 
plejo. Como 


a” 


14 


obtenemos dos funciones armónicas: Ja función uniforme ln | 


T= 
4 


y la función multiforme Arg - Cada una de ellas es armónica 


en el recinto que rosulta al excluir del plano los puntos z, y zg. Poseen 
el sencillo significado geométrico: la primera representa el loga- 
ritmo de la razón de las distancias del punto z hasta dos puntos 
fijos z, y za, la segunda proporciona la magnitud del ángulo bajo el 
cual se ve el segmento lz,, z3] desde ol punto z. 

3) Sea f (z) una función uniforme y analítica on un anillo r < 
<liz—-a|<R. Entonces en este anillo se vorifica el desarrollo 

9 


do Laurent f (2) = Y An (z — a)”, y separando en esta serio las 
ES 


partes real e imaginaria obtenemos dos funciones armónicas en el 
anillo, Haciendo A, = ppen y z— a= re, tendremos: 


> ša > 
I=) preto — $) pnr [cos (np +0) + ¿sen (n9 + 0m)1, 
de donde 


Rel/(2)1= 2, pur” cos (np + on) 


ES] 
Im [£(2)] = X) pur” sen (np 4-a). 

Tomos obtenido las expresiones en coordenadas polares r y o 
de estas funciones, que son armónicas respecto de las coordenadas 
cartesianas z e y. Al pasar a las coordenadas cartosianas cada término 
do la serie adquiere una forma más complicada (precisamente, se 
expresa en forma de un polinomio homogéneo respecto de x e UN 
éste es un polinomio armónico de grado n). 

4) A continuación desempeñarán un papel importante las partos 

ia 
real e imaginaria de la función f (2) E, la cual os 
poz 
analítica en el círculo |z—2,| <p. Haciendo z= zy + re! 
y designando con u (r, 0) y v (r, 6) las partes real o imaginaría de 
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la función f (2), os 
¿—i0 
1] 


Beine doty ret) (pet re 
u(r, 0) ivr, q ret pea 


ze pá +i2rp sen (8—a) 
— pr 2rpcos(0—a) * 
de donde 
218 e 
utr, 0) pr J. =n A 


pT re — rp cos (00) * p+r 2rpcos(0—a) * 


Han resultado dos funciones uniformes, las cuales son armónicas 


conjugadas en el círculo |z — zo| <p. El denominador de las 
fracciones que representan estas funciones, igual a 


(peto — rel) (peta —-re=19) a- | pela 700] | pa (62), 


representa el cuadrado de la distancia entre el punto z y el punto 
pelí + Zo, situado en la circunferencia |z— zo| = p. 

¿Se puede considerar cada función armónica en un recinto q (2, Y 
como la parte real (o imaginaria) de una función analítica cn el 
recinto? Responder a esta pregunta afirmativamente significa lo 
siguiente: dada la función q (x, y), hay que hallar otra función 
ap (£, y), armónica en el recinto, que sea conjugada con la primera, 
es decir, hay que Es las ecuaciones: 

m.. O A | 
dy w dz 


respecto de la función dde y). Escribamos estas ecuaciones del 

modo siguiente: aa =P (z, y), E =Q (z, y), donde P (z, y) = 
- + yQ (z, y= Ga son unas ailouss dadas y diferenciables 

(y, por consiguiente, atna) en el recinto. La ecuación de Laplace 


a la cual satisface la función «p(z, y), puede escribirse en la 
forma 


Como 2 ya = son funciones continuas (como derivadas de ségun- 


do orden de Ta función armónica q (z, y), la expresión P (x, y) de + 
+Q (z, y) dy es la diferencial total de la integral curvilínea 
s n) 
P (z, y) dr +Q (z, y) dy, 


O) 
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tomada sobre cualquier curva que una Jos puntos (£o, Yu) y (2, y) 
por el interior del recinto dado, la cual representa una función 
de æ e y. Designando csta función mediante wo (z, y), tendremos: 


dpo(z, y) =Plz, y) d2+Q (2, y) dy, 
es decir, po (z, y) posee derivadas parciales continuas: e 


=P (z, y), pa = Q (z, y). Comparando estas ecuaciones con las 


ecuaciones SS =P (z, y). ka = Q (z, y), propuestas para resol- 
vor, hallamos la exprosión general para las funciones i} (z, y) en 
la forma: 
30) P 
ve =p += | —Par+ TP dyte. 
(xo, Yo) 


Está claro que esta función es armónica y conjugada con q (x, y). 
Fn efecto, las partes real e imaginaria de la función de variable 
compleja f (2) =p (æ, y) + ùp (z, y) poseen derivadas parciales 
continuas de primer orden, las cuales están ligadas por las relaciones: 


Pa =— e, PO (a it. 


Por ello, f (z) es una función diferenciable y, por consiguiente, ana- 
lítica en el recinto. De aquí se deduco que las funciones plz, y) 
y y (zx, y) son armónicas conjugadas. 

Resumiendo, dada una función ọ (x, y) armónica en un recinto, 
se puede hallar un conjunto infinito de funciones analíticas en el re- 
cinto, cuyas partes reales coinciden con q (x, y). Todas estas funciones 
están contenidas en la fórmula 

0 
A =p ti | iae dy iC 


(xo, vo) 


y, por lo tanto, se diferencian entre sí en una constante imaginaria 
pura iC. pa 
Obsérvese que si el recinto dado es simplemente conexo, entonces 

la integral 

ew de 

—¿Hda4 dy, 

ko, Yo) 

siendo la integral de una diferencial Lotal, representa una función 


uniforme en este recinto. Por esta razón, también la función f (2), 
para cuya construcción fue dada su parte real q (x, y), es una fun- 
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ción uniforme en el recinto G. Si el recinto G es múltiplemente 
conexo, la integral indicada, por lo general, puede tomar diferentes 
valores para distintos camínos de integración que unan los puntos 
(to. Yo) y (2, y) (resultarán valores iguales para los caminos que 
pertenezcan a un mismo subrecinto simplemente conexo del recinto G). 
Por Jo tanto, también la función analítica f (z), para cuya cons- 
trucción fue dada su parte real uniforme ọ (7, y), será, por lo 
de 


general, multiforme, Poro su derivada f’ (z) = es nece- 


igy 
sariamente uniforme, de donde se deduce que las diferentes ramas 
uniformes de la función f (z) que se pueden obtener en un subrocinto 
arbitrario simplemente conexo del recinto G, poseen una misma 
derivada y, por consiguiente, se diferencian entre sí solamonte en 
sumandos constantes. 

1.2, Utilizando la rolación entre las funciones armónicas y las 
analíticas, so pueden deducir las propiedades fundamentales de las 
funciones armónicas partiendo de las propicdades ya conocidas 
de las funciones analíticas. 

Sea u (x, y) una función uniformo que es armónica en cierto 
círculo K: |z — zp | < R. Entonces, según el ap. 1.1, en el círculo 
K existe una función uniforme armónica v (x, y) conjugada con 
u (x, y). Formemos la función analitica correspondiente f (z) = 
= u (x, y) + iv (x, y) y desarrollémosla en serie de potencias de 
z — Zə. Obtendremos: 


1()= Sent ipa) (z— 2)", (4.2:1) 


donde a, y Pa son números reales. Introduzcamos las coordenadas 
polares r y Y con el polo en el punto zo, de modo que z == zg + re'®, 
y empleemos para u (x, y) y v (x, y) las notaciones u (r, 0) y v (r, 9) 
como equivalentes a u (x, y) y o (z, y). Separando en (1.2:1) las 
parles real c imaginaria, obtenemos las series: 


u (r, 0) = o |- > (a, cos n —f, sen n8) 7", (4.2:2) 
T 
vir, 0)=Po+ 2 (Bn cos nO + an sen n0) 1”, (1.2:3) 


las cuales son uniformemente convergentes en el interior do K. 

Por lo tanto, toda función u (r, 6), armónica en el interior del 
circulo |z — 2, | < R, admite en el mismo un desarrollo de la forma 
(1.2:2), el cual es uniformemente convergenie en el interior de este 
ulo. Los coeficientes de la serie son los números %, y —P, . Como 
serio de potencias (1.2:1) es convergente en el círculo dado y. 
posiblemente, tiene un radio de convergencia mayor que R, estos 
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números tienen que satisfacer a la desigualdad: 
R<. 
Iim Y Jantin] 
now 
Está claro que si a» y f, son unos números dados a priori que 
satisfacen a la última desigualdad, entonces la sorie (1.2:2) deter- 
mina una función armónica en el interior del círculo K. Para cer- 
ciorarse de esto es suficiente observar que, cumpliéndose la desigual- 
dad indicada, la serie do potencias (1.2:1) es convergente en el cír- 
culo Ķ y, por consiguiente, representa en el mismo una función ana- 
lítica, cuya parte real se representa por la serio dada (1.2:2). En 
rosumen, la existencia de un desarrollo de la forma (1.2: 
con la desigualdad correspondiente que se impone a los coeficientes de 
la serie, es el síntoma característico de las funciones armónicas en el 
interior del círculo dado. Esta observación se utilizará en el ap. 1.5, 
Apliquemos los desarrollos (1.2:2) y (1.2:3) a las funciones armó- 
nicas del ejemplo 4 del ap. 1.1. Como para la función f(2) = 


¿do 
rar el, desarrollo en ol círculo |3— zp | <p tiene la 
2 
forma siguiente: 
aere E 
pef" (e — z0) pe% (z—zo) 
a i= y e—a? 14290 0, 
= e] y ts na, 
se tiene: 
2,2 Krys 
Ao a + (5) cos n(0—a), 
1 


(1.2:4) 


a 
2rp sen (0— a) s 
a =? D (4) senn (0—0), 
1 


(1,2:5) 
y ambas series son uniformemente convergentes en el interior dol 
círculo |z — zo | < p. 

Volviendo a las sories (1.2:2) y (£.2:3), sustituyamos en la pri- 
mora de ellas 7 por un p arbitrario (p < R) y 0 por æ, multipli- 
quemos después ambos miembros por cos ma e integremos (para un 
valor fijo de p) respecto de a entre los límites O y 21. Resulta: 

23 2a 


| u (p, a) cos madian] cos? mada, 
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de donde 
4 25 4 2 
a= f u (p, 0) da, 25 i u(p, ajcosmada  (m>1). 


(4.2:6) 
Análogamente, multiplicando por senma e integrando entre 
los mismos limites, hallaremos; 
2x 
-h= f u(o, )senmado  (m>1) (1.27) 
č 
Poniendo las expresiones halladas para @n y Bn en Jas series 
(1.2:2) y (1.2:3), tendremos: 


2x o tn 
u(r, 0) =x l ulo, ajda+ Jy- f u (p, 0) cos m (9—a) da E 
v 4 


2x 
v(r,0)=B +) 4i u (p, a) son m (0—a) da (-5)”, 
EW 


Supongamos que p satisface a la condición r <p < R. Eviden- 
temente, las últimas fórmulas pueden obtenerse de las fórmulas 
(1.2:4) y (1.2:5) multiplicando por E u (p, a) e integrando térmi- 
no a término respecto de œ entre los límites 0 y 27 (siendo r y p 
fijos). Todas estas operaciones son legítimas en virtud de la con- 
vorgencia uniforme de las series (1.2:4) y (1.2:5) en el interior dol 
círculo |z — zo | < p- 

Así, pues, obtenemos: 

2x 


u (r, 0) =4f u (p, %) [+25 (5) cosn(0—0)] 4% = 
6 1 


2n 

ai pa 

zx f u (p, a) -arareo 
5 


de, (1.2:8) 


2 


otr) (uo. a) LS (E) senn (0—0) ] da= 
t r 


2a 
1 2rp sen (8—a) Ya 
bot f 0) aa e (29) 
ù 
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Hemos hallado para la función u (r, 0) y para la conjugada de 
ésta v (r, 0) las expresiones integrales mediante los valores Ed 
u (p, 9) en los puntos de la circunferencia |z — zo | = p < R. 

La diferencia de la forma de las integrales en las fórmulas (1.2: 8) 
y (1.2:9) se explica en que, en la segunda de ellas, la función armó- 
nica v (r, 0) no se expresa mediante sus valores propios en la cir- 
cunferencia | 2 — Zo | = p, sino que so expresa mediante los valores 
de la función conjugada. No obstante, la fórmula (1.2:8), habiéndose 
establecido para cualquier función armónica en el círculo dado, 
es válida también para v (z, y). Por esta razón, para v (r, 0) se 
tiene una fórmula análoga a la obtenida para u (r, 0): 


2a 


$ pon Y 
vr, Q= f lt (1.210) 


La integral que figura cn el segundo miembro de la fórmula 
(1.2:8) ó (1.2:10), se llama integral de Poisson correspon- 
diente a la función u (p, a) o v(p, æ}, y la función armónica 


pr 


PEA cos 0 


se llama núcleo de la EN de Poisson. 
) 


Haciendo on la fórmula (1.2:8) u (r, 0) =1, obtenemos: 
la de å 
—r 
1 zj PFA abay A (1.2:11) 


fórmula que se empleará a continuación. 

En general, si ọ (œ) es una función real, definida y continua en 
el segmento [0, 2x1, llamaremos integral de Poisson a la expresión 
de la forma , 

z] 


1 para x 
A 2D) 


sin exigir que la función q (a) coincida con los valores de alguna 
función armónica u (p, a). En el ap. 1.5 se demostrará quo (1.2:12) 
representa una función armónica en el círculo |z — zo | < p, la 
cual tiende al límite q (x) cuando el punto (r, 0) se aproxima a algún 
punto (p, a). 

La integral de Poisson es análoga a la integral de Cauchy exten- 
dida sobre la circunferencia y puede ser obtenida de la última inte- 
gral mediante unas transformaciones. Con este fin, junto con la 
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fórmula de Cauchy 

1 e 

(== + a, (4.2:43) 
R-20i=0 

donde el punto z está situado en el interior de la circunferencia 
18 — Zo | = p, consideremos la integral de Cauchy que se obtiene 
al sustituir z por el punto 2* = z, + E que es simétrico a z 

z 


sE 
respecto de la circunferencia | E — zo | = p. Como el punto 2* está 
situado fuera de la última circunferencia, esta integral tiene que 
ser igual a cero: 


te LO (1.2:13') 
-201=p 


Rostemos miombro a miembro (1.2:13') de (1.2:13) y transfor- 
memos el resultado teniendo en cuenta que 


I—2=5—2— (829) = pera —ref0, 
e =t ah a) = peo psa 
y dE ipelo de. Resulta: 


rét- 


P. p ñ SS 
=n | 10 [+ 00] 4- 


1 2/8 P 
=4 j 1O -apne e ($.2:14) 


Ilemos obtenido la fórmula integral de Poisson para la función 
analítica f (2). 

Sustituyendo aquí f(z} por u(r, 0) + iw (7, 0), y (©) por 
u (p, e) + iw (p, a) y separando las partes real o imaginaria, obte- 
nemos de nuevo las fórmulas (1.2:3) y (1.2:10). 

De las fórmulas (1.2:8) y (1.2:9) se deduce fácilmente una fórmu- 
la importante que expresa la función analítica f (2) mediante los 
valores de su parte real en la circunferencia. Precisando, multipli- 
cando (1.2:9) por ¿è y sumando con (1.2:8), obtenemos: 

2n 


CPR ar 
1O tar fu, e [ AA + 


2rp sen (9—a) 
pF Srp cos (00) ] í 


+i 
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Pero la expresión que figura entre corchetes representa la fun- 
ción analítica de z: 


pet 2) 
peta) 


Por esta razón, 


1 


1(2)= ¿bo +37 (1.2:15) 


a 
Aquí io es una constante imaginaria pura, la cual representa la 
parte imaginaria de f (2,); claro, esta constante no puede determinar- 
se por la parte real de la función f (z). La fórmula (1.2:15) so llama 
fórmula de Schwarz 


De la fórmula (1.2:8) obtenemos para r = 0, o sea, para cl centro 
del círculo K: 


2a 


u (zo Yo =x heb. a) da, 


donde, como se ha convenido, u (p, œ) denota los valores de la fun- 
ción u (x, y) en los puntos de la circunferencia |z — zo | = p con 
el centro en Zo = zo + iyo. Escribiendo más detalladamente, ten- 
dremos: 


2n 


u (zo 1) =z | u (zo +pcosa, y+pseno)da. (1.2:16) 
ù 

Así, pues, el valor de una función armónica en el centro de una 
circunferencia es igual a la media aritmética de sus valores en la cir- 
cunferencia con el centro en este punto. Un el ap. 3.1 so demostrará 
que esta última propiedad es característica para las funciones armó- 
nicas. Más exactamente, se verifica la siguiente proposición: 

Sea u (z, y) una función real, uniforme y continua en un recinto G. 
Si pará cada punto zo = zo + iy EG existe un entorno |3 — zp |< 
< Ô (Zo), en el cual u (Zo. Yo) es igual a la media aritmética de sus 
valores tomados sobre cualquier circunferencia |z — zo | =p, 0< 
<p < Ô (zo), entonces u (x, y) es una función armónica en el recin- 
to G. 

1.3. Examinemos los puntos singulares aistados de una función 
uniforme armónica. Sea zọ un punto de éstos; sin restringir genera- 
lidad, supongamos que z) = 0 (siempre se puedo pasar a este caso 
mediante Ja sustitución z == z" + zp). Sca u (z, y) = u (r, 0) una 
función uniforme armónica en el recinto 0 < |z | < p. Designando 
con v (z, y) la función conjugada con ella, construyamos la función 
analítica f (3) = u + iv. Esta, por lo general, será multiforme (pues 
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la función v (£, y) también lo cs). Pero la derivada f'(2) - 2 — 
> üi 
=i y , evidentemente, es una función analítica uniforme y, por 


consiguiento, admite un desarrollo en serie de Laurent: f’ (2) = 


= Na Anz". de donde 


1()=A+AyLazl YAE mi) 
y, por consiguiente, 
u(r, 0)= Relf (2)]= 
+e 
ep E cos(n+1)0— 


— Er son (+10], 
donde n + —1. 

Esta no puede ser una función uniforme del punto si B- = 0; 
por ello P, =0, y, cambiando las notaciones de los coeficientes 
y del índice de sumación, obtenemos definitivamente: 


+ 
u(r, 0)=aInr+)) (an cosn0 + b, sen n0) r”, (4.3:1) 
e 
es decir, u (r, 0) es la pe. real de la función analítica 


alnz+ Y y (0 — tbn) 2" =a Ln 24-9 (2) 


(a es un número real). 

Si el punto z = 0 es singular para u (r, 0), tiene que ser también 
singular para a Ln 2 + ọ (2); por esta żazón, o q (z) tiene un punto 
singular en el origen de coordenadas (un polo o un punto singular 
esencial), o bien q (z) es regular en este punto, y entonces, necesa- 
riamente, a e 0 

Examinemos estos casos; 

1) z = 0 es un punto singular de la función « (2), es docir, al 
menos uno de los coeficientes a-r, by, ..., Gns Pons --. 8 
diferente de cero. Supongamos, para precisar, que a-m 0 (m > 1), 
y demostremos que u (z, y) toma todos los valores reales en cual- 
quier entorno |z | < e del origen de coordenadas. Como la función 
real u (x, y) es continua para 0<|z|<s y, por consiguiente, 
no puede pasar de un valor a otro sin pasar por todos los intermedios, 
es suliciente demostrar quo x (z, y) toma valores positivos y nega- 
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tivos arbitrariamente grandes en valor absoluto. Supongamos que 
osto no es cierto; entonces u (r, 8) no toma, por ejemplo, valores 
positivos arbitrariamente grandos, es decir, está acotada superior- 
mente: 

u(z, y) <C 


(si está acotada interiormente, entonces se considera la función 
—u (z, y). 

Multiplicando ambos miembros de la fórmula (1.3:1) por cos m0 
e integrando entre los límites O y 2x, hallaremos: 


la 
j u (r, 0) cos m0 dO = 7 (Ape? + dom). (1.3:2) 
h 
Además, de (1.3:1) obtenemos: 
2n 
į u(r, 0) d0 = 2n (29+ Inr), (1.3:3) 


g 
y, por consiguionte, 
nl (aot aln t) € (d 4.17") = 


2x 


= u (r, 0) (1 = cos m8) d0 < 27C. 


Elijamos aquí el signo +de modo que sea d d-m = | &-m |; enton- 
cos tendremos: 


(fanm ™ + 2an r) + 20, + am” < 2C 


para todos los valoros de r, 0 < r < e, lo cual, evidentemente, es 
imposible, puesto que [dm |r” + 2a lnr- -+ o, si r= 0. 

) z = O os un punto regular de la función q (2). n este caso 
el desarrollo de la función u (r, 6) es de la forma 


u(r, 0) =a Inr- 2) (a, cos nð +bn sen d0) r", (1.3:4) 


de modo que la difereucia u (r, 0) — a ln r es una función armónica 
en un entorno del punto z = Ô (incluyendo este punto). Del último 
desarrollo se deduce que u(r, 0) — œo para r— 0, precisamente 
tiende hacia <-00 si a < 0, y hacia —oo si a >U. En este caso. 
el punto z = 0 se llama polo logarítmico de la función armónica 
y el término a ln r se llama parte principal de la función u (r, 0) 
on el entorno del polo logarítmico. 

Los resultados del examen realizado se pueden expresar mediante 
la siguiente proposición. 
111234 
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Teorema. Una función uniforme y armónica u(x, y) = 
= u (r, U) cuando z = re? tiende hacia el punto singular aislado 
z = 0, o tiende hacía el infinito con un signo determinado y entonces 
admite un desarrollo de la forma 


u(r, 0) =a lar- Y (a, cosn0+-b, senn0)r", (a0), 


o bien, toma todos los valores reales en cualquier entorno de este 
punto y entonces toma la forma 


+» 
u(r, 0) =alar+ Y) (an cosn0 + bn sen n0) r”, 
donde al menos uno de los coeficientes amy, bais -ns Gens Dans +++ 


os diferente de cero. 


Gorolario. Si una función uniforme u (r, B) es armónica 
en el recinto 0 < r < p y está acolada en valor absoluto en un entorno 
del punto z = 0, entonces esta función admite un desarrollo de la forma 


u(r, 0)= j (an cos n0 + bn sen n0) r", 


es decir, z = 0 no es un punto singular de u (r, 0). 

4.4. Aplicando las fórmulas que se establecieron en el ap. 1.2, 
so pueden demostrar unos cuantos teoremas generales relativos 
a la convergencia uniforme do las sucesiones de funciones armónicas, 

Demostromos que, si para una sucesión {fn (2)) de funciones ana- 
líticas en un recinto G, la sucesión de sus partes reales [un (x, y)) es 
uniformemente convergente en el interior G y, además, es conver- 
gente la sucesión de los valores de las funciones en ulgún punto cual: 
quiera z € G, entonces {fa (2)) es uniformemente convergente en el 
interior de G. 

Demostremos primero la convergencia uniforme de la sucesión 
{fu (23) en el interior del círculo |z — zp | < d (z), cuyo radio es 
igual a la distancia desde zo hasta la frontera del recinto G. Con 
este fin. expresemos f, (z) mediante 7, (x, y) según la fórmula 
(1.2:15); obtendremos: 

2a 
hAPP | un (o a 


G 


Fijando r, 0 < r < d (zp) y eligiendo p de modo que se cumpla la 
desigualdad r < p < d (zo), hallaremos que para todos los puntos z 
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pertenecientes al círculo |z — 2, | < r y para cualesquiera n y p: 
lfnsp (2) —$n (2) |= 
7 
= EGH 09) + | lumen (o. a) 
i 


i 
un (p, a) AEEA aa 
= 


20) 
<I RM|+ max |unip (ps 0) —un (p, a) | LE 
Otac2a Bra 


Como Bf» = Im [fn (20)1 y la sucesión {fn (20)) es convergente, 
y, además, la sucesión (un (z, y)) es uniformemente convergente 
en la circunferencia | z — zo | = p, para cualquier e > 0, para todos 
los valores de n suficientemente grandes y para cualesquiera p 
naturales, tendremos: 


lÍn+p (2) —fn (2) | <e, |2— zo| <r <d (20), 


do donde se deduce la convergencia uniforme de la sucesión {fn (2)) 
en el interior del círculo d (zp). 

Queda establecido que, en las condiciones del teorema en cues- 
tión, de la convergencia de la sucesión (f, (2)) en nn punto cual- 
quiera del recinto se deduce la convergencia en un círculo con el 
centro en este punto, de radio igual a la distancia desde este punto 
hasta la frontera del recinto. Por consiguiente, el conjunto Æ de 
todos los puntos de convergencia de la sucesión {fa (2)) en el recin- 
to G posee las siguientes propiedades: éste no es vacío, y si algún 
punto z pertenece al mismo, entonces también pertenecen a éste 
todos los puntos del círculo con el centro en z, de radio igual a Ja 
distancia desdo z hasta la frontera dol recinto G. Pero, entonces, en 
virtud del lema c) del ap. 4.5 del capítulo primero, este conjunto 
coincido con todo el recinto G. Por lo tanto, ff, (2)) cs convergente 
en todo el recinto y, debido a lo demostrado antes, es uniformemente 
convergente on el interior de cada circulo | ¿ — z | < d (2), donde 
d (z) os la distancia desdo el punto z € G hasta la frontera del recin- 
to G. Pero esto significa que la sucesión (f, (2)) es uniformemente 
convergente en el interior de G (véase el ap. 4.1 del cap. tercero). 

Del teorema demostrado se deduce la siguiente proposición: 

El límite de una sucesión de funciones armónicas que es uniforme- 
mente convergente en el interior de un recinto G, es una función armóni- 
ca en este recinto, 

Evidentemente, es suficiente demostrar esto para un entorno 
de un punto arbitrario zp € G. Sea K: |z — zp | < d (zp) un círculo 
con el centro en Zo de radio igual a la distancia desde z, hasta la 


11 
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frontora del recinto G. Construyamos para cada una de las funciones 
dadas un (z, y) una función v, (z, y) que sea conjugada con ën (£, y) 
en el círculo X; la constante de integración que figura en la deter- 
minación de v, (z, y) la elegiremos de tal modo que se cumpla la 
condición: V, (Zo, Yo) = 0 {n = 1, 2, ...). Obtendremos una su- 
cesión de [funciones uniformes analíticas fn (2) = Un (x, Y) + 
+ iv, (z, y), para las cuales la sucesión de los valores en el punto zo 
coincide con la sucesión {un (Zo, Yo)) y, por consiguiente, es con- 
vergente. 

Según el teorema precedente, sacamos la conclusión de que 
{fn (2)) es uniformemente convergente en el interior de K. En virtud 
del teorema de Weierstrass, lim fa (2) == f (z) es una función anali- 

no 


tica en el interior de X y, por consiguiente, Re ff (z)] = u (x£, y) 


es una función armónica en K. Pero u (x, y) = lim up (2, y), con 
noo 


lo cual se termina la demostración. 
Finalmente, demostremos la proposición siguiente: 


2 
Teorema de Harnack. Si la serie Zun (2, y), cuyos 


términos son funciones armónicas no negativas en un recinto G, es con- 
vergente en un punto Zy = Zo + iyọ de este recinto, entonces es uni- 
formemente convergente en el interior de todo el recinto G. 


Demostromos la convergencia uniforme de la sorie en el círculo 
| z — Zo | < d (zo), cuyo radio es igua] a la distancia desde el pun- 
to za hasta la frontera del recinto G. De aquí, teniendo en cuenta 
el lema del ap. 4.5, cap. primero, se deducirá la convergencia uni- 
forme en el interior de todo el recinto G, del mismo modo que se llevó 
a Cabo Ja demostración del teorema precedente de este apartado. 

Sea r un número positivo que satisfaga a la condición 0 < r << 
<< d (zp). Entonces, para todos los puntos z del círculo cerrado 
{2 — zp | <” y para un p tal quer < p < d (zp), se tiene, en virtud 
de la fórmula (1.2:8): ” 

a 
1 pra 
tta (r, 0) =z fun (P: a) -aarp coea 
i 
de donde, teniendo en cuenta que un (p, a), así como el núcleo 


de la integral de Poisson, son funciones no negativas, deducimos que 
la 


da, 


pa 1 
m e max ma E j un (p, 0) de. 


2 
Es obvio que la función IFA p e ay Para valores 


P 
fijados de r y p(r<p) alcanza el máximo cuando @0—a = 2kn, 
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fa 
y éste es igual a nesa 


virtud de la fórmula C 2:18): 


Z. Obsérvese también que, en 


p 


+ To (P, a) da =- un (o Yo): 
` 


Por lo tanlo, en todos los puntos del círculo |2—2p|<r la 
función un (7, 0) satisface a la desigualdad: 


mt 0) PEE 


Un (Zos Yo) (n=1, 2,...). 


Como en el segundo miembro figura el término general de una serie 
convergente de términos constantes no negativos (pues, , según la 


condición, la serie 5 Un (Zo, Yo) es convergente), la serie )) un (r, 0) 
1 


cs uniformemente convergente en el círculo |z — zo | < r y, final- 
mente, debido a la arbitrariedad de r < d (zo), es uniformemente 
convergente en el interior del círculo |z — 2, | < d (zo). Con esto 
so termina la demostración del teorema de Harnack. 

Formulando este teorema en términos de las sucesiones de fun- 
ciones (y no de la serie), tendremos: si una sucesión de funciones 
{un (r, 0)), que son armónicas en un recinto G y satisfacen en este 
recinto a la condición Va (r, 0) << Vass (r, 0), es convergente en un 
punto del recinto, entonces es uniformemente convergente en el interior 
del mismo. 

Esta proposición se reduce inmediatamente a lo anterior, haciendo 
us (r, 0) = v (r, 0) y Un (r, 0) = vn (r, 0) — onai (r, 0) (n > 1). 

1.5. Del principio del módulo máximo, que es válido para las 
funciones analíticas, se deduce la proposición correspondiente para 
las funciones armónicas. 


Teorema. Una función u (x, y) que es armónica en un recin- 
to G y no es idénticamente constante, no puede alcanzar ni el máximo 
ni el mínimo en los puntos interiores del recinto G. 


Demostración. Sea zg = To + iya un punto del recinto G 
y sea K un círculo con el centro en oste punto, situado en este recín- 
to. Formemos una función armónica v (z, y) que sea conjugada 
con u (x, y) en el círculo K. Como este círculo es un recinto simple- 
mente conexo, la función analítica y (2) = u (z, y) + tv (z, y) será 
uniforme en el mismo (solamente hay que elegir de un modo deter- 
minado la constante que figura en la definición de la función v (z, y), 
por ejemplo, exigiendo que sea v (Zo, Yo) = 0). Formemos ahora 
la función f (z) = exp lp (2). Esta también será uniforme y anali- 
tica en el círculo K, expresándose su módulo |f (z) | mediante 
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u (e, y) según la fórmula 
14 (2) | =exp fu (z, y)l- 

Si la función n (x. y) tuviese máximo en el punto (Zo, yo) el 
módulo |f (z) | también tendría máximo en este punto, lo cual, 
en virtud del principio del módulo máximo, es imposible (f (2) += 
Æ const, puesto que u (e, y) = const). De] mismo modo nos con- 
vencemos que u (x, y) no puede tener tampoco mínimo en el punto 
(o, Yo), puesto que si se alcanzase el mínimo en este punto, la 
función armónica —u (x, y) tendría máximo en el mismo. 

Se puede obtener otra demostración de esto teorema observando 
que la función analítica w = q (z) Lransforma el ontorno | z — Zo | < 
< p en un recinto g que contiene al punto wọ = Q (z). El recinto g 
contiene puntos cuyas abscisas u son menores que to = Re fọ (zo) = 
= u (zo, Yo) y también puntos cuyas abscisas son mayores que 
u (£o, Yo). Por consiguiento, u (x, y) toma en el entorno dado tanto 
valores mayores que i (Zo, Yo) como valores menores que éste, de 
donde se deduce el teorem: 

De la proposición demostrada se deduce que una función real 
u (x, y) que es continua en un dominio G y es armónica en el recin- 
to G, alcanza sus valores máximo y mínimo en los puntos frontera 
del recinto. Por esta razón, si una función tal conserva un valor 
constante en la frontera del recinto G, entonces sus valores máximo 


y mínimo en todo el dominio G coinciden y, por consiguiente, ella 
es constante en el recinto G. En particular, se puede enunciar la 
siguiente proposición: 


Teorema. Si dos funciones us (£, y) y Us (z, y) son continuas 


en el dominio G, son armónicas en el recinto G y sus valores coinciden 
en todos los puntos frontera del recinto G, entonces estas funciones 
coinciden en todos los puntos del recinto G. 


En efecto, la diferencia de estas funciones es una función continua 
en G y armónica en G, la cual so anula en todos los puntos frontera. 
Por consiguiente, csta diferencia es igual a cero en todo el recinto G, 

Este último teorema garantiza la unicidad de la solución del 
siguiente problema importante que surge en muchas cuestiones 
de la mecánica y de la física. 

Problema de Dirichlet. En la frontera de un recinto 
G está definida una función real, uniforme y continua q (E). Hallar 
una función u (x, y) que sea continua en el dominio G y armónica en 
el recinto G y que coincida con q ($) en todos los puntos frontera. 

Señalemos una de las múltiples interpretaciones físicas de esto 
problema, suponiendo para precisar que el recinto G está limitado 
por una curva cerrada de Jordan P. 
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Consideremos una membrana, es decir, un cuerpo de la forma 
de una placa, cuyo espesor sea considerablemente pequeño en com- 
paración con las demás dimensiones y que pusca una resistencia a la 
flexión insignificante en comparación con las fuerzas de tensión $ 
(estas últimas están aplicadas al contorno de la membrana, son 
normales al contorno y, a la vez, llevan las direcciones de las tan- 
gentes a la superficie de la membrana). La tensión será debida a que 
el borde de la membrana está sujeto rígidamente al contorno, 

Supongamos que la proyección ortogonal del contorno sobre el 
plano xy coincide con la curva T y que todos los puntos de la membra- 
na se proyectan sobre el interior del recinto G; designemos con u = 
= u (x, y) la cota del punto de la membrana cuya proyección es 
(z, y). En la teoría de Ja elasticidad se demuestra que en estado 
de equilibrio, bajo la acción de una carga p, calculada para una 
unidad de área de la superficie y dirigida ortogonalmente al plano 
æy, la función u (æ, y) satisface a la ecuación: 

Pu 


Si no hay ninguna carga (on particular, si se puede despre- 
ciar el peso de la membrana), esta ecuación toma la forma 


de donde se deduce gue la cota de un punto de una membrana sio 
carga en cstado de equilibrio, es una función armónica, Para deler- 
minar la forma de la superficie de la membrana, se debe hallar una 
función que sea armónica en el recinto G y que tome en los puntos 
de la frontera I unos valores dados, que están condicionados por 
la forma del contorno de la membrana, es decir, se debe resolver 
el problema de Dirichlet. 

Reciprocamente: cualquier probloma de Dirichlet se puede inter- 
pretar como el problema de la averiguación de la figura de equilibrio 
de una membrana sin carga que está sujeta a un contorno rígido 
de una forma dada. 

Ahora nos ocuparemos de la resolución de este problema para 
el caso elemental, pero muy importante, en que el recinto G es un 
círculo |z — Zo | < R y, por consiguiente, la frontera del recinto 
G es la circunferencia l: | ¢ — zo | = R; entonces la función q ($). 
definida en T, se puede considerar como una función del ángulo potar 
a de un sistema polar de coordenadas con el polo en el contro del 
circulo zp: 


PH pz 1 Re)=p (0), Uxa<2a, 


que satislace a la condición q (0) = q (2m). 
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Empecemos con la suposición simple de que q (a) coincide con 
los valores 1 (R. œ) que toma en I una función u (r, 0) que es armó- 
nica en un círculo | z — Zo | < R’, de radio mayor que R. Entonces 
la función u (r, 0) será la solución del problema de Dirichlet (como 
ya sabemos, es la única). 

Expresándola mediante la integral de Poísson 


2a 


1 —rè 
ut, 0 = 7r fuin, a) apem osa e T<R 
tj 


podemos sustituir aquí u {R, a) por q (2) y, por consiguiente, ob- 
tenemos definitivamente la solución del problema en forma de la 
integral do Poisson, bajo el signo de la cual figuran los valores 
frontera dados do la función armónica 

2a 


A Ri—re 
u(r, 0) > j MA 


Supongamos ahora que p(a) es una función arbitraria de la 
variable real œ, dada a priori y continua en el segmento |Ù, 27). 
Formemos para ella la integral de Poisson: 


2n 
1 Rmn 
z) P(O ayain enoa u 


una función u(r, 0) del punto z = Zo + r0 = 2 + iy, es armó- 
uica en el interior del circulo G, y, en segundo lugar, que al apro- 
ximarse el punto z por el interior del círculo a un punto arbitrario 
E = Zo + (tela, situado en T, la función « (r, 0) tiende al límite y («). 
Después de esto no habrá más que observar que, extendiendo la 
definición de w (r, 0) a todos los puntos de la circunferencia P y 
haciendo v (R, œ) = q (a), resulta una función que satisface a todas 
las condiciones del problema de Dirichlet, correspondiente a la 
función dada 4 (0). 
Comenzaremos con que el núcleo do Poisson 
Ror? 
MeF re— 2hr cos O 


y demostremos, en primer lugar, que esta integral, considerada como 


se desarrolla en serie (1.2:4) (sustituyendo p por R), la cual es 
uniformemente convergente en el interior del circulo G: 


Brt 2 
Riq- r2 —2Rr cos (U—0) 


2 X Zs cosn (0—a). 
r] 
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Multiplicando esta serie por 9 (a) € integrando término a lér- 


mino respecto de œ, suponiendo r< R constante, obten- 
dremos: 
LE ma 
-r 
xi Aaa = 
5 


2n 


=x] 


2n æ 


23 
=E j q (a) da + 2 f p (a) cos na da cos nÀ -4 


2n 


oada LA f g (a) cosn (0— a) da ~= 
: 


2n 
+ air | P(o) sen nada sen m]. (1.5:2) 
y 
Haciendo 
la la 
=p Vo (o cosmada, fu» -sr | $ (0) sen nado. (ni 4), 
y y 


nos convencomos que 


[en + ¿Bn |= 


t la 1 la 
x= f q (a)e-imida |e r f lọ (2) |da 
[9 v 


yi 


Bl Y E foo lda, 
š 


l 
de donde Re —=—— . 
lim $ [eE Bn 
En virtud do la observación hecha en el ap. 1.2 (pág. 155) de 
aquí se deduce que la serie (1.5:2) representa una función armónica 
en el círculo G, es decir, la integral (1.5:1) represe: una función 
armónica en este círculo. Designemos esta función mediante u (r. 0): 


lx 
t Bar 
Aa o= f (0) a eos Uza e 


ù 
y demostremos que, para cualquier punto Lo = Zo + Reto situado 
en T, w (r, 0) tiende hacia el límite q (æo), cuando z = Zo + relé 
{r < R) liende a $o. Sin restringir generalidad, se puede suponer que: 
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Z = (1, puesto que el valor del ángulo polar œ depende solamente 
«de la elección de la dirceción del eje polar, y siempre se puede hacer 
«que este último pase por cualquier punto E, € F. Así, pues, se tiene 
que demostrar que 
lim lu (r, 9) —q (0)] = 0. 
amma t, 9—0) 
Utilizando la fórmula (4.2:14), escribamos q (U) on la forma 
2a 
1 à mor 
O= 10 panoa e 
> 
Por consiguiente, la diferencia dàr, 0)=u (r, 0)—q (0) puede 
escribirse así: 
2a 
lar 


4 y 
dt, Y =ar j Mp le (45:3) 


Sca e un número positivo arbitrario. Teniendo en cuenta que 
Ja función q (æ) es continua en el punto a = Q, elijamos $ (e) > 0 
de tal modo que para |æ |< 25 (e) se cumpla la dosigualdad 


Ir-r O< 


Designemos ahora con 0, aquel arco de la circunferencia Y, 
para cuyos puntos sea |æ|<<2ð (e), y designomos con Be el arco 
complementario. Entonces, de la fórmula (1.5:3) hallaremos: 


oil flem esa 
e Že 


Acotemos cada uno de los términos del segundo miembro. Para 
el primero de ellos tendremos: 


1 et Ri— ok 
la Ves a $ FAR 0a E 


O e 
E Rr? e 
<T™ j Te FAZER cos Ba) ba 3 


Para acotar ol segundo, observomos primero que la función 
«y (0) —9 (0) está acotada en el segmento (0, 27]: | 9 (%) —p (0)] <M. 
Fxijamos que para ol punto (r, 6) se cumpla la condición 
¡0|<6 (e). 


Como para los puntos del arco Ze el ángulo polar æ pertenece al 
intervalo (20(e), 2m—26 (£)), para estos mismos puntos «—® per- 
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tenecerá al intervalo (ð (e), 2x—ó (e)). Por consiguiente, se cum- 
plen las desigualdados 


E 2r ma 
cos (80) < eos ò (e), 73 arcos 02) O MFA ose 


Ri—re 1 mor 
Mirco bej zf da< M aya ah Tosde) * 


Para r— R el segundo miembro de la desigualdad tiendo 
a cero y, por lo tanto, puede hacerse menor que 5 si Rer< 
< ô' (e). 

Asi, pues, para [O] <B(e) y R—r<ð' (e) se cumple la desi- 


gualdad 
eola flal flee 
s È 


e 
do donde se deduce que 


li , 0) — p (0 E 
e iS 


Extendamos la definición de la función armónica u (r, 0) a los 
puntos de T, haciendo 


u(R, )=q(%), Ox<xa<2n, 
entonces la función w (r, 9) será continua en el círculo corrado 
|z — zo | < R. Su continuidad en cada punto interior del círculo 
es evidente. Sea (R, a) un punto frontera; entonces, para cualquier 
sucesión do puntos interiores ((,, 0)}, que converja hacia (R, a), 
según lo demostrado, se tiene: 

limu (rn, 0)=q (2) =u (R, a) 


y como la función (0) es continua, resulta que para sucesión do 
puntos frontera {(R, 2%,)), convergento hacia (R, œ), se tiene: 
limu(R, 4.) = lim q (0%) =p (a) =u (R, a). 

Por consiguiente, u (r, 0) es también contínua en los puntos 
frontera del círculo. 

Así, pues, hemos obtenido la solución del problema de Dirichlet 
para el círculo en forma de una integral de Poisson de la función 
dada «q (a): 


za 
1 Hr 
ulr, d=] Larra de 


D 


Del resultado obtenido se puedo deducir un corolario, referente 
a las series de Fourier. Escribamos para esto el desarrollo de Fou- 
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rier correspondiente a la función q (a): 
2x 


vo~ j ood+ 


o la 2x 
+5 E $ pt) cosnt de cosna+ f q (£) sen né de sen na] 
t 0 


y comparómoslo con la serio (1.5:2) para los puntos (r, 0) que 
pertenecen al radio que va dirigido hacia el punto «a (es decir, 
ĝ=a): 

27 


u(r, a= [004 
0 2x ee M 
+3 [2 j q (1) cos nt di cosna + | (0) son nt dt sen na ] (4): 


Los términos de la última serie se distinguen de los términos de la 


» 
serie de Fourier en quo figuran los factores de la forma (F) =p", 


donde p <1. Si p tiende a 4, según lo anterior, tendremos: 
limu (r, a) =q (2). 
rak 

Hemos obtenido el siguionte resultado: si cada uno de los térmi- 
nos de la serie de Fourier de una función periódica continua q (2), de 
período 2x, se multiplica por la (n-ésima) potencia correspondiente 
del número p, el cual es menor que 1, resulta una serle convergente, 
cuya suma tiende uniformemente hacia ọ (a) cuando p tiende a Y. 

Hemos obtenido un método de definición de la función q (4) 
partiendo de la serie de Pourier, el cual puede no ser convergento. 
Tales métodos se llaman generalmente métodos de suma- 
ción de la serie, y el método especial obtenido de sumación lleva 
el nombre de método de Poisson (o de Abel). 

Del último resultado se deduce la proposición utilizada anterior- 
mente en el ap. 4.3 del cap. quinto: para cualquier función continua 
yp (0) de período 21 y cualquier e > 0 existe un polinomio trigonomé- 
trico t (0) tal, que 


ItO  0<0<2. 
En efecto, podemos hallar primero un po, 0<p.<1, tal que sea: 


[O-ro 5 (an cosn+ Basen8) pp} ] <=, 0x027, 
: 
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donde do, Œn, Ba son los coeficientes de Fourier de Ja función y (0); 
después, aplicando la convergencia uniforme de la serie que figura 
entre llaves, se puede Lomar una suma parcial v (0) tal que se cumpla 
la desigualdad pedida. 

1.6. Apliquemos las transformaciones conformes al estudio de 
las funciones armónicas. Estas aplicaciones se fundan on el simple 
hecho de que, al transformar conformemente un recinto G en otro D, 
las funciones armónicas en G se transforman on funciones armónicas 
en D. En efecto. si 1 (z) = u (z. y) = Re IF (2)), donde F (z) es 
una función analítica en el recinto G, y w = f (2) transforma confor- 
memente G en D, entonces la función transformada 


12 (w) =u [f> (w)] = Ro {F 1/7 {w} 


es la parte rea] de la función F ff- (w)l, la cual es analítica on el 
recinto D y, por consiguiente, también os una función armónica. 

Unilicemos esta observación para obtener, para un recinto arbi- 
trario acotado y simplemente conexo G, unas fórmulas análogas 
a la integral de Poisson. 

Fijemos un punto arbitrario z € G y designemos con f (2) = 
= fz (2) la función que transforma conformemente el recinto G en 
el círculo unidad | w | < 1, de modo que sea f (zo) == 0 y f’ (zo) > 0. 
Si u (3) = u (x, y) es una función armónica en este recinto, entonces 
u lp (w) = u* (w) = u* (r, 0) es una función armónica en el 
círculo unidad. Para ésta tendremos: 

27 


w O= | uO ada futo aE, 
i 


donde ds es el clemento de longitud de arco de la circunferencia. 
Volviendo al recinto G mediante la transformación z = f~ (w), ob- 
tendremos la expresión del valor u (zp) mediante la integral a lo 


largo de la curva yp que es la imagen de la circunferencia | w | = p: 
4 (E) | de 
(6) ue y) = zy | uo ALA, (1.6:1) 
Ya 
donde do i endo de longitud del arco yp. Transformemos la 
E 


expresión OT > Con este fín, consideremos el elemento de longitud 


dv do una línea que pase por el punto ¢ € yp y que sen la imagen del 
radio del círenlo. Como la transformación es conforme, el elemento dv 
lleva la dirección de la normal a Ja curva yọ. Convendremos en que 
ésta sea la dirección de la normal interior. Como resultado de la 
transformación w = f (z), | f’ ($) | dv se converlirá en —dp (en nues- 
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tras condiciones, dp < 0), | f ($) | se convertirá en p y, por lo tanto: 


ioe e am dm 
e p 


1 
O FOr 


de donde 
1 
ro rar 
MOT dy e 
donde el símbolo -Ž denota la derivada en dirección de la normal 
interior a yp. Por consiguiente, la fórmula (1.6:1) puedo represen- 
tarse en la forma 
La 
ej 
Yo 


1 
ES 
F ll 
—— de. (1.6:2) 
Esta es la fórmula pedida. 
Examinemos más detallad. te la función In £ —. Como 
ás detalladamen: ón n ar mi 


la función fz (z) tiene un cero simple único en el punto zp, ésta 
puede expresarse cn la forma 


Fra (2) = (2—20) Quo (2), 
donde q.,(2) es una función analitica que no se anula en el 
recinto G. Por consiguiente, 


In =In 


1 A +1 1 
Maa) 1 lsc] 14 01” 
de donde se ve que la función —In | fay (z) | poseo las siguientes 
propiedades: 

1) ésta es una función armónica en el recinto G para 2% zo y 
tione un polo logarítmico en el punto zo con la parte principal 
—ln |z — zo |; 

2) no cs negativa, puesto que |f (2) |< 1, y tiende a cero 
cuando el punto z tiende hacia la frontera T' del recinto G (puesto 
que en este caso el punto w = f (2) tiende hacia la circunferencia 
unidad). 

La función que poscu estas propiedades se llama función 
de Groen del recinto G (para el problema de Dirichlet) y se de- 
signa así: g (z, Zo). Fácilmente so observa que las condiciones enun- 
ciadas determinan a g (z, zp) de un modo único. En efecto, si g (z, 20) 
satisface a las mismas condiciones, entonces 


g (2, 2) —E (2, 20) 
es una función armónica en el recinto G (incluyendo el punto zp) 
que se anula en T. Por esta razón, E (z, 2) — 2 (z, 20) = 0. 
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Mediante la definición introducida aquí, la fórmula (1.6:2) 
se puede escribir en la forma: 


ula) į wg ER gy, (1.6:2} 
Zo 
Si en lugar del punto z, se toma otro punto z; € G, entonces 
habrá que utilizar la función fz, (z) que transforma G en el círculo 
unidad |w] <1, de modo que fa (21) =0 y fa (i) > 0, y las 
imágenes circulares p¿ que corresponden a esla Lransformación. 
Se puede conseguir la transformación w, = fa (z) en dos etapas: 
transformando G en el círculo unidad | w | < 1 mediante w = fz (2). 
donde el punto z; irá al punto fza (24), y transformando después el 
círculo unidad sobre sí mismo, de modo que este último punto vaya 
al origen de coordenadas y que la derivada de la transformación 
resultante sea positiva para z = Z}. Oblendremos: 
falo) =00 BEE, 
A 19 ED fz (8) 


donde œ se debe clegie de tal modo que sea f;,(2)>0 (es nece- 
sario hacer 


a= — Arg fz (21)). 


De aqui que 
SA E AG) eS 
da a aora CED 
Observando que 
Els 2)=1 77 
Es Tzs ED) 
y que (según la fórmula (1.6: 
op AAN 1 
E (zo 8) = M A ET 


(puesto que fay (zo) = 0), sacamos la conclusión que: 
8 (21, 2) =£ (Za, 21). (1.6:4) 


Esta relación expresa la propiedad de simetría de la función 
de Green respecto de sus dos argumentos. 

El camino de integración pp en la fórmula (1.6:2') está Jigado 
con la elección del punto zp; al pasar del punto zy a otro punto z, 
se tiene que cambiar la curva y, por otra curva yp, que es Ja imagen 
de la circunferencia [w|=>p en la transformación z = fz! (w). 
Para obtener una fórmula que esté libre de este defecto, utilizaremos 
una transformación fija w = f (z) = fz, (z); en este caso, un punta 
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arbitrario z situado'en el interior de yp irá a un punto w = ret? 
situado en el interior de la circunferencia | w | = p. Por consiguiente, 
tendremos: 


2 
alto O= g | uo o) e 
3 


pl 


mm e 


E OL A102_ 101 


1 | y 
Sa) TO TI 


La integral obtenida representa una función armónica u (z) para 
todos los puntos z situados en el interior de la curva fijada yp. 

Obsérvese sin demostración, que haciendo ciertas suposiciones 
particulares respecto de T (por ejemplo, suponiendo que I es una 
enrva lisa cerrada de Jordan, para la cual el ángulo a de inclinación 
de la tangente, considerado como función de la longitud del arco o, 
satisfaco a una condición de la forma | æ (0°) —a (a) | < C | o” — 
— o' [*,2>>0), la función fz (z) posee derivada continua fz (2) 
enel dominio G. 

En este caso, partiendo de una función u (z) que sea continua en 
G y armónica en G, al pasar al círculo | w | < 1 obtendríamos tam- 
bién una función u* (w), continua en el círculo cerrado y armónica 
en el interior del mismo, para la cual, 


2n 
wozi i u* (4, 0) dð, 


x= 
ù 

Repitiendo los mismos cálculos que anteriormente, hallaremos que 

en las condiciones impuestas a I la fórmula (1.6:2') os válida 

también para r— 1, es de cuando y, coincide con D: 


u= f uq El do, (1.6:2) 
y 

Si en P a priori se ha dado una función continua u (€), entonces 
esta misma fórmula resolverá el problema correspondiente de Diri- 
chlet. 

Sin desarrollar más estas observaciones respecto de la fórmula 
(1.6:2”), demostremos aquí también que el problema de Dirichlet 
admite solución para cualquier recinto G limitado por una curva 
cerrada de Jordan T. 

Sea q (£) una función continua en P. Realicemos una Lransfor- 
mación conforme del recinto G en el círculo unidad mediante la 
función w = f (2). En el caso considerado. esta función establece 
una correspondencia homeomorfa entre F y la circunferencia unidad 
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y. por consiguiente, translorma q (2) en una función uniforme y 
continua ọ* (7) (|7| = 1). 

Resolvamos el problema de Dirichlet en el círculo unidad para 
la función q* (1); obtendremos la función armónica 


2a 


=| 


Volviendo al recinto G mediante la transformación inversa 
z=f" (w), obtendremos una función u (z} = u* [f (z)l, continua 


en G, la cual toma en T los valores q (t) y es armónica en el recin- 
to G. Esta cs la solución del problema planteado. 


u* (10) =u* (r, 0) = 


$ 2. SIGNIFICADO DE LAS FUNCIONES ANALITICAS DE VARIABLE 
COMPLEJA EN LA HIDROMECANICA. 
PERFILES DE JOUKOWSKI—CHAPLIGUIN 


2.1. Vamos a estudiar el movimiento plano (pla- 
no-paralelo) estacionario de un fluido ho- 
mogénoo incompresibloe, Este movimiento se caracte- 
riza en que la velocidad de cada partícula del fluido representa un 
vector que es paralelo a un mismo plano (x, y) y depende solamente 
de las coordenadas z e y de la proyección de esta partícula sobre 
este plano (es docir, que no depende de la tercera coordenada t 
ni del tiempo). En este caso es suficiente estudiar solamente el 
movimiento de las proyccciones de Jas partículas del fluido sobre 
el plano (x, y), es decir, considerar todo el movimiento como un 
movimiento pla n o. De acuerdo a esto hablaremos del movimiento 
del fluido en el plano (z, y). Sea G un recinto del plano ocupado 
por el fluido cn movimiento. El conjunto cerrado F que es comple 
mentario a G respecto del plano se puede considerar como el conjun- 
to do las proyccciones de los cuerpos sólidos cilíndricos que son 
cirenndados por el fluido en ol espacio. A las componentes conexas 
separadas del conjunto F las Hamaremos simplemente euor pos 
sólidos,circundados por el fluido. En el esque- 
ma presente éstos son inmóviles. Pero también se puede reducir 
a osto esquema el caso del movimiento do traslación rectilíneo y 
uniforme de un cuerpo sólido (o de un sistema de cuerpos sólidos) 
en el fluido. Para ello. en virtud del principio clásico de Galileo, 
es suficiente comunicar a todo el fluido en su conjunto una velocidad 
constante en magnitud y dirección, igual a la velocidad de cualquier 
punto del cuerpo. Entonces, el fluido, en lugar de estar en reposo 
en el infinito, tendrá esta misma velocidad y los cuerpos cireundados 
se podrán considerar como inmóviles. 


121234 
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Sean u (x, y) yv (r. y) las proyecciones sobre los ejes coordenados 
del vector de la velocidad de la partícula del fluido que está situada 
en el punto (z, y), (se supone que estas funciones son continuas). 
Consideremos algún arco y de nna curva lisa que una dos puntos 
2, y za del recinto G. Si ds es el elemento del arco y y n es la direc- 
ción de la normal a ds, trazada de tal modo que z quede a la derecha 
dol arco y durante el recorrido del mismo desde el punto z, hasta 
el punto Zs, entonces el área del paralelogramo construido sobre ds 
y el vector de la velocidad u + iv, es, evidentemente, igual al pro- 
ducto de ds por la proyección de este vector sobre la normal, es 
decir, es igual a 


[cos (ri, 2) | v cos (a, y) ds. 241) 


Esta magnitud tendrá el signo —, si el vector de la velocidad forma 
con a un ángulo agudo, y el signo —. si este ángulo es obtuso. 
Evidentemente, el paralelogramo indicado se puedo considerar como 
la base de un paralelepípodo recto cuya altura es igual a 1 (perpen- 
dicular al plano zy). El volumen de este paralelopípedo coincide 
en valor absoluto con el número (2.1:4), el cual representa por lo 
tanto el volumen, tomado con un signo determinado, de la cantidad 
de fluido que pertenece a nna capa de altura 4, paralela al plano 
(o, 1), y que pasa durante un segundo a través de la superficie que 
se proycela sobre el elemento ds. La cantidad total de Muido perte- 
neciente a Ja capa indicada y que pasa en un segundo a través de la 
superficie cilíndrica que se proyecta sobre el arco y, será igual a 


$ Ju cos (1,2) J vecos RI ds. 
7 


Observando que en nuestras condiciones el ángulo n, & es mayor 


en 2 a que ol ángulo £,z formado por la tangente a y, trazada en 
la dirección del recorrido de esta curva, y el eje real, obtenemos que 


cos (n, x) =sen (2,1) ==. 
Análogamente 
cos (m y) =—cos (1) ==. 


Por consiguiente, la integral indicada se puede expresar en la 
forma 


Veo) ds=| —vdz+ u dy. (2.4:2) 
y 
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La magnitud obtenida se Mama flujo del fluido a través 
de la curva y. Si la curva es cerrada y se ha tomado en ella una di- 
rección positiva, de tal modo que la parte inlerior a la curva quede 
a la izquierda del observador que recorre a ésta en esta misma diroc- 
ción, entonces la normal » está dirigida hacia la parte exterior a la 
curva y. Por lo tanto, el fujo a través del elemento ds de la frontera 
es positivo si el fluido sale a través de ds hacia afuera de y, y es 
negativo si entra hacia el interior de y. Supongamos que la parte 
inlerior a y pertenece al recinto G ocupado por el fluido en movi- 
miento, y que no hay manantiales de donde podría aparecer 
fluido, sumideros donde podría consumirse éste. Entonces 
la magnitud total del fluido a Lravés de y tiene que ser igual a cero: 


f- 


X 


z+ udy=0. 


Aplicando esta conclusión a todas las curvas cerradas de un sub- 
recinto arbitrario simplemente conexo g = G que no contenga ma- 
nantiales ni sumideros, sacamos la conclusión de que el flujo del 
fluido a través de cualquier arco perteneciente a este recinto no 
depende de la forma de este arco, sino que depende solamento de 
la elección de sus extremos zı y Za. 

Supongamos que u y v poseen derivadas parciales continuas. 
Entonces de la condición obtenida se deduce que 


du 0) 
ET 


2 


:3) 

Tlemos obtenido la denominada ecuación de continuidad de un 
fluido incompresible. Evidentemente, ésta coincide con una de las 
ecuaciones de D'Alembert — Euler para el par de funciones u (e, y) 
y —v (z, y). Para obtener la otra ecuación de D'Alemberi-Eulor, 
consideremos Ja integral 


į udz-Lvdy, (2.1:4) 
X 


tomada a lo largo de Ja curva cerrada y. Es obvio que la expresión 
u dx +v dy representa la proyección del vector de la velocidad 
sobre el elemento ds del arco y (más exactamente, es igual al pro- 
ducto de: la proyección de la velocidad sohre la tangente, trazada 
en la dirección del recorrido de la curva, por la longitud ds del 
elemento de arco). La integral (2.1:4) se llana circulación 
de la velocidad alo largo de la curva y. Supongamos que 
en un subrecinto simplemente conexo g E G la circulación de la 
velocidad gual a cero para cualquier curva cerrada perteneciente 
a g. Entonces, evidentemente, en el recinto dado tiene que cumplirse 


$29 
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la condición 
2 ME (2.4:5) 


Esta es la segunda ecuación de D'Alembert — Euler para el par de 
funciones u y —v. Su significado físico consiste en que ella expresa 
el hecho de que en el movimiento considerado del fluido (en el 
subrecinto g Œ G) no existen rotaciones (o torbellinos). En general, 
so llama rotor (también rotacional o torbellino) de la velocidad u + iv 


en un movimiento plano, al vector que es perpendicular al plano ay 
y cuya proyección sobre el tercer eje coordenado $ es igual a 22%, 
El rotor de la velocidad caracteriza el movimiento de rotación de 
la partícula de fluido. Si la partícula de fluido se hiciese sólida, 


la volocidad angular de su rotación en el punto (z, y) tendría ol 


1 0 s A 
valor y a Por lo tanto, la carencia de rotaciones (o tor- 


bellinos) en un recinto dado g significa que en cada punto de éste 
la partícula del fluido puede tener solamente movimiento de tras- 
lación, pudiendo ser sometida a una deformación, sin experimentar 
rotación alguna, la cual se considera como una de las componentes 
del movimiento en el punto dado. En el caso de que no haya rota- 
ciones, se cumple la ecuación (2.4:5) y, por consiguiente, la circula- 
ción do la velocidad es nula para cualquier curva cerrada. 

Suponiendo que en el subrecinto dado g = G se cumplen simul- 
táneamente la ecuación (2.1:3) (lo que supone que no hay manantiales 
ni sumideros) y la ecuación (2.1:5) (lo que supone que no hay rota- 
ciones o torbellinos), hallaremos que la función 


ul (—v)i=u—itw, 


que es conjugada con la velocidad del movimiento de la partícula 
de fluido, es una función analítica del punto z = x + iy. 

Como g es un recinto simplemente conexo, u — iv se puede con- 
siderar como la derivada de una función f (z) que es uniforme y ana- 
lítica en este recinto y que se determina univocamente salvo una 
constante aditiva arbitraria. 

Esta función, que satislace a la condición 


f ()=u—io, 
se llama potencial complejo o función caracteris- 
tica de la corriente. Hagamos 


H)=0(0 Y Hit Ce, y). 241:0 


Entonces 


CA èp àq 
are a E 
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y, por consiguiente, 


El primer par de las relaciones obtenidas muestra que q (z, y), 
que es la parte real del potencial complejo, es el potencial 
de velocidades en el movimiento considerado. Es obvio 
que para éste se tiene la siguiente oxpresión: 


30) x 


(o =en y)= | ude+vdy=He (| (dz). 
(0 sun) de 
Del segundo par de las relaciones se deduce que 
30) z 
væte u= | —vdr+udy=1w (È P (dz), 
xos vo) do 


es decir, la diferencia de dos valores de la función y (z, y) es igual 
al flujo del fluido a través de cualquier curva que una los puntos en 
los cuales so toma la diferencia. La función 1 (z, y), que es la parte 
imaginaria del potencial complejo, se llama función do 
corriente, 

Considoremos dos familias de curvas 


p(x, y) = const (2.4:7) 


Y (z, y) = const. (2.4:8) 


En el plano de valores de Ja función € = f (2), éstas se represen- 
tan por las familias de rectas coordenadas: E = const y y = const. 
Como estas últimas son ortogonales entre sí y la transformación 
E = f (2) es conforme, las familias (2.1:7) y (2.1:8) son ortogonales 
entro sí (esto es cierto solamente allí donde f’ (2) 4 0, es decir, 
donde la velocidad de la partícula sea diferente de cero). 

Las curvas (2.1:7) se caracterizan en que para cllas 


EN 
Fara 2 ay=0, 
es decir, 
udx4vdy=0. (2.1:0) 


Estas son las líneas equipotenciales. Para las curvas 
(2.1:8) es característica la relación 


d% gy 
Tz RH+ dy =0, 
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es decir, 


o bien 
E (2.1:10) 


Estas se llaman líneas do corriente 

De la ecuación (2.1:9) se deduce que en aquellos puntos en que 

el vector de la velocidad u + iv es diferente de cero, éste lleva la 
dirección de la normal a la línea equipotencial correspondiente, 
Del mismo modo, de la ecuación (2.1:10) se deduce que este vector 
lHova la dirección de la tangente a la línea de corriente. De aquí 
se deduce una vez más que las líneas equipolenciales y las líneas 
nte son ortogonales entre sí. 
, coincidiendo el vector de la velocidad còn la Langente 
a la línea de corriente y siendo cl movimiento estacionario (las 
velocidades dependen solamente de la posición de la partícula), 
deduce que las líneas de corriento coinciden con las Lrayectorias 
de las partículas *). 

Si ol recinto G del movimiento del fluido contiene manantiales, 
sumideros o torbellinos (es decir, puntos a los cuales Jes correspon- 
den rotacionales no nulos). entonces, excluyendo a éstos del recin- 
to G. obtendremos un recinto múltiplemente conexo G’, para cada 
uno de cuyos subrecintos simplemente conexos es aplicable todo 
lo expuesto anteriormente. De aquí se deduce, igual que anterior- 
mente, que la función x — iv, gue es conjugada con la velocidad 
n + iv, representa una función analítica wniforme en Lodo el recin- 
to G. 

La función 


19 =5+1 (u—iv)dz = q (z, y) +19 (2, y) 


20 


(generalmente multiforme) será de nuevo el polencial complejo del 
movimiento del fluido, descomponióndose en cada subrecinto 
simplemente conexo g” œ G' en ramas analíticas uniformes. Como 
la derivada de cada una de éstas coincide con una misma función 
u — iv, las distintas ramas del potencial complejo pueden diferen- 
ciarse entre si solamente en una constante aditiva. 

Los manantiales, sumideros y torbellinos excluidos del recinto G. 
serán puntos singulares de carácter uniforme o multiforme del poten- 
cial complejo. Todo esto se aclarará a continuación con ejemplos. 


*) En el caso gevera) de un movimiento no estacionario también se puede 
hablar de los lineas de corriente como de curvas, euyas Langontes coinciden 
en el momento dado con los vectores de las velocidades; pero «quí, pur lo gene- 
ral, Jas líneas de corriente no coinciden con las trayectorias de las partículas. 
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En resumen, hemos establecido que a cada movimiento plano 
estacionario de un fluido incompresible en un recinto G le corresponde 
una función analítica f (2) (el potencial complejo del movimiento), 
la cual tiene singularidades solamente cn aquellos puntos en los que 
hay mauantialos, sumideros o Lorbollinos. Por lo general, esta fun- 
ción es multiforme, pero su derivada, que representa en cada punto 
del recinto un número complejo conjugado con la velocidad n + iv. 
es uniforme. 

La frontera del recinto se puede considerar como el conjunto 
do las configuraciones (de las proyecciones o de las sceciones) de 1 
paredes del recipiente que contiene el fluido, o de los cuerpos cilindri- 
cos que son circundados por el fluido. Como las partículas del 
fluido que son adyacentes a las paredes tienen que deslizarse a lo 
largo de ellas, la frontera del recinto tionc que formar parte dol 
sistema de las líneas de corriente. 

Si, en genera], se tiene una función analítica f (2) en un recinto G, 
a oxcepción de algunos puntos, la cual puede ser multiforme, pero 
que posce derivada uniforme f’ (z), entonces esta función se puede 
intorprelar como el potencial complejo de una corriente de fluido 
en el recinto G. En este caso, los puntos singulares de la función 
portenecientes al recinto G deben interpretarse como manantiales, 
sumideros o torbellinos de la corriente y la frontera del recinto, como 
la configuración de los cuerpos sólidos que son circundados por el 
fluido. Para que sca posible esta última interpretación. es necesario 
due la frontera del recinto G forme parte del sistema do las líncas 
qe corriente. es decir, que la función de corriente (Y (x, y) 
= tm If (2)1) conserve valores constantes en todos los continuos 
de la frontera (cn cada continuo, su valor). 
© Pasando a la ilustración de los razonamientos generales 
expuestos en el apartado precedente, consideremos primero el caso 
de una función lineal entera 


12) =02. 


Esta puede considerarse como el poteucial complejo del movimiento 
de un fluido que ocupa todo el plano. Este movimiento es de trasla- 
ción y su velocidad en cualquier punto es igual af (2) += a. Haciendo 
a iB, obtenemos para el potencial de las velocidades la 
expresión 


P (©, y) = ax — py. 
y para la función de corriente, la expresión 
p(z, y) ==pr > oy. 


En la fig. 23 están representadas las líncas de corriente y las 
líneas equipotenciales, ortogonales a ollas. 
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Si en lugar de todo el plano se considera solamente una franja 
limitada por dos rectas paralelas al vector a, entonces la misma 
función representará el potencial complejo de la corriente del fluido 
en la franja. 

Veamos también el ejemplo de la función 


1()=2. 


Esta también es el potencial complejo del movimiento de un fluido 
que ocupa todo el plano. La velocidad de la partícula del fluido 


R 


situada en el punto z es igual a f’ (z) = 2z, el potencial de las veloci- 
dades tiene la forma 
plz y=, 
y la función de corriente es 
(z, y) = 22y. 

En la fig. 24 están representadas las líneas equipotenciales z* — 
— y* = const y las líneas de corriente 2zy = const del movimiento 
considerado. Evidentemente, éstas son hipérbolas equiláteras. Ambos 
ejes coordenados (27y = 0) también pertenecen a las líneas de corrien- 
te. La velocidad en el punto de su intersección (en el origen de coor- 
dunadas) es igual a cero. Considerando en lugar de todo el plano uno 
de los cuadrantes coordenados, por ejemplo, el primero, sacamos 
la conclusión de que esta misma función representa el potencial 
complejo del movimiento plano de un fluido. situado en el primer 
cuadrante coordenado. En este caso los lados del cuadrante represen- 
tan las paredes del recipiente, dentro del cual se mueve el fluido. 
Hallemos el movimiento del fluido que circunda un cilindro circular 
y que tiene en el infinito la velocidad U + iV = Aelo, 
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Con este fin, apliquemos el método de transformación conforme. 
Sea | z | = R la sección del cilindro por el plano zy (o la proyección 


zeta 


del cilindro sobre este plano). Entonces la función z; = = trans- 


forma conformemente la parte exterior del círculo |z | >R en la 
parte exterior del círculo unidad en ol plano z,, transformándose 


el vector 4el% en el vector + el cual lleva la dirección del eje real 
(la dirección positiva). Por otra parte, la función zs la 42 
2 1 


FIG. 24. 


transforma conformemente la parte exterior del círculo unidad en 
0. 


la parte exterior del segmento del eje real — 1 < xa < 1, ya 
) es anali- 


R 


ia 


Por esta razón, la función a + 


tica en la parte exleriorG de la proyección del cilindro dado; además, 

su parte imaginaria y, conserva un valor constante, precisamente 

el valor cero, en la frontera |z | = R. De aquí que, si esta función 

se considera como el potencial complejo del movimiento de un 

fluido en el recinto G, entonces la frontera del recinto será una de las. 

líneas de corriente, es decir, el fluido circundará al cilindro | z | = R. 
Para la velocidad de la corriente tendremos: 


E UR) E 
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do donde Ja velocidad en el punto del infinito será igual a 4 
Esta magnitud se diferoncia de la dada Aeó solamente en el factor 


roal positivo 


Tøm Multiplicando la función construida ante 
mente por 24/?, obtenemos definitivamente la función 


sa nii 
arn y EA 


$l) 


Act 


cuya parte imaginaria, igual que anteriormente, Liene un valor cons- 
tanle (igual a cero) en la circunferencia |2 | ~ R y cuya derivada 
en el punto del infinito es igual a U — iV. magnitud que es conj 
da con el valor dado de la velocidad. En resumen, la función 


(Ca 


į) = (UV) 24 


proporciona el potencial complejo del movimiento de un fluido 
que cireunda al cilindro |z | = X con una velocidad U iV dada 
en el infinito. 

Para el poteucial de las velocidades hallamos la expresión 


A 


ute, y) Ro (= Wry) (1 
y para la función de corriente, la expresión 
. > R? 
Py) =mi = vad en (1-7) 
Por ello, las Jíneas equipotenciales tionen Jas venaciones 
(Ux yty Ca iy, 


y las líneas de corriente, las ecuaciones 
R?) = Ca (a* 


(Vr Uy) (21 y y 
Unas y otras son curvas algebraicas de tercer orden. Están represen- 
tadas en la fig. 25. Obsérvese, que para Ca = U resultan las líneas 
de corriente: la recta — Vx -- Uy =0, la cual pasa por el 
de coordenadas y es paralela al vector de la velocidad en el infinilo, 
y la circunferencia 2% + y? = R?. En los puutos +/te de inter- 

age 


sección de estas líneas, la velocidad J (z)= Aet— 


es igual a cero. Kn todos los demás puntos del plano ésta es diferente 
de cero. 
Jón ol ap. 2.4 se verá que son posibles corrientes que cireundan 


el mismo cilindro quo tiene otro potencial complejo, 
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Dotengámonos en la interpretación de los pu 
Ss os de una función analítica como manantia 
y Lorbellinos, Consideremos primero una singularidad logaritmi 
(punto de ramificación de orden infinito). 

Sea f (z) = Ln z; esta función multiforme, definida en el recinto 


O< |z]< œ. posee derivada uniforme f' (z) +- È y, por consi- 


guiente, puede considerarse como el potencial complejo deuna 
corriente estacionaria de un fluido. En el caso dado el potencial 


Los singulares 


de las velocidades es uniforme: q (e. y) = ln |z], y la función 
de corriente es multiforme: ap (2, y) = Arg z. Las líneas equipolen- 
ciales In |z const o |z | = const son circunferencias con centro 
en el origen de coordenadas, y las líneas de corriente son rayos recti- 
líneos Arg z — const. 


Como la velocidad en el punto z es f (z) - 


consiguiente, lleva la dirección del rayo Arg z = const del origen 
de coordenadas hacia el punto del infinito, todas las partículas 
se mueven en la dirección que va del origen de coordenadas hacia 
el punto del infinito con unas velocidades muy grandes cerca dol 
TT NI 
cuadro indicado nos obliga a considerar uno de los puntos de rami- 
ficación de la función Ln z, precisamente el punto z = 0, como 
un manantial de fluido, y el otro, z — co, como un sumidero, Para 
determinar la potencia del manantial o del sumidero, calculemos 


el flujo del fluido que pasa a través de una circunferencia arbitraria y 
con el centro en el origen de coordenadas. 


origen y muy pequeñas lejos del mismo. (T7 
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Según lo establecido en el ap. 2.1, este flujo es igual a 
f —oda+udy=4[ (1 (2) d:]=1 [f E] 2. 
+ > 


X 


Así, pues, a través de una circunferencia de radio arbitrariamente 
pequeño con el centro en el origen de coordenadas, pasa en un segundo 
una cantidad de fluido que es igual a 27 (más ex: mente, hay que 
figurarse la superficie de una capa cilíndrica circular de altura 1, 
cuya sección es la circunferencia indicada; precisamente a través 
de esta superficie pasa un volumen de fluido igual a 27). El número 
obtenido lo consideramos como la potencia del manantial z = 0 
de donde se desprende el fluido con una velocidad infinitamente 
grande, o como la potencia del sumidero z = oo, dondo desaparece 
el fluido (con velocidad mula). 

Si en lugar de la función Ln z so considera como potencial com- 
plejo la función F (2) = — i Ln z, entonces el potencial de velocida- 
dos será la función q (x, y) = Re [F (2)1 = Arg z, la función de 
corriente p (z, y) = Im [F (21 = — ln |z| y la velocidad en el 


punto 3 será igual a TF . En este caso las líneas equipoten- 


z 
ciales son rayos rectílineos que parten del origen de coordenadas 
y las líncas de corriente son circunferencias con centro en el origen 
de coordenadas. 

=p va dirigida por la tangente a la circun- 
Ferencia correspondiente eu sentido positivo, cada partícula de fluido 
se moverá por una circunferencia con centro en el origen de coordena- 
das, girando alrededor del mismo on sentido positivo (en dirección 
contraria a la do las agujas del reloj). La velocidad de las partículas 
será de nnevo muy grande cerca del origen y muy poqueña a lo lejos 
de ól, En virtud de esto, el tiempo que se necesita para el recorrido 


Como la velocidad 


do la circunferencia es igual a 2ar: 2 = 2ar* y, por consiguiente, 


crece proporcionalmente al cuadrado del radio de la circunferencia. 
So puede comprobar fácilmente que en este caso no hay manantial 
ni sumideros (esto se deduce de que la función de corriente en el caso 
dado es uniforme). Para Ja circulación de la velocidad a lo largo 
de una circunferencia arbitraria y con el centro en el origen de coor- 
denadas, obtenemos la magnitud 


f ude +vdy=Re[ f y (2) 42] ro [ | E] = 2x. 
> 


Como ol valor de la circulación es el mismo, tanto para las circun- 
ferencias | z | = r de radio arbitrariamente pequeño como para las 
de radio arbitrariamente grande, el origen de coordenadas y el punto 
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del infinito se pueden considerar como torbellinos de la 
corriente considerada, y la magnitud 27 como la intensidad de este, 
torbellino (tanto de uno como del otro). 

De los ejemplos indicados es fácil pasar al caso de un manantial 
y un sumidero de cualquier potencia m, colocados en dos puntos 
previamente dados del plano, o al caso de dos torbellinos de una 
intensidad dada T, arbitrariamente situados. Al primer caso le 


(a es un manantial, 


FIG. 26. 


b os un sumidero), y al segundo, el potencial complejo Ln =$ 


(a y b son dos torbellinos). Siendo dados los puntos a y b, el cuadro 
general de las líneas equipotenciales y de las líneas de corriente 
es el mismo en uno y otro caso (fig. 26). No obstante, en el primer 
caso las líneas de corriente son arcos de circunferencias que unen 
los puntos a y b, y las líneas equipotenciales son circunferencias 
ortogonales a ellos. En el segundo caso, por el contrario, estas últimas 
son líneas de corriente, miontras que las primeras son líneas equi- 
potenciales. 

Consideremos el potencial complejo que es igual a la suma do los 
dos potenciales señalados anteriormente: 


I0- a ni. ( 


3:1) 


Para éste Jos puntos a y b se pueden considerar como un mma -~ 
nantial-torbellino, precisamente como la unión de un 
manantial (o sumidero) de potencia m con un torbellino de intensi- 
dad T. Aquí los potenciales de las velocidades y la función de corrien- 
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te son, respectivamente, iguales a 


Las líneas equipotenciales y las líneas de corriente forman dos 
familias, ortogonales entre sí, de las llamadas espirales 
logarítmicas dobles que se enrollan en los pontos 


a y b*). En la fig. 27 están representadas tres curvas de una familia 
y una curva do la Obra. 


FIG. 27. 


Las consideraciones, veamos cuál es la interpreta- 
a del polo de una función analítica. Sea 


Partiendo de 
ción hidromecán 


el potencial complejo que corresponde a dos manantiales-torhe- 
llisos sitwados en los puntos a y b. Represontemos f(z) en la 
Torma 


y supongamos que b tiende hacia el límite a y que en estas condicio- 
hes m — il tiende hacia el infinito de tal modo, que el producto 


vierten en espirales logaritmicas mediante la transformación 
¿a 
z= 


*) Estas se 


homográfica E por consiguiente, forman una familia de curvas 


que se cortan con cualquier arco de cireunferencia que una los puntos a y b, 
bajo un mismo ángulo. 
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{m — iF) (b —a) tiene un límite finito Ret, distinto de cero. 
Entonces, como resultado del paso al límite, obtendremos la función: 


n (2.3:2) 


la cual posee un punto siugular único, precisamente un polo simple 
situado en el punto æ. Así, pues, el polo simple se puede considerar 
como la unión de dos manantiales-torbellinos con intensidades igua- 
les y crecientes indefinidamente. 

Claro, se puede obtener el mismo resultado partiendo solamente 
de un manantial y un sumidero (P = 0) o solamente de dos Lorbelli- 
nos (m = 0). 

Haciendo z — a = pe'?, escribumos ol potencial de velocidades 
y la función de corriente en la forma 


0D (2) = Re lF (2) = 


sa-m ia — 5D 


De aquí se deduce que las líneas equipotenciales y las líneas de 
corrionte 
R cos(a—0) 9) 
Tu P y 
se representan en forma de dos familias ortogonales de circun- 
ferencias: 


const, = const 


p =C; cos (x—0), p = Casen (a — 0), 


dondo las cireunferencias de la primera familia (las líneas equipoten- 
ciales) son tangentes en el punto a al vector iNet, el cual parte 
de este punto, mientras que las circunferencias de la segunda familia 
(Las líneas de corriente) sou tangentes en el mismo punto al vector 
Ree (Fig. 28). 

Análogamente pueden interpretarse los polos de segundo orden, 
como la unión de dos polos de primer orden; los polos de tercer orden, 
como la unión de dos polos de segundo orden, ete. 

2.4. Veamos la construcción del potencial complejo para la 
corriente de un fluido que cireunda un cilindro circular, la cual 
nos llevará a un resultado de carácter más general que el obtenido 
en el ap. 2.2, 

Supongamos que se necesita hallar el potencial complejo para una 
corriente de fluido en el recinto |z | > R. donde se supone que la 
velocidad en cl punto del infinito es U + ¿Y y que en el recinto 
R< |z |< æ no hay manantiales, sumideros y torbellinos. nton- 
ces, para la derivada f’ (z) del potencial complejo, que es conjugada 
con la velocidad en el punto z, oblenemos que ésta tiene que ser una 
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función analítica uniforme en el recinto R < [z | < oo, que toma 
el valor finito U — ¿V en el punto del infinito. Por consiguiente, 
el punto del infinito es regular para ella, y obtenemos: 


1O=0-V44,4. 4%- 


de donde 
1()=(0—1V)2+ A,Lnz—42—-4-—... 


z 22 


FIG. 28. 
Para obtener do aquí la función de corriente (3) = 1m 1f (29) 
hagamos 
zer, A= atib  As=0 O E 
Tendremos: 
(ret) = Ur sen 0— Vr cos 04 a0 + b Li r sen 0—2 cos0 -y 


hatve 


+4 sen 20 —L cos 20-ta.. = 0,0 -Hbi lnr— 2252 cos 0+ 
+Ur AL 
+42 son 0—7 cos 204 son 20... 
Como la circunferencia |z | = A es una de las líncas de corriente, 


Ja función q (7e'9) tiene que conservar un valor constante para r == JÈ 
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y cualesquiera valores de 6. Del desarrollo hallado para y (re'9), 
el cual es convergente para r œ> R, se deduce que se satisfacen las 
condiciones impuestas si se hace 


a=0, d+ VR2=0, a +UR==0, b3=0, a=, ... 
Si los cocficientes se eligen de este modo, tendremos: 
Jid Ln (001) DE 
(hb, es un número real arbitrario). 
Para la derivada f'(z) obtenemos la expresión 
O IR 
de donde É 
rja= | E 200, 
lzer lijer 
Por esta razón, el flujo del fluido a través de la circunferencia 
La | = r es igual a cero y la circulación de la velocidad a lo largo 
de la misma circunferencia es igual a —21b,. Eligiendo de un modo 
conveniente by. podemos obtener cualquier valor previamente asigna- 
do de la circulación L: —2nb; = T, de donde id, = Z. Por con- 
siguiente, f (z) puede escribirse en la forma 


Fer lna + (U— 01) 24 gime 


te (2.4:1) 
donde se ha introducido también una constante aditiva arbitraria C. 
EL potencial complejo se expresa aquí en forma de una suma 


i A T 4 i 
do una corriente circular pura za z, correspondiente a torbellinos 


de intensidad P en el origen de coordenadas y en el punto del infi- 
nito, y de la corriente sin circulación 


7 p (U 4 1V) R? 
UM IHR, 


hallada en el ap. 2.2. 

Demostremos que la fórmula (2.4:1) es la solución más general 
del problema de la cireundación de un cilindro con una velocidad 
dada U -|- iV en el punto del infinito y con una circulación dada T. 
En efecto, sea f, (z) un potencial complejo que satisfaga a las mismas 
condiciones. Entonees la diferencia f; (2) — f’ (2), que es conjugada 
con la diferencia de las velocidades de las partículas del fluido que 
participan en el primero y segundo movimiento, es una función 
analítica uniforme en el recinto |z | >R, la cual se anula en ol 


131204 
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punto del infinito. Por consiguiente, 
ROF O=., 
de donde 
ff 014 f AEL zaie 
v “Pe 


Como las circulaciones de las dos velocidades a lo largo de y 
tienen que ser iguales entre sí, se Liene: 


Re { [mor ldz }= — 2a (e) = 0, 


es decir, cy es un número real. Para la diferencia de los poton- 


ciales complejos /, (z)— f (z) obtenem 
H()—1()=0w+ecLnz 


y para la diferencia de sus partes imaginarias, es decir, de las 
funciones de corriente: 
5(r,8)=Im[f,()—/(2)1= 


= yo eð — coso + sono — 4 cos 20 | Les dd—Ñ n, 


donde con py se han designado las partes reales de los coeficientes 
£z Y con yy, sus partes imaginarias. Según el sentido del problema 
la circunferencia r = R tiene que ser una línea de corriente para calla 
una de las corrientes consideradas, por lo cual ô (R, 0) == const = c. 
Poro del desarrollo hallado para $ (r, 0) se deduce que 6 (r, 0) — 0 
es una función uniforme de z = re'?, En particular. tiene que ser 
también una función uniforme de 0 la función 6 (R, 0) — c/0 = 
=c — cð, de donde se deduce que c; = 0. 
Así, pues, 


5 (1,0) = yo— 2 cos 0+2 son 0—33, cos 20 


Vemos. pues, que ô (r, 0) es una función armónica uniforme on 
el recinto r œ R, la cual conserva el valor constante c en la circunle- 
rencia r = R. De aquí se deduce que ô (r, 0) = const (véase el 
ap. 1.5) y, por consiguiente, la función analítica f, (2) — f (2), 
cuya parte imaginaria es igual a 8 (r, 8), es constante. Jin resumen, 


N)=1(940'= E Lnr4 (040) 54 DE er, 


con lo cual se termina la demostración de la unicidad de la solnción 
que hemos hallado. 
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Para el potencial de las velocidados y la función de corriente del 
movimiento determinado por la función (2.4:1), tenemos las siguien- 
tes expresiones: 


7 » Lf 
gle =i Arg (Urd Vy) (14 E) 8, 


ten- -ihat rep (12) + 


Por consiguiente, las ecuaciones de las Jíneas equipotenciales 
y de las líneas de corriente son, respectivamente: 


T z R 
ar Arez 4 (Uz Vy) (14%) =Cu 
p ye y R? e 
In |s| (—Va+09 (1-4) => 


Para F = 0 éstas ya fueron estudiadas en el ap. 2.2. Para T [0 
resultan unas curvas trauscendentes, cuyas formas dependen de la 


relación entre T y U + iV. Supongamos, para mayor sencillez, que 
V =0 (siempre se puede llegar a esle caso mediante una rotación 
de los ejes coordenados) y hallemos los puntos críticos de la corriente, 
es decir, aquellos puntos en los cuales se anula la velocidad. De la 


13+ 
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expresión de la velocidad 
FTA ri 
TO= 


F 
se deduce que estos puntos satisfacen a la ecuación cuadrática 


ro- x i 2 
FA =0 o bien 2 ri R=0, 


de donde 
ES 


Si IIF | >4xR | U |, entonces ambos puntos críticos 2; Y Ze 
son imaginarios puros; además, de la relación 3122 = —R? se ve 
que solamente uno de ellos está situado fuera de la circunferencia 
|z|--K, es decir, en el recinto ocupado por el fluido. Las líneas de 
corriente para este caso están representadas en la fig. 29. Si | T | = 
aR | U 1, resulta solamente un punto crítico, situado en la inter- 
sección de la circunferencia |z | = R con el eje imaginario (fig. 30). 
Finalmente, para | F | <4xaR | U |, igual que en el caso de una 
corriente sin circulación, existen dos puntos críticos situados on 
la circunferencia |z | = R que son simétricos respecto del eje ima- 
ginario: 


g i E d 

Ey R- (iao) +20 

(fig. 314). 
2.5. En el apartado anterior se resolvió el problema de la circun- 
dación del círculo (del cilindro circular). Partiendo de aquí se puede 
resolver, mediante la transformación conforme, el problema de la 
circundación de un cuerpo de forma arbitraria. Soa L una 


y 


FIG. 30. FIG. 31. 


curva cerrada de Jordan del plano z: se necesita construir el poten- 
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cial complejo de nna corriente de fluido que circunda Z y posee uns 
velocidad dada U + iV en el infinito. Transformemos conformemen- 
te la parle exterior a £ en el exterior del círculo unidad |t | > 1, 
de modo que el punto z = œ se transforme en el punto £ = oo. 
Sea £: = F (2) la función que realiza esta transformación. En un entor- 
no del punto z = œ ésta tendrá un desarrollo de la forma 


F(a)= cz + et 


donde c, Æ 0. 

Para especificar, supondremos que el coeficiente c, es un número 
real positivo, es decir, F’ (co) > 0. Con las condiciones indicadas 
P (2) se determina unívocamente (para reducir este caso a la transfor- 
mación del interior de una curva de Jordan en el interior de un cít- 
culo, es suficiente recurrir a las transformaciones auxiliares: z' = 


= — , donde 3, es un punto situado en el interior de Ly? = +). 


En esta transformación el potencial complejo buscado f (z) $e con- 
vertirá en el potencial complejo de una corriente de fluido que circun- 
da al círculo unidad y, por consiguiente, tendrá la forma: 


O =P O= p (0 = 7 Ln (u— 10) 4 E 40 


(véase la fórmula (2.4:1)). Como q' (00) 
la fórmula hallada puede oseribirse en la forma s 


J p Ui y U4iy 
IO =r eot OHT 


En esta fórmula, además de la constante arbitraria c, que no 
desempeña papel alguno, figura también un coeficiente real P. 
Demostremos que éste debe elegirse igual a la circulación de la 
velocidad de la corriente a lo largo de cualquier curva cerrada que 
encierre on su interior a Ja curva L, por ejemplo, a lo largo de la 
imagen y, de la circunferencia |t| =r >1 en la transformación 
z = PA (t). En efecto, 

r 


f Y (3) dz = Var f (3) = qi Var lArg F (2))- 

Yr ve 
ve 
Pero, cuando z recorre y, una vez en sentido positivo, t= F (2) 
recorre la circunferencia una sola vez eu la misma dirección; por 
esta razón Var Arg F (z) =2x1 y 


Yr 


(roar, 


Y 
de dondo se deduce lo que se afirmaba. 
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En resumen, el potencial complejo de la corriente de un fluido 
que circunda un circuito L, se dotermina por la fórmula (2.5:1), 
donde F es la circulación de la corriente, U + iV es la velocidad en 
el punto del infinito y F (z) es la función que transforma conforme- 
mento cl exterior del circuito Æ en el exterior del círculo unidad de 
modo que F (00) =œ y F' (00) >0. 

Apliquemos esta fórmula para hallar el potencial complejo de una 
corriente de fluido que circunda el perfil de Joukows- 
ki-—Chapliguin (el perfil del ala de un aeroplano con 
el borde anterior redondeado). 


FIG. 32. 


Para construir un perfil semejante, consideremos dos circunferen- 
cias y y y en el plano E, de modo que una de ellas, y, pase por los 
puntos -E1 y sea tangente interior a y” en el punto 1. Como ya sabe- 


mos, en la transformación z =+ (z ++) a la circunferencia y 


le corresponde un arco ô de circunferencia con los extremos +1 
y la parte exterior a y se transforma conformemente en el exterior a Ó 
(t. 1, ap. 4,9, cap. segundo). Por consiguiente, la circunferencia y 
se transformará biunívocamente en una curva cerrada ô’ perteneciente 
a la parte exterior a $ (a excepción de un solo punto z = 1 que es 


común con 6). Como z = 1 es la imagen del punto (=1 y E e 


—- + 1-4) = St tiene un cero simple en este punto, 
Jos ángulos “con los vértices en cl punto Z = 1 tienen que aumentar 
dos veces en la transformación considerada. Pero, según la condición, 
el ángulo formado por y y y” es igual a cero. Por lo tanto, 3 y Y 
también tienen que formar entre sí en el punlo z = 1 un ángulo 
igual a cero. La forma de la curva 8” está representada en la fig. 32. 
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Este os el perfil de Joukowski-Chapliguin. Su forma y dimensiones 
pueden variarse, en primer lugar, cambiando las cireunferencias 
y y y y, en segundo lugar, aplicando una transformación homo- 
tética. 

Paro aplicar la fórmula (2.5:1) al estudio de la corriente que cir- 
cunda el perfil construido, no queda más que hallar la función 
que transforma conformemente la parte exterior a Ja curva 6 cn 


el exterior al círculo unidad. Pero la función =$ (t ++) 


transforma conformemente la parte exterior a la curva 6' en el exte- 
rior de la circunferencia y”. Además, ésta Jleva el punto E == co al 


punto 2 = œ y su derivada on el punto E = œœ tiene el valor 2. 
Si el centro de la circunferencia y” está situado en el punto « y el 
ES (E — a) transforma 
el exterior de y” en el exlerior del círculo unidad. Por esta razón, 
Ja función z =- Mot +0) + (pt -+ 02)*] transforma el exterior 


del círculo unidad en el exterior de 5”, de modo que a £ = œ le 
corresponde el punto z = œ y la derivada en el punto del infinito 


tiene el valor positivo 


radio es igual a p, entonces la función £ 


- Por consiguiente, £ = F (2) es inversa 


2p 
respecto de la función construida, es decir, F (2) = Fa ++ 


+V 1). debiendo tomarse aquella rama de la última función 
que es infinita en el punto del infinito. Para ésta tenemos: 


7 2 
F' (00) ere 
En resumen, el potencial complejo buscado tiene la forma: 
F i r 
1o =z [p (a42+17=0)]+ 


(ap 


De aquí que 
re 


ACA) 
= x 
2(—a-+ s+ J 


EE 


> E E, 
x (1+ ==) $ 
Para que la derivada f’ (z) y, por consiguiente, también la velo- 
cidad, esté acotada cerca del borde posterior del ala, es decir, en las 


proximidades del punto z = 1, es necesario introducir la siguiente 
condición, que relaciona la magnitud de la circulación I con la velo- 
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cidad U + ¿Y y los parámetros « y p que determinau la forma del 
ala: 
E 4 
Tila 


AA ACA) 
7 20a} 

[AD 0 ra] 

En la fig. 32 sc ve que 1—a = pe~i®; haciendo también U -+ i¥ = 


Aet, obtenemos: 
T -= —2xAp sen (0+). (2.5:3) 


Por consiguiente, la fórmula (2.5:2) adquiere definitivamente la 
forma siguiente: 


HP {ER Ln [pe —1) + 


0 
de donde 
r 


a dae D+24V2=11+ 


nv =) +e% e 


Finalmente, calculemos la resultante de las fuerzas de presión 
de la corriente del fluido sobre el ala (la fuerza de sustentación 
del ala del aeroplano), relativa a aquella capa de fluido, de altura 1, 
para la cual se exponen todos los razonamientos, 

Designemos sus proyecciones sobre los ejes coordenados mediante 
X o Y (como el movimiento es plano, esta fuerza es paralela al pla- 
no zy). Para ella se Liene la siguiente fórmula general de S. A. Chapli- 
guin: 


4) 


+pee pra 


a! F (Pp dz, (2.5:5) 


donde d es la densidad del fluido y C es una curva cerrada rectificable 
cualquiera que contiene en su interior el contorno circundado. 

Para calcular la integral (2.5:5) es suficiente tomar el residuo 
de la función [f (z)1* respecto del punto del infinito. Pero en un 
entorno del punto del infinito se tiene: 


7 2 E { 2 sen (04 q) 
a E 


14 


E aa 1 12 z 
a) (ya 


ABE eto. (24 +... 


P 


-= A%e=3i0 . 2iA*pe—tesen (0+0) Z+ 
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por lo cual el residuo buscado es igual a —2iA3pe='esen (0+ 9) 
y para la fuerza de sustentación del ala obtenemos la expresión 


X — iY = —2ni4? dpe~'® sen (84 q) *), 
o bien, según la fórmula (2.5:3) 


X—iY =14e-""Td=4(U—iV) Da 


y, finalmente, 
X+iY=-—iU+iV)Td. (2.5:6) 


Hemos obtenido el célebre teorema de N. E. Joukowski: 

La fuerza de sustentación del ala es ortogonal a la velocidad de la 
corriente en el punto del infinito y en valor absoluto es igual al producto 
de esta velocidad por la circulación de esta velocidad y por la densidad 
del fluido. 

Todos los detalles posteriores puede consultar el lector en los 
cursos de Hidromecánica [véase N. E. Kochin, I. A. Kibel 
y N. V. Rosé, Hidromecánica teórica, cap. I, (H. E. Kounun, 
M.A.Ruenp x H. B. P oae, Teopermieckas TMAPOMCNAHMIAa. 
u. I)o V. V. Gólubiev, Teoría del ala del aeroplano en una 
corriente de fluído plano-paralela, (B. B. Poay6en, Teopma 
Kpa aDpomIana B IIOCKONAPAIMENABHOM NOTOKO)]. 


$ 3. FUNCIONES SUBARMONICAS. PRINCIPIO GENERALIZADO 
DEL MODULO MAXIMO Y SUS APLICACIONES 


3.1. Este párrafo está dedicado al desarrollo posterior del prin- 
cipio del módulo máximo. Todos nuestros razonamientos se hasan 
en la generalización del concepto de función armónica: 

Una función real h (x, y) se llama subarmónica en un recinto G, 
si satisface a las siguientes condiciones: 

1) Está definida y es continua en todos los puntos del recinto G, 
a excepción, posiblemente, de una cantidad finita de puntos o puntos 
de alguna sucesión f(tn, Y,)) que carece de puntos de acumulación 
en el interior de G; en este caso, para cada punto excepcional (2p, yn) 
se cumple la relación 

lim A(,y=—o, 
(%, pian, Un) 


*) Aquí se tiene en cuenta que el contorno C on la fórmula (2.5:5) se recorre 
en el sentido positivo, es decir, on dirección contraria a la del movimiento de 
las agujas del reloj. 
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por cuya razón hacemos: 
h (2n, yn) = — o *); 
2) para cada punto (z, y)€G y para todos los valores suficien- 
temente pequeños de p se cumple la desigualdad 


2n 
LEMES [rep cosa, y-psena)da.  (8.4:1) 
š 


ln virtud de esta definición toda función u(z, y) armónica en 
un recinto es también subarmónica; para ella la desigualdad 
(3.:1) se convierte en la igualdad 
2a 


u (ue, n= f u(z+pcosæ, y- psen a) da. 
g 
£L módulo de una función f (z) analítica en un recinto dado, es 
un ejemplo importante de función subarmónica que, por lo general, 
no es armón: En este caso, en cualquier punto z € G y para todos 
los valores suficientemente pequeños de p, se liene: 
2 
(<= | 1 (6+ pe) |da, 
ù 
y se alcanza el signo de igualdad aquí para p > 0 solamente cuando 
Í (z) = const (véase el t. J, fórmula (3.1:6), cap. tercero). De aquí 
se deduce que | f (z) | es una función subarmónica, pero no armónica 
(si f (z) = const). 
Otro ejemplo importante de función subarmónica es ln |f (2) | 
(f (2) == 0). Esta función es armónica en todos los puntos a excepción 
de los ceros de la función f (z), en los cuales tiene polos logarítinicos 
y es igual a —oo, Si z no es un cero de la función f (2), entonces para 
todos los valores suficientemente pequeños de p se cumple la igualdad 


la 
In] f(a) |= | In| (e+ pe") | da; 


*) Ordinariamente, la condición 1) en la definición de función suburmó- 
nica se sustituye por otra, más general: 

1°) h(zo v) > Tim h{z, y) 

(x, vio, vo) 

para cualquier punto (xp, yọ) del recinto G, siendo además denso en todo en el 
recinto G el conjunto de puntos en Jos cuales A (z, y) toma valor finito. Con esla 
condición, la continuidad se sustituye aquí por la semicontinuidad. No obstante, 
en nuestro curso no utilizaremos esta generalización. Todo lo que se reliere a la 
teoría general de las funciones subarmónicas y sus aplicaciones puede encontrar- 
se cu la monografía: I. I. Priválov, Funciones subarmónicas (H. W. [Lp n- 
saxon, CyOrapuonuucckue Hyuuga, Traenas peAKIUA TeXUMKO-TEOPETA= 
mecxoñ sureparypi, M.—¿L, 4037). 
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si z es un cero de la función f (2), entonces ln |f (2) | — —œ y, 
por consiguiente, 


mOl | mahoe |da. 


Lema 1. Si h (2) es una función real, definida en un recinto 
acotado G, y M = sup h (z) (M puede ser infinito), entonces en el domi- 
256 


nio G existe al menos un punto, en cualquier entorno del cual el cxtremo 
superior de la función h (z) es igual a M 
Para demostrarlo, emplearemos el método de reducción a lo 

absurdo. Si el lema no es cierto, para cada punto z € G existe un entor- 
no en el cual el extremo superior de la función À (2) es menor que 
M. Según el lema de Heine-Borel, un conjunto finito de tales entornos 
cubre G. Eligiendo el máximo de los extremos superiores de la fun- 
ción h (z) en los entornos indicados, obtendremos como extremo supe- 
rior de Ja función + (z) en todo e) recinto G un número menor que M, 
lo cual contradice a la definición del número M. Así, pues, el Jema 4 
queda demostrado. 


Lema 2 (fundamental). Sih (2) es una función subarmó- 
nica en un recinto acotado G, y en cada punto E de la frontera del recin- 
to G se cumple la relación 


Tim h (2) «0, 
3t 


entonces h (2) < O en todos los puntos del recinto G; además, el signo 
E atda para algún punto interior es posible solamente cuando 
h (2) = 0. 

Sea M = sup k (z) y sea Æ el conjunto de los puntos del domi- 
nio €, en cualquier entorno de los cuales el extremo superior de Ja 
función h (2) coincide con M. Según el lema 1, este conjunto no es 
vacío. 

Supongamos primero que ninguno de Jos puntos interioros del 
recinto G pertenece a E. Entonces existe al menos un punto frontera 
E € E, y como, según la hipótesis del lema 2, para cualquier e => 0 
existe un entorno del punto £, en cuyos puntos h (z) < e, el extremo 
superior de la función h (z) en este entorno no puede superar a g. 
Por otra parte, éste tiene que coincidir con M. De aquí resulta que 
M < 0 y que en los puntos interiores del recinto tiene que cumplirse 
la desigualdad A (z, y) < M. Por consiguiente, para el caso on que E 
no tiene puntos interiores en G, el lema queda demostrado. 

Supongamos ahora que existen puntos interiores del recinto G 
portenecientes a E. Designemos este conjunto con £. Como la fun- 
ción subarmónica es continua (en cl sentido generalizado) en el 
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recinto G, el valor de k (z) en todos Jos puntos del conjunto & tiene 
que ser igual a M. En efecto, para un punto z, € G, en el cual & (2)) << 
< M, existe un entorno, donde A (2) < M — ô (6 es un número 
positivo), y, por consiguiente, el extremo superior de la función h (z) 
en tal entorno no puede ser igual a M. De aquí se deduce, en particu- 
lar, que M, siondo uno de los valores de la función subarmónica, 
tiene que ser menor que +00. Por otra parte, tiene que ser sup de (2) 

= M > —oo, puesto que una función subarmónica puede tomar 
el valor —co solamente en algunos puntos del recinto G. Así, pues, 
M es un número finito. 

Demostremos que & es un conjunto abierto. En efecto, suponga- 
mos que z € £ y que el número pọ >0 es tal que para todos los 
valores p < po se verifica la desigualdad 

28 
M=h()<h [j h (zo + pet") da (3.1:2) 

ù 
(tal pọ existe en virtud de la definición de función subarmónica). 
Entonces en el círculo | z — Zo | < py no puede haber ningún punto zr 
en el cual h (2) < M. En efecto, en caso contrario en ciorto entorno 
del punto z; so cumpliría la desigualdad h (3) < M — 5, dondo 5 
es un MUA, a y. por consiguiente, para p = |Z, — Zo | 


la integral gi | A (zo + pels) da sería menor que M, lo cual contra- 


ù 

dice a la desigualdad (3.1:2). Por lo tanto, para cada punto zo € & 
existe un entorno en ol cual A (z) = M. Por esta razón, el entorno 
indicado pertenece a €, y 8 es un conjunto abierto. Como en todos 
los puntos del conjunto 8 se cumple la igualdad k (z) = M, y la 
función h (z) es continva, también en cualquier punto z' € G que 
sea punto do acumulación para É, tieno que ser h (2) = M. Así, 
pues, todo punto del recinto G que sea punto de acumulación para €, 
pertenece a É. 

De las propiedades observadas del conjunto E se deduce, según 
el Joma e) del ap. 4.5, cap. primero (t. I), que £ = G. Por consi- 
guiente, h (2) = Af; pero entonces, para cualquier punto frontera E 
del recinto G se cumple la relación 


Tim» (2) =limh(2)=M, 
za pe 


y de aqui, según la hipótesis del lema 2, obtenemos que M < 0. 
En resumen, en todos los casos M = sup h (2) < 0, y la igualdad 


G 

h (e) = 0 en algún punto del recinto G significa que M >0 y, 
por consiguiente, M = 0, y luego, por lo que acabamos de demostrar, 
resulta que h (2) = 0. 
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Teorema 1. Una función real u (x, y) que es continua en un 

recinto G y en cada punto Zo € G satisface a la relación 
2x 
u (Zo, 10) = afe (xo prosa, yo $ psen a) da, 
v 
donde 
0<p<p = po (z0); 
es armónica en este recinto. 

Evidentemente, es suficiente demostrar este teorema para un 
entorno de un punto arbitrario Zy € G. 

Construyamos una función u* (v, y) que sea continua en un 
círculo |z — zo | < p, perteneciente a G, que coincida con u (x, y) 
en todos los puntos de la circunferencia y: |z — Zo | = p, y sea 
armónica en el interior de y. Como ya sabemos, tal función existe 
(véase el ap. 1.5). 

La diferencia u* (x, y) — u (z, y) es continua en el círculo cerra- 
do |z — zo | < p y para cada punto z; del interior de y se verifica 
Ja igualdad 

2n 
ue y) (2 n= ja | utero cosas, + pisen) — 
h 
—u (1+ pı 008 0%, yı + py Sen a)] do 


para todos los valores suficientemente pequeños de p,. Por ello, 

la función u* (z, y) — u dE y) es subarmónica en el interior de y. 

Pero ésta so anula eu todos los puntos de la circunferencia y y, además, 

se nula también en el centro z de la misma, puesto que en él 
2a 


1 (ën, Y) — i (2o, Y) = 37 | lu (20 +0 cosa, Ya Hp sena) 
i 


—u (z+ p cosa, yop sen a)] da =Ù. 


Por consiguiente, según el lema 2, se tiene: 
we, y) —u(e, y) = 0 
en el interior de y. 
Homos demostrado que u (x, y) es armónica en un entorno de cada 
punto del recinto G. El teorema queda demostrado. 


Teorema 2. (Principio generalizado del 
módulo máximo). Sea k (zx, y) = h (z) una función subarmó- 
nica en un recinto acolado G, y sea u(x, y) = u (z) una función 
armónica en el recinto G. Si para cada punto frontera Í del recinto G, 


a excepción, posiblemente, de una cantidad finita de puntos $y, « . -. Emo 
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se cumple la desigualdad 
Tim [h (2) —u (2)1< 0, (3.1:3) 
pes 
y para cada punto Uj(¡=1,....M) 
Tim [4 (2) —u(2)1 <+0o, 


ty 


entonces en todo el recinto G se verifica la desigualdad 
h(a) <u(2), 


en la cual se alcanza la igualdad en algún punto interior del recinto 
solamente cuando 
h(s)=u(2). 


Este teorema muestra que la función u (z, y) que satisface a las 
condiciones del teorema es una función armónica mayo- 
ranto de la función A(z, y) en el recinto G. Brevemente, 
pero no con la exactitud precisa, el teorema 2 se puede enunciar así: 

Si una función armónica u (z) es superior a una función subarmó- 
nica h (2) en todos los puntos de la frontera del recinto, a excepción, 
posiblemente, de una cantidad finita de ellos, entonces es superior a la 
misma en interior del recinto. 

La admisión de puntos excepcionales £,, en los cuales, a priori, 
puede no cumplirse la condición (3.1:3), está dictado por los intereses 
de las aplicaciones del teorema 2. Obsérvese que la condición, según 
la cual, para los puntos excepcionales tiene que cumplirse la rela- 
ción (3.4:4), es esencial para la justeza del teorema. En efecto, el 
núcleo de Poisson, por ejemplo: 


E pa 
Pir, 0) = Frer oT 


representa una función armónica y, por consiguicato, subarmónica, 
la cual, en cualquier punto de la circunferencia |ġ|=p, a excep- 
ción de E- p, satisface a Ja condición 
lim  P(r,0)=0. 

0 Dto, a) 
Por esta razón. la función armónica u (r, 0) = 0 puede considorarse 
como mayorante respecto de P (r, 0) en toda la circunferencia 
| £ | = p, a excepción de un punto ¿ = p. Sin embargo, en el interior 
de Ja circunferencia 

P (r, 0) >0=u(r, 0). 


La explicación consiste en que P (r, 0) toma valores arbitraria- 
mente grandes en un entorno del punto p. Por ollo, la función idénti- 
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camente nula, así como cualquier otra función acotada, no puede 
ser mayorante para P (r, 6) en el círculo |z |< p. 

Pasando a la demostración del teorema, introduzcamos las funcio- 
nos auxiliares: 


vw ()=Inli=b)]  G=4....,1. 
Evidentemente, v; (2) es armónica para z ++ Ey y, en particular, 
armónica ou el recinto G. En el punto z = £, es igual a —oo. 
Si K es el diámetro del recinto G (es decir, es 1 tancia máxima 


entro los pares de puntos del dominio G), entonces para cada función 
vs (a) se cumple la desigualdad 


vj()<InR, 26%. 


Por ello, las funciones vy (z) — In R = u; (z) toman valores no posi- 
tivos en los puntos del dominio G, mientras que en lo demás poseen 
las mismas propiedades que las funciones vj (2). 

Tntroduciendo un parámetro positivo g, el cual tenderá a conti- 


nuación a cero, formemos la función 


de(e)- h(2)—u (re > uy (e). 
3 


Como, para cada punto zo € G y para todas las circunferencias 
de radio suficientemente pequeño con el centro en Zo, el valor h (z) 
no supera al valor medio de la función k (z) tomado sobre esta circun- 
ferencia, mientras que los valores de las funciones u (z) y uy (2) 
coinciden con los valores medios correspondientes, de (zp) no superará 
al valor medio de la función d, (z) sobre cualquier circunferencia 
de radio suficientemente pequeño con el centro en zp. Por consiguion- 
te, la función de (z) es subarmónica en el recinto G. Además, en 
cada punto frontera ¢ Æ $; se cumple la desigualdad 


a 
Tim de (2) = Tim [k (2) —u (2) +e Y u,(2)1<0, 
2 mk f=1 
y en los puntos E = Ey, la relación lim de (2) = — œ < 0 (puesto 
Pre 


que las funciones h (2) — u (2) y ua (2) (k = j) están acotadas supe- 
riormente en los entornos de los puntos En y Uy (2) — —00 para 
z > $). De aquí sacamos la conclusión de que a de (2) es aplicable 
el lema 2 y, por consiguiente, 


de (2) <0, ZEG, 


o bien 


h(2) <u(s)—e ES uy (2). 


208 CAP. VI. FUNCIONES ARMONICAS Y SUBARMONICAS 


Cuando e tiende a cero, resulta: 
h(2) <u(2), 
es decir, u (2) es mayorante para h (2) en el recinto G, como se quería 
demostrar. 
No queda más que agregar que de lo demostrado se deduce 

la relación 

tien 1h (2) —u (2)1 < 0 

zi 


para cualquier punto frontera E del recinto G (incluyendo también 
aquellos puntos ¿y que fueron excluidos en las condiciones del teore- 
ma). Por esta razón, si en algún punto interior z, € G se cumple la 


igualdad 
h (20) —u (20) =0, 


entonces, según el lema 2, se deduce que la función subarmónica 
h (2) — u (2) es idénticamente nula en ol recinto G, es decir, h (z) = 
= u (z). El teorema 2 queda completamente demostrado. 

3.2. He aquí algunas aplicaciones del teorema 2 del ap, 3.1. 
Sca f (2) una función analítica en el anillo circular D: r; < |z | < ra, 
la cual, por lo general, puede no ser uniforme, pero cuyo módulo 
us uniforme en D y satisface a las siguientes condiciones: 


Tim 1n|/(2)|<In My Tim 1n |f (2) | «3 In Ma. 


Mira Vera 


Como In | f (2) | es una función subarmónica en el recinto D, Ja 
fuveión armónica en el mismo recinto cuyos valores coincidan con 
In M, en y: | £ | =>», y con ln M3 en yo: | Ẹ | = ra, tiene que sec 
mnayorante para ln | f (r) | en el anillo circular D. Es fácil construir 
tal función partiendo de la función armónica ln | z |. Ja cual toma 
el valor In p en la circunferencia |z | =p. 

Es obvio que la función 


es armónica y toma el valor la M, en la circunferencia jz 
y ol valor cero en la circunferencia |z|=",. Del mismo modo 
la función 


1 
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es armónica y loma el valor (0 en la circunferencia |2|=r, y ol 
valor ln Ms en la circunferencia [2|=rz. La suma de estas fun- 


ciones 
ipdEl wll 
u (2) = In M, — = In Ma — 
Int n 
T2 7; 
es continua en D y armónica en D, y Loma el valor In 37, en la cit- 
cunferencia | z | = r, y el valor Jn Af, en la circunferencia | 2 | = rg. 


Esta función es precisamente mayorante para Ja función ln |/ (2) | 
en el recinto D, es decir, 


inlEL ndl 
E F 
In [7 (6) l< nM 2 n Maat (3.2:1) 
In le In 2 
ra ri 


para ri <|z|<rz, alcanzándose ol signo de igualdad para un pun- 
to interior del anillo cuando, y sólo cuando, In |f(2)|=u (2). 
Como 


Aru 


z 
Arg Ž 

v (2) =InM,— 2-41 Ma 
h 1 


es, evidentemente, conjugada con w (z), la función Arg f (2), siendo 
la conjugada de 1n | f (z) |, puede diferenciarse en este último caso 
de » (z) solamente en una constante aditiva., Por consiguiente, en 
ol caso de igualdad en (3.2:1): 


Lnf(2)=10|7(5)|-1-1Argf (2) = 104 u(2)- iv (2) = 


z 2 


m nt 
=C oM atm, 
inil n2 
r2 ri 
de donde 
In Ma— n My 
J@ =A man, 
siendo 
y nM, lnro— ln Ma lnr: 
A E 


Consideremos tres valores cnalesquiera de |z|: py, p y pze que 
satisfagan a las desigualdades: 


ULLI pL ra 
44—124 
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Entonces, haciendo la notación: M (p)= max} (s) y basándose en 
las desigualdades (3.2:1) tendremos: 


nL ne 

In M (0) < 1n M (o) L 4 In M (pa) EL, (8.2:2) 
In 22 
ni P 


Esta última relación expresa el llamado teorema de Hada- 
mard de los tres círculos. Esto posce un sencillo 
significado geométrico. 

Consideremos y = ln M (p) como función de ¿=1n p: 


n=0 (E). 


Entonces, haciendo Inp=E, lap,=Ẹ y InM(p)Y=n 
lu M (pa) = M2, escribamos la desigualdad obtenida en la forma 


am mii GEE 
Poro 
nm sz Hue 

es la ecuación de una recta que pasa por los puntos (£,, N1) y (Ea, M2), 
es decir, os la ecuación de una cuerda de la gráfica de la función 
J = q (E) on coordenadas cartesianas E y y. Por esta razón, el teorema 

de los tres círculos expresa aquella propiedad doln M (p), considerado 
como función de In p, según la cual cualquier arco de la curva 
Jn M (p) = (In p) no está situado más arriba de la cuerda corres- 
pondiente, o en otras palabras, muestra quo esta curva o la función 
misma y = q (3) es convexa. Obtenemos, definitivamente, el 
siguiente enunciado compacto del teorema de los tres círculos: 

El logaritmo del módulo máximo de una función analítica en un 
anillo circular D, es una función convexa del logaritmo del radio de 
la circunferencia, sobre la cual se toma el máximo. 

Para obtener otra aplicación más del teorema 2, ap. 3.1, conside- 
romos una función analítica f (z) en el círculo K: |z|<R que 
satisfaga a las condiciones: 

Timln]f()/<Inm, Timln|f()|<InM, (3.2:3) 
E E 
donde ø y E donotan dos arcos complementarios entre sí de la 
circunferencia T: | 2 | = R, considerados como intervalos, es decir, 
sin sus extremos ¢; y z, comunes para o y È. Además, supondremos 


que en los entornos de los puntos £, y Za la función 1n |f (z) | está 
acotada superiormente. En virtud del teorema 2, para obtener una 
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función que sea mayorante para In |f (z) | en el interior de K, 
es suficiente hallar una función gue sea continua en el círculo cerrado 
|2 | < R, a excepción, posiblemente, de los puntos t; y £2, en cuyos 
entornos tiene que estar acotada inferiormente, que sea armónica 
en el círculo K y que tome en los puntos del arco o el valor ln m 
y en los puntos del arco X, el valor In M. 

Para mayor precisión, supongamos que las designaciones €, y ba 
para los extremos comunes de los arcos y y E se han elegido de tal 


FIG. 33. 


modo que, al recorrer la circunferencia en sentido positivo comen- 
zando desde el punto £,, el movimiento se efectúa primeramente a lo 
largo del arco o y después, pasando por [a, se llega al arco E. Supon- 
gamos luego que 22 y 28 (0 < «a, 0 < B, a + B = n) son los ángulos 
bajo los cuales se ven los arcos ø y E desde el punto z = 0, respectiva- 


mente. Consideremos la función armónica multiforme Arg 89 


=z * 


quo representa la magnitud del ángulo bajo el cual se ve la cuerda 
(E: Čo) desde el punto z. Entre los valores que toma la función 


Arg en el punto z = Q, uno y sólo uno está comprendido entre 0 


y 21. De acuerdo a las notaciones hechas, éste es igual a 21 — 2a = 
= 2f (fig. 33). Designemos mediante v (z) la rama uniforme y con- 


tinua en el interior del círculo de la función Arg z que satisface 
14a 
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a la condición 
»(0)=2. 


Todos los valores de la función v (z) en el interior del círculo están 
comprendidos entre O y 2a, puesto que esta función, variando con- 
tinuamente desde su valor 2B, 0 < 2B < 27, no puede anularse 
ni tomar el valor 27. Del significado geométrico de v (z) se deduce 
también que en los puntos del arco g ésta Loma el valor constante f 
y en los puntos del arco E, el valor constante 2n — a =n + P 
(lig. 33). 

Por consiguiente, la función armónica w (z) = + lo (2) — Pl 


se anula en Jos puntos del arco o y toma el valor 4 en los puntos del 
arco X. Como esta última está acotada en los entornos de los puntos E, 
y ta, del teorema 2 se deduce que u (z) es menor que la unidad en 
el círculo X, puesto que la unidad cs mayorante para ésta en la cir- 
cunferencia Y. Aplicando este mismo teorema a la función armónica 
—u (3), para la cual el número O es mayorante en T, sacamos la con- 
clusión de que — u (2) << O en el interior de I', es decir, u (2) > 0. 
Así, pues, n (z) satislace en el interior do K a la desigualdad 


<u (2) < it; 
sn valor en el punto z=0 os u (0) Ho =B =E p 
Formemos, finalmente, la función armónica 
ln m- (In M—1n m) u (2). 


Esta es igual a ln m en los puntos del arco a, es igual a In M en los 
puntos del arco E y está acotada en los entornos de los puntos ba 
y Ls Por ello, representa la mayorante armónica de la |/ (2) | 
buscada: 

In |# (2) |< 1n m+ (In M— In m) u (2), 


u bien, 
In| f (2) |< 1n Mu (2) -Inm (1—u (2)), 
de donde 
aM Pm", (8.2:4) 


Esta desiguldad es válida en el interior de K. En particular, en 
el punto z=0 se tiene: 
a 


2 
[O< M7m". {3.2:4') 


La desigualdad (3.2:4) expresa el llamado teorema de las 
dos constantes (para el caso particular en que el recinto 
es un círculo). 
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Sim < M, do las desigualdades (3.2:3) sólo se deduce inmediata- 
mente que 


ImJ <M 


para todos los puntos ¢ € I, a excepción, posiblemente, de dos pun- 
tos: E, y Za, en cuyos entornos Him |f (z) | < oo. Por esto motivo, 
según el teorema 2, ap. 3.1, se puede afirmar que en el interior del 
círculo K: 
HOISE (3.2:5) 
La desigualdad (3.2:4) muestra que si no se sustituyen los dos 
números m y M por el mayor de ellos M, sino que se utilizan ambos 
(las dos conslantes), entonces resulta una cota mucho mejor para 
el módulo de f (z). En efecto, la razón de M“®mi-u a M es 


moy ut) 
Ea 
la cual es menor que la unidad, puesto que m < M y0 < u (2) <1 
en el interior de K. 
Para la ilustración del teorema de Jas dos constantes, considere- 


mos una sucesión de funciones analíticas (f, (z)}, uniformemente 
acotadas en valor absoluto en el círculo K 


lh OlM, 


para las cualos en un arco fijado o de la circunferencia T se cum- 
plen Jas dosigualdades: 


Tm | fn (9 |< em 
teo 


donde (e,) es una sucesión de números positivos convergente hacia 
cero (tn < 1) 

Demostremos que en estas condiciones la sucesión {fa (2)) con- 
verge uniformemente hacia O en el interior do K. 

En efecto, si E es el arco de la circunferencia I que es comple- 
mentario a o, entonces, debido a las condiciones enunciadas, se 
tieno: 

imin |fa(2)|< Inen, Tim ln|f. (2) |< In M. 
E it 
Según el teorema de las dos constantos obtenemos: 


LS PO e, 


donde p = max (M, 1) (0<u(<1, y si M>1, entonces 
M"% <M, mientras que si M < 4, resulta, M“® < 4). En cada 
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círculo cerrado |z|<r<R la función armónica continua u (2) 
tiene máximo ņ (r), el cual necesariamente es menor que la unidad 
(puesto que x (3) < 1 en todos los puntos del círculo K). Por ello, 
para |2 |< r obtenemos: 
EAIRT i 

de donde se deduce la convergencia uniforme a cero de la sucesión 
{ha a). 

"Soa, on particular, fa (3) =f (a) (n= 1, 2, +...) de modo 
que se tiene una función analítica, acotada en valor absoluto en ol 
círculo unidad, la cual satisface a las relaciones 


Tm /()1<ea (lim en =0), es decir, limf (3)=0 
E di Te 


para cierlo arco de la circunferencia unidad, Entonces, según 
lo demostrado, 


1 (2) == lim f (2) =0. 


Así, pues, si una función f (z) que es analítica y está acotada en 
valor absoluto en el círculo unidad, se anula en algún arco de la 
circuoferencia unidad, entonces f (z) = 0. 

En el capítulo octavo obtendremos de otro modo el mismo 
resultado, sin suponer que el módulo está acotado. Naturalmente, 
el hecho señalado aquí es solamente un caso muy particular del 
teorema de Luzin-Priválov. 

3.3. El teorema 2, ap. 3.1, en el caso particular en que A (2) = 
= | f(z) |, donde f (z) es una función analítica en el recinto G, 
u (2) = C, y en T solamente hay un punto excepcional E = ġo, dice: 

Si para cada punto frontera | Æ [y del recinto G se cumple la. 
desigualdad 


Tma) TA (3.3:1) 
y en el punto to 

Ton] 1()]<oo, (3.3:2) 

ato 


entonces | f (2) | < C en todos los puntos de G y la igualdad | f (zo) | = 
= C (2.€€) es posible solamente cuando f {z) = const. 

Esta proposición puede precisarse considerablemente si se conoce 
el carácter de la frontera del recinto G en un entorno del punto tp. 

Supongamos que en el punto ¿y la frontera del recinto G forma 
un ángulo de magnitud ax (0 <a < 2); entonces se puede omitir 
la condición (3.3:2), suponiendo, sin embargo, que el crecimiento 
posible de | f (2) | cuando z tiendo a E, no es demasiado grande. Aquí 
se expondrá la proposición correspondiente, suponiendo para precisar 
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que el punto £, = co y que el recinto mismo G tiene la forma de un 
ángulo de magnitud œx (0 <a < 2) o la forma de una franja (caso 
de un ángulo de magnitud cero). 


Teorema de Phragmén-Lindcelóf. Sea G un 
ángulo de magnitud an (0 < a < 2) y sea f (z) una función analítica 
en el recinto G que satisface a las condiciones: 

1) para cada punto finito [ de la frontera del recinto G, 


Im /()1<C(< 00); (3-3:3) 
2 
palim PANU cL, (3.3:4) 
donde B 
M (r) = max (e, mp 1 II EEG). 
Entonces 


1H 1<C 


en el recinto G, y el signo de igualdad en un punto interior de este 
recinto es posible solamente cuando f(z) = const. 

La condición (3.3:4) impone una restricción determinada al cre- 
cimiento posible de | f (z) | para z > œ; precisando, para cada py, 
PAST tiene que existir una sucesión (R,) tal que Ra, < Rn+r 
lim R, = 00 y 
nao 


1£(2)|<exp(|2/%) para |z|=Rn n=1, 2, .... (3.3:5) 


Recíprocamente, de (3.3:5) se deduce (3.3:4). 

Para demostrar el teorema supongamos que el vértice del ángulo G 
está situado en el origen de coordenadas y que la bisectriz del ángulo 
coincide con la parte positiva del eje real. Con esto no se restringe 
la generalidad de la demostración, puesto que el caso general se 
reduce al indicado mediante una transformación lineal entera 
(traslación y rotación), la cual no altera las condiciones del teorema. 

Construyamos la función auxiliar 


Fa (2) =f (2) exp (— 22°”), (3.3:6) 
donde pa<m<t y 2% denota aquella rama uniforme y analítica 


en el recinto G do la función z®2= exp (p, Ln z) que toma valores 
positivos para z real y positivo, es decir 


29 = exp (pz in 2). 
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Consideremos el sector £r, interceptado por el círculo |2|< Ra 
en el ángulo G. En cada punto £ perteneciente a sus lados recti- 
Jíneos, tendremos en virtud de (3.3:6) y (3.3:3): 


Tim | 2, (2) | <; C lim | exp (—ez02) |= C lim exp (— er”? cos pa0) < C, 
z>% mt ai 


donde z = re (on el recinto G se tiene: | p9 | <=. de 
donde cos pa0 > 0). 

Además, en el arco | z | = R, que forma parte de la frontera del 
sector gun tendremos, en virtud de (3.3:6) y (3.3:5): 


| Pe (2) |< exp (RE! — eR? cos p0) < oxp [ RI! — eR? cos (pa $7) ] - 


Como cos (pa +) >0 y p,<po, el segundo miembro de la 


última desigualdad tiende a cero cuando R, tiende al infinito. Tome- 
mos /?, tan grande que el segundo miembro se haga monor que C y, 
además, que un punto arbilrariamente fijado zy € G quede en el 
interior de gra. Entonces, en todos los puntos frontera del sector grn 
sin exclusión, tendremos: 


[im] £.()1<C, 

2 
de donde, según el teorema 2, ap.3. 
[Fa], 


y la igualdad es posible solamente si F, (2) = const. Sustituyendo 
la función Fe (z) por su expresión y pasando al límite cuando el 
parámetro e tiende a cero, hallaremos: 


ira | / (25) exp (2222) |=]/(20) 10, 


que es lo que se quería demostrar. 
No queda más que observar que en el caso de igualdad 


1/(2)1=C, 


obtenemos que el módulo de la función analítica alcanza su máximo 
(el extremo superior) en un punto intorior del recinto G, de donde 


Fa) = const. 


El teorema precedente admite una especificación ulterior; pre- 
cisamente, la condición (3.3:4) puede sustituirse en el mismo por 
la condición: 

lim PHO <0, (3.3:7) 


mo pu 
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la cual, a su vez, es equivalente a la siguiente: para cualquier 
e>0 existe una sucesión (Mn) (Rn=Rn(e)) tal que Ra < Rus, 
lim Rr=œ y 


no 
1 
116) |<exp(e]:1%) para J2[=n, n=1,2,3,...- (838) 
Si se cumple la condición (3.3:5), también se com la condición 
(3.3:8), puesto que para p; < -7 y cualquier e >0 fijado, se tiene 
para todos los valores suficientemente grandes de |z |: 


1 
exp|z| <exp (e|2/%). 
Lo recíproco, por lo general, no es cierto, como muestra el ejemplo 
E E x w 
de la función f(z) = PE considerada en el recinto 


Largz | <4 . Por consiguiento, a la condición (3.3:8) satisface 


una clase más amplia de funciones que a la condición (3.3:5 

Supongamos que se cumplen las condiciones (3.3:1) y (3.3:7); 
demostremos que en todos los puntos de la biscetriz del ángulo G, 
es decir, para todos z = z reales y positivos, la función f (z) satisface 


a la desigualdad 
OIEA (3.3:0) 
Entonces el teorema demostrado anteriormente se puede aplicar 
a f (2) en cada uno de los dos ángulos en los y que el ejo real divide 
el ángulo G. La magnitud de tal ángulo es 32 y, por consiguiente, 
para que pueda aplicarse el teorema Indiéadaosmecesañio que para 
todos los p; menores que z y suficientemente próximos a E se 


cumplan las desigualdades de la forma (3.3:5). En virtud de las 
desigualdades (3.3:8), esto verdaderamente se cumple para todos 


los valores p; > Z. 


Así, pues, todo se reduce a la demostración de la desigualdad 
(3.3:9) en los puntos v > 0. 

Fijemos x > 0, luego e > 0 y la sucesión correspondiente (2), 
para la cual se cumplen las desigualdades (3.3:8). 


Consideremos el sector gra? |argz |< T, lz} < Ra; para 


todos los valores suficientemente grandes de n el punto z está situado 
en el interior del sector. Además, en el arco A, de la circunferencia 
que forma parte de la frontera del sector, se cumple la desigualdad 


1 
IO |<exp (ERF), 
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y en cada punto £ de los lados rectilíneos del sector 
Tm]f(91<C. 
zet 


Queriendo utilizar la desigualdad (3.2:4') (el teorema de las dos 
constantes) para acotar |f(x) |, transformemos conformemente 
el sector gr, en el círculo unidad, de modo que el punto z vaya 
al centro del círculo, Kealicemos primero las transformaciones: 


1 
Main D) a= (FEY =h e. 


La primera de ellas transforma gr, en el semicírculo superior 
del círculo unidad; en este caso el arco A, se transforma en la semi- 
i 


circunferencia y el punto z en el punto ($) EUR segunda trans- 


forma el semicírculo obtenido en el semiplano superior; en este caso, 
la imagen de la semicircunferencia es el semieje negativo y el punto 


Ar)" 
E. 


3 n= 23 = fo (2), 
2—En 


1 
¿(-2)* se transforma en el punto E, = +» Efectue- 
H 


al 


mos, finalmente, la transformación 


como rosultado obtendremos el círculo unidad; en este caso el semieje 
negativo se transformará en un arco E, con el punto inicial 1 y el 


punto final É2 (el recorrido de la circunferencia unidad se efectúa 


en el sentido positivo). La transformación z3 = fafafı (2) será la 
buscada. Como resultado, la función f (z) se transforma en la función 
J* (za) = Iffig (Zs), la cual toma el valor f (z) en el origen 
de coordenadas, en los puntos del arco 2,,, que es la imagen del arco 
An, satisface a la desigualdad | f* (23) | < exp (eR) y, finalmente, 
en los puntos ¢ del arco op, que es complomentario al arco Bp, satis- 
face a la desigualdad lim |f* (2) | < C. 


Por consiguiente, debido a la desigualdad (3.2:4'), se tiene: 


PA E 
IM0)1=11()1<CT exp (LR z), 
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donde 2an y 2fn denotan los ángulos bajo los cuales se ven los 
Arcos On y Xy, respectivamente, desde el centro del círculo 
(0<an, 0<Bn a+ Ba =n) 


atif) 


Ej" 


lim arg n =0, para todos los valores suficientemente grandes de n 


no 


se tiene: 


Como lim £,= lim 


no no 


=1 y, por consiguienle, 


ES a 
arg Ẹn= 4 arg [1+ i(i)" Jarc (5) 
y . 


ar 208 ta 8 arctg (57) >0. 


Como el punto 1 es el origen del arco E, y E es su extremo, para 
n 
1 
z zye 
el ángulo 2f, se tiene: 2f, = 8 arctg (%) , €s decir, Ba = 
1 1 


= 4 arctg (AN Y an = n — 4 arctg 5) +. Por esta razón 


1 A; 
|4 (2)| < exp E eRT arctg 607 cos ei 
o bien, pasando al límite para n— 00 
1} (@)|< exp Es ext) es 
de donde, finalmente, debido a la arbitrariedad de e>0, sacamos 


la conclusión que 
HIC. 


La relación (3.3:9) queda demostrada, y a la vez, queda demos- 
trado, como se observó anteriormente, que 


IFICE, ZEG. 


Así, pues, so verifica el siguiente teorema (que abarca al teorema 
anterior de Phragmén-Lindelf): 
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Teorema 1. Sea G un ángulo de magnitud un (0 <a < 2) 
y sea f (2) una función analítica en este recinto que satisface a las con~ 
diciones: 


1) para cada punto finito € de la frontera del recinto G, 
Tim|/ (2) |<C; 
an 


2) 
lim PAO o, 
=> F 
Entonces 
KOIxCE 


en el recinto G, y si |f (zo) | = C, zo € G, resulta f (2) = const. 
En cierto sentido la proposición obtenida no puede precisarse 
más, Si se quiere que el teorema conserve su valor, no se puede 
sustituir aquí la condición 2) por 
lim PAO 0, 
me a 


Esto muestra el ejemplo de la función 
1 
F()=exp(y2%)  (y>0). 


En los lados del ángulo | arg z| <%f ésta satisface a las condiciones: 


£ 


is E 
11 (re? 72) [exp (yr cos <) 
no obstante tiende al infinito sobre cada rayo 
argz=0, <7 . 
lvidentemente, en esto caso se tiene: 
1 
M()=exp (yr) y lim "40 =y>0, 
mo Ł 
ya 
También se pueden obtener proposiciones análogas al teorema 1 
para otros recintos, por ejemplo, para una franja (ángulo de mag- 


nitud cero). 
Teorema 2. Sea D una franja de anchura ha: 
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y sea f(2) una función analítica en el recinto D que satisface a las 
condiciones: 


1) para cada punto finito E situado en la frontera D, 
Tm|f()1<C (<) 
z>% 
y, además, es 
Im el <C 


lim LLO <o, 
pe ep E 


donde p(+)=maxtl, supl/(2 1911 E<y< E. 
Entonces en el recinto D se verifica la desigualdad 
Ols C, 
y la igualdad en un punto zp E D es posible solamente cuando f (2) = 
= const. 
Jste teorema se reduce al anterior mediante la transformación 
conforme 
Sa exp 8 


la cual transforma la franja D on el semiplano de la derecha G 
(ángulo de magnitud x) de modo que lleva el extremo izquierdo de 
la franja (z = — œ) al punto z’ = Q, y su extremo derecho (£ = 
= -+ œ) al punto 2" = œœ; los segmentos de las rectas x = const 
se transforman en este caso en semicircunferencias con los centros 
en el punto 2 =0. Hagamos 


J (nz) Fe): 
on virtud de las condiciones del teorema, esta función es analítica 


en el recinto G y en cada punto finito Y’ de la frontera satistace 
a la desigualdad 


Tim |F (2) |<C. 
rat 


Además, para r’ =|z' | y z= Re z, ligados por la relación r' = exp A 
se tiene: 
M(r)= sup 1P(2)]= sup |f (3| sn (2), 
irar Rer=x 
de donde 
ln dee) ¿Ma 


z 
xp 
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y, por consiguiente, 
lim a < lim Inp (2) 
re Fo exp i 


<0. 


Aplicando a F (2') en el recinto G el teorema 1 fpara «= 1} 
hallaremos que 
IF E<, ZEG, 
o bién, finalmente, 
OLEC, 26D 


como se quería demostrar. 
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4.1. Aquí deduciremos una fórmula que representa una extensión: 
de la fórmula (1.2:8) al caso de funciones que poseen polos logarítmi- 
cos. Sea u (z) = u (r, 0) una función uniforme y armónica en el 
círculo |z |< R < oo, a excepción, posiblemente, de polos loga- 
rítmicos. Designemos los polos logarítmicos diferentes de coro 
mediante Er, La, «+.» Ens - » -» disponiéndolos en orden de módulos 
no decrecientes, y sea uy ln |z — Ey | la parte principal correspon- 
diente a £y (véase ol ap. 1.3). Introduzcamos también la parte prin- 
cipal poln |z | correspondiente al punto z = 0, haciendo po = 0 
cuando este punto no sea en realidad polo logarítmico de u (z). 

Consideremos la función homográfica 


donde |£ | <p < R. Como se sabe (t. I, ap. 4.7, cap. segundo), 
csta función translorma conformemente el círculo |2 | <p sobre 
sí mismo, llevando el punto £ al centro del círculo. 


a 
Como l; (z) es una función analítica en el círculo |z | < TT 


que posee en el mismo el único polo simple en el punto 2 = Ey su 
módulo es igual a p en todos los puntos de la circunferencia | 2 | = p, 


resulta que la función uz (2) = In El k (2) 1] es armónica para 


con la parte principal In |z — £ | y se anula en la circunferencia 
| z | = p. Si los puntos 0, či, - - -» Ev, tomados entre los polos 
logarítmicos de la función u (2), están situados en el interior de la 
circunferencia, mientras que los demás están fuera de ella, entonces 


lal< È, zt, poste un polo logarítmico en el punto z = 3 
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la función 
vip vip 


ES ES ES y p E— gn 
ju (o D mug ()=u (0 — i pal | 


es armónica en todos los puntos de un círculo de radio mayor que p 
2 

(igual al mínimo de los dos números | £vpr+s | y TT) y en 
e 


la circunferencia |z | = p coincide con la función u (z). Por esta 
razón, para todos |2|=r< p se tiene: 
1 la o 
a A a A 
vie Q= ra e 
9 
o bien 
T Pra 
== fu o T 


ü 
vip) 
=u (r, 0)— $) pln 
0 
Esta es la fórmula buscada. Se llama fórmula de Poi- 
sson—Jentzsch. Cuando no hay polos logarítmicos se debe 
considerar aquí que todos los números p; (j = 0, 4, ..., v(p) 
son iguales a cero; en este caso esta fórmula se convierte en la fórmula 
de Poisson (1.2:8). La fórmula (4.1:1) es una generalización de esta 
última. 
Apliquemos la fórmula (4.1:1) al caso particular en que u (r, 0) 
tiene la forma 


u(r, ©}= ln |f (re9) ], 


donde f (re®) = f (2) es una función uniforme y analítica en el circulo 
|z] < R, a excepción, posiblemente, de polos. Sean 2,, az, . 
los ceros distintos entre sí de f (z), dispuestos en orden de no decre- 
cimiento de los módulos, y sean ay, œs, .. ., los órdenes de multi- 
plicidad de estos ceros; del mismo modo, sean by, b», . . ., los polos 
distintos do f (z), también dispuestos en orden de no decrecimiento 
de los módnlos, y sean B; fo, .... sus órdenes. 
Separadamente consideraremos el punto 2=0, asignándole 
el orden de' multiplicidad À. Si este punto es un cero de f (2), supondre- 
mos que 2”es el orden de este cero; si z = () es un polo, supondremos 
que A es el orden del polo tomado con signo contrario; finalmente, 
si z = 0 noes cero ni polo, supondremos que A = 0. Fácilmento 
se observa que In | f (z) | es una función uniforme y armónica en el 
círculo | z | < R, a excepción de los polos logarítmicos: O, as, az, . 
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a. Di da ..., con las partes principales correspondientes: 
»injz|, an|z—aļ, azlnjz—ash ..., 
—f1n]2—d4), —Pzln]z— bls -+ 


Si n' (p) denota el número de ceros distintos de f (z) situados en 
el círculo | z |< p, y p' (0) indica el número de polos distintos situa- 
dos en el mismo círculo, donde no se tione en cuenta el punto z = Ù, 
entonces según la fórmula (4.1:1) se liene: 

2n 


4 pr E 100) 
z f Dr i n e 


Este es una caso particular importantísimo de la fórmula (4.1:1); 
precisamente esta fórmula se llama ordinariamente fórmula do 
Puisson-Jentzsch. 

Si convenimos en la lista do ceros y polos de f (2) (que no coinci- 
dan con el centro del círculo) repetir cada uno de ellos tantas voces 
cual sea su orden, designándolos como anteriormente con las letras 
a y b con los subíndices correspondientes, e indicamos con n (p) 
y p (p) las cantidades de ceros y polos de f (2), respectivamente, que 
en el círculo |z | < p, teniondo en cuenta los órdenes de multi- 
plicidad de estos puntos, entonces Ja fórmula (4.1:2) puede escribirse 
en la forma: 


2n 
4 j2 — r3 b 10, 
A a Ga 
x mp 
(4.4:2') 


+Alnp— J) ln 
1 


Los sumandos que corresponden a los ceros o polos múltiples 
se repiten en el segundo miembro de la fórmula tantas veces como 
indique el orden del cero o polo. 

Si f (z) no tieno polos en el círculo |z | < R. se puede suponer 
que todos los números f, en la fórmula (4.1:2) son iguales a cero y que 
A no es negativo. Entonces obtendremos: 

25 
1 ia) ea 
pa f Mo | apa coa 


da= 


3 0, "io Zs 
SS a (4.1:2) 
7 
1 


1 02h | 
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o bien, teniendo en cuenta las notaciones admitidas en la 
Fórmula (414:2): 


2x 
U i pos 
SM de = 
Pre) $ y 20 
+10 [459 rnp Y) ln Ll (4.1:3) 


1 


rula (4.4:1) (y sus casos particulares) se dedujo con la 
n de que ninguno de los polos logarítmicos de la función 
situado en la circunferencia |z | =p. Pero ella conserva 
también su valor en el caso en que esto no se cumple. Supongamos 


que Entoy+s > +.» Enqp)+v son los polos logarítmicos situados eu 
la circunferencia |z | =p. Entonces la función armónica 
ni 
uf) 2 talnlz—tal 
han (p)+1 


no tiene polos logarítmicos en un anillo circular cerrado p, < | 2 | <£ 
< pz que contiene a esta circunferencia; además, todos sus polos 
y sus partes principales en el interior de la circunferencia |z | = p 
coinciden con Jos polos y las partes principales de u (z) en el interior 
de la misma circunferencia. Por lo tanto, según la fórmula (4.1:1): 


MES nr ea 
A e 
| [ Ma- Y pala | peta 2, |] Ps e 
$ nipi 
np no 
=u(r, 9) — D minji] S ba 1o| (4:1:4) 
not 0 


Examinemos separadamente la integral de la forma 
2 
pra 


1 * - . 
l= f ll ga (lp. rcp 


ù 


Tal integral, considerada como integral impropia, es convergente. 
En efecto, para g= peito se tiene: 


| peto pe'ao |= 2psen LEG > Z olaa), si Jaalan 
or lo tanto, para [peit—peiso| <1 resulta: 
P 
2 
<|in (Ho12—01)|. 


de donde se deduce la convergencia de Ja integral. 
151234 


| tn] pero] 


226 CAP, VI. FUNCIONES ARMONICAS Y SUBARMONICAS 


Hagamos T=(p+ 8) ei%o, donde 1>8>0; entonces tendremos: 
za 
1 jat pon 
h: 3 j lots peos a) 
g 
puesto que la función In|z—£| es armónica para Jal < pr. 
Demostremos que 


Ty = lim Iz= lim In] re0—¿[=lm| rel to] (41:5) 
a dad 


da=In|re0—5| (<p) 


Con este fin, examinemos la diferencia 
aota 


4 
d=h-ly= 5 į In <p) 
Pon 


per par da, 
pett TI 


(cuando so cambiaron los límites de integración se tuvo en cuonta 
que la función subintegral es periódica). 

Obsérvese la desigualdad: | pet —E| > | pet" —¿ 
peta =p; si peta 4 bo, entonces los puntos pe, y =peto y E=(p--0) eto 
son los vértices de un triángulo en el cual el ángulo con cl vér- 
tice en £, es obtuso (proponemos al lector hacer el dibujo), de donde 
se deduce la desigualdad pedida. Por lo tanto, 


|<m{1 +| 


|. Esta evidonto si 


E 


qué 


a 
y (a) 


Por otra parle, 


pra Pal 
PEI cosa 0) © pr * 


y por consiguiente, 
wE =ò 
dig E N y = 
o<ia<tt SS tae 
gA 


=a et Îi (14) ae. 
0 


Sea e>0; entonces se puedo elegir un número 0, (<0a<n, 
tal que sea 


a E 
Leir [in (1+) da< rer Jm (1435) de <p: 
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por otra parte, para o fijado, se tiene: 


a 


x 

ETE EN sipir (abda ò ptr 

x ES da (1 pg) da < =a pa a por T 
A 2 


si ô es suficientemente pequeño: ô «< òy (£). 
En resumen, 


0U<d<e para Ò< ôa le), 
de dondo se deduce la relación 


Como [ġa] =p (k-n (p) < 1. 
se tiene: 


2a mip) Ev 


4 Ss Y r 
wÍ È mln peh rE 
D nipt 
ntv 
= Y mln ire 
not 


por lo enal la igualdad (4-1:4) toma la forma 


2a 
4 


i—ra 
A 00 dm 
d 


Ipes a—0) 


da == 


= ulr 0)— Y) um lo] 
o ! 


Por consiguiente, queda demostrado que la fórmula (4.1:1) es 
válida también cuando en la circunferencia |z|— p hay polos Joga- 
rítmicos de la función u (r, 0). Obsérvese que para cada uno de ellos 


|-0 


(in) pr kwli ne ví) n). 


Por ello, en el segundo miembro de la relación obtenida se puede 
extender la sumación también a los polos logarítmicos que están 
situados en Ja circunferencia |z | =p. En otras palabras, en la 
fórmula general (4.1:1) con el mismo derecho se puede considerar 
que la función v (p) proporciona la cantidad de polos Jogarílimicos 
situados en el círculo abierto | z | < p o en el circulo cerrado |z | < 
< p- Evidentemente, las conclusiones análogas son ciertas también 
para todos los casos particulares de la fórmula (4.1:1). 


15 
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Ocupémonos de la fórmula (4.1:3'); haciendo en ella z= 0 
(o sea, r = 0) y observando que 
10_P0, PO. 
E E ES AE 


obtenemos: 
As ai 
1 0) n 
E tn 1/(0e9 [da= n | LO | +2 tm0 -y ndal, 
j ; 
O Sea 
nm 


la AN) (s 
7 [loe da =10[ >o j In [e 5]. 610 


Está claro que el segundo miembro de csta fórmula crece al 
o p a 
crecer p, puesto que crece cada factor del producto ar >1 y para 


algunos valores de p = Po, precisamento para aña que corres- 
pouden a circunferencias | z | = pa que contienen ceros de la función 
f (2), aumenta también el número de factores bajo el signo del pro- 
ducto. Por lo tanto, crece también el primer miembro del producto, 
obteniendo que el valor medio del logaritmo del módulo de una función 
analítica es una función no decreciente del radio de la circunferencia 
sobre la cual se toma el valor medio. 

Haciendo la notación M (p) = e |f (09) |, de la fór- 

ogas 


mula (4.1:6) sacamos la conclusión que 
nio) 


190 
n [> rn 15] <ln M (p), 


de donde 
AE. 10) 
Tallano PO TA 
E 


Esta desigualdad, que liga los ceros de una función analítica 
situados en el círculo | z | < p y el máximo del módulo de la función 
en la circunferencia | 2 | = p, se llama desigua idad de 
Jentzsch. 

Esta desigualdad puede escribirse en otra forma. Precisando, 
escribamos la igualdad 


(4.4:7) 


cor. n 
(cad al fast? lanl ee 


CI fenga O leng 


CEA 
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Tomando logaritmos tendremos: 


2 210 (E teei | 209 | (p) In 
sji mj HGPA) ln | Fm o) 
napal ” 
de U apta f nh dr. 
E j pu na, 
ll 1621 TEAR lanp! 


Observando que el factor numérico Æ que figura en el numerador 
del quebrado bajo el signo integral entro los límites | a, | y | ag+1 | 
coincide con el valor de la función a (r), Ja cual conserva este valor 
en todo el semiintervalo La, | < r<] a, 41 h, oblenemos la igualdad: 


[oa 
nod j ndr y n (r) dr 
: A =: 
lt Idal Mil 
a m 
n (r) de nar) dr 
E O 7 
A] lêst 


Como n (r) =0 para r< |a; | (no olvidemos que se convino 
en no contar el coro en el origen de coordenadas al calcular la cantidad 
de coros en el circulo | z | << 7), en la última integral se puede tomar 
el límite inferior igual a O. Obtenemos definitivamente: 


no 


os pin E: n (r) dr tiai 
2 urar ia. mA ES) 


y, por consiguiente, la desigualdad de Jentzsch toma la forma 


2 
fune ik M (p) 
paR 152] Fi 
HO 
Al 


(41:9) 


De esta forma se ve que la desigualdad de Jentzsch expresa 
la relación existente entre el crecimiento de la cantidad r (p) de 
ceros de la función en un círculo de radio p y el crecimiento del máxi- 
mo del módulo de la función M (p); el crecimiento de n (p) en media 
se acota por el crecimiento de M (p). 
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. Volviendo a examinar la relación (4.1:6), veamos su ap. 
ción a las funciones que son analíticas en un círculo de radio finito: 
lz|<R< æ. Como el valor medio del logaritmo del módulo 
de una función analítica f (z) 38 0 es una función no decreciente del 
radio de la circunferencia sobre la cual se toma el valor medio, 
resulta que siempre existe el límite finito o infinito 


2x 


lim + f In jf (pels)| da. 


E 
por) 


Estudiemos las propiedades de las funciones que satisfacen a la 
condición 
2n 


lim 37 | In| (06) |da < co. (4.2:1) 
3 


>R 


Esta condición se cumple, por ejemplo, cuando la función f(z) 
está acotada en valor absoluto en el círculo [|< 


EIs M< o; 


en este caso el límite (4.2:4) no es superior a ln 47. Sin embargo, 

puede satisfacerse la con n (4,.2:1) también para muchísimas 

funciones no acotadas. En la realidad (4.2:1) es una condición que 

so impone solamente a los ceros de la función; precisando, de la 

fórmula (4.1:6) se deduce que la condición indicada equivale a que 
nto) 


esté acotado superiormente ln Mi o bien, (debido a que 


nto 
e 


TET > 1 y que, por consiguiente, la I > 0). a que estén 


mp 
acotados los productos mismos Utir Pero esto último puede 
a Tax 


ocurrir en dos casos, En primer lugar, cuando el número total n 
de ceros de la función f (z) en el círculo | z | < R es finito y, por con- 
siguiento, 


Mi <U 


nm n 
4 1 


En segundo Ingar, cuando el conjunto de ceros de la función f(2) 


es infinito, pero el producto J| es convergente. En efecto, de 
ah 
i 
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la convergencia de esle producto se deduco que 
ne) no 


p CER E 
rra Ls 


para todos p< R. Recíprocamente: si 
nto) 


T h= 
Jar] 
i 
para todos p< R, entonces para un número natural arbitrario n 
tendremos para n (p)> n» (n (p)— œ si p — R): 
nio 


š 
Urs 7 <e 
1 1 


de donde 


n E p 
Ur <=" y para pk [7 <C. 
1 


Como esta última relación es válida para cualquier n, de ésta se 
co 
deduce la convergencia del producto infinito lir 


Así, pues, la condición (4.2:1) significa que o os finito el número 
de factores del producto JT ¿Ey , extendido a todos los coros de la 
función f (2) situados en el círculo |z | < R. o es convergente este 
producto cuando es infinito. 

Considerando el producto finito como un caso particular del 
producto convergente (del mismo modo que una suma finita es un 
caso particular de la serie convergente), obtenemos: 

La condición (4.2:1) se cumple cuando, y sólo cuando, el producto 
Ji Ér extendido a todos los ceros de la función f (z) situados en 
el círculo |2 |< R, es convergente. 

Finalmente, la condición de convergencia del producto se puede 
sustituir por la condición de convergencia de una serie. Represente- 
mos E en la forma £.=4 flal ; e obvio (véase 

EN Lar] lan > 


t. 1, ap. 4-3, cap. tercero), que el producto [[ ra es convergente 
cuando, y sólo cuando, es convergente la serie Ep . Pero 
si esta última no es una suma finita, entonces | a, |—> R para 
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iat R n 
k- œ y, por consiguiente, TE |an | comenzando desde cierto 
número k en adelante. Entonces tendremos: 


1 R= 2 
q (11) < El < R-an). 


De aquí se ve que la convergencia de la serio Y £ — es equiva- 


lente a la convergencia de la serie E (R — | az |), la cual, evidente- 
mente, representa la suma de las distancias de los ceros a, de la 
función f (z) hasta la circunferencia |z | = R. En resumen, hemos 


obtenido la siguiente proposición: 

La condición (4.2:1) se cumple cuando, y sólo cuando, la suma 
de las distancias de los ceros de la función f (2) hasta la circunferencia 
|z| =R forma una serie convergente, es decir, 


Y (R—]a1|) < (4.2:2) 


(en particular, cuando f (z) posee solamente un número finito de 
ceros en el círculo |z |< R). 

No debo olvidarse que todo lo expuesto ha sido deducido con 
la condición que f (z) 5 0. Por ello, si se sabe que se cumple la 
condición (4.2:1) para una [unción f (z), pero esta función se anula 
en una sucesión de puntos (f,) para la cual es divergente la serie 
I (R — | £ |), entonces se debe sacar la conclusión de que f (2) = 0, 
En efecto, suponiendo lo contrario llegaríamos a la conclusión de 
que la serie (4.2:2) es convergente, por lo cual tione que ser conver- 
gonte también la serie X (R — | £a |) formada por una parte de los 
términos de la serie (4.2:2), lo cual, sin embargo, contradice a la 


Se puede afirmar, basándose en esta observación, quo para las 
ones que satisfacen a la condición (4.2:2) se verifica el siguiente 
teorema de unicidad: 

Dos funciones f (z) y p (z) que son analíticas en el círculo |z | < 
< R y que satisfacen a la condición (4.2:1), coinciden entre sí 
en todo el círculo |z |< R si coinciden sus valores en los puntos 
de una sucesión (£,) para la cual es divergente la serio E (R — | <a |)? 
Tal teorema sería verdaderamente válido si la diferencia f (2) — q (2) 
curopliese siempre a una condición de la forma (4.2:1). No obstante, 
un ejemplo sencillo muestra que la proposición enunciada no es 
ies Por lo tanto, no es justa tampoco la observación que acabamos 
de hacer, 


> e P ai 
En efecto, consideremos las funciones f (2) = exp ¿E 


yee)= 


= exp + las cuales, evidentemente, son analíticas en el círculo 


unidad y no poseen ceros en el mismo. Por esto último, para cada 
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) 


no es iđénti- 


una de ellas tiene que cumplirse una condición de la forma (4. 
Sin embargo, su diferencia f (z) — q (2) = 2i sen mi 
camente igual a cero, a pesar de que también es analítica en el circulo 


unidad y se anula en los puntos za = 1 — $ (k = 4, 2, .. .} para 


A 3 A 
los cuales la serie X [1 — (1—<)]. o son Nh, es diver- 
1 1 


gente. De aquí que para esta diferencia no puede cumplirse la con- 
dición (4.2:1). En el apartado 5.1 volveremos a estudiar el problema 
planteado y destacaremos una elaso M muy amplia de funciones que 
satisfacen a la condición (4.2:1), para la cual la diferencia de dos 
funciones de la clase N pertenecen a la misma clase. 

El teorema demostrado anteriormente afirma que para una fun- 
ción que satisiace a la condición (4.2:1), la serie (4.2:2) os convergen- 
te. Sin embargo, éste deja sin respuesta la pregunta: ¿Se puede con- 
siderar cualquier sucesión {ča} que satisfaga a la condición (4.2:2) 
como ol conjunto de todos los ceros, pertenecientes al círculo |z | << 
<R, de alguna función f(z) que cumple la condición (4.2:1)? 
Demostremos que este problema se resuelve afirmativamente; preci- 
sando, se verifica la siguiente proposición: 


Teorema. Para cualquier número entero % no negalivo y para 
cualquier sucesión de puntos (t,) tal que | | < | Ena | y la serie 


DR — | čna |) es convergente, existe una función b (z), analítica 
T 


en el círculo | z | < R y cuyo módulo no es superior a 1 en este círculo, 
tal que el conjunto de sus ceros coincide con los puntos 


E A TA 
y ini 


À 

Para la demostración, formemos el producto: 

n 
A yp Riel taz 9 
bhali ALA 4.2:4 
n (2) (5) 11 Sn Hips een 
Evidentemente, b, (z) tiene ceros en los puntos 0, ..., 0, 
à 

Bis <.» En y sólo en estos puntos. Además, es una función continua 
para |z | << R, la cual es analítica en el círculo | z | < R y su módu- 
lo es igual a 1 para |z | = R. Por consiguiente, en los puntos inte- 


riores del círculo se cumple la desigualdad 
lòn (2)1<1. 
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Ohsérveso que el producto (4.2.4) es un producto parcial del 
producto infinito 
=P Ral 
(+) E A 


cuyo término general puede escribirse en la forma 


y Hall pc, ])=142: (RI 


y (4.2:5) 


La UE) 
Está elaro que para [z|<r<R se verifica la desigualdad 
Rladelial] - Alb ter Rh R--r 


lAa |== 


ugha | ale-a O R RA ' 


y cumo, según la condición, la serie E (R — | $r |) es convergente, 
es convergente también la serie E | 2, (R DI 

De aquí se deduce que el producto infinito (4.2:5) es absoluta- 
mente convergente (t. Í, ap. 4.3, cap. tercero) y representa en el 
círeulo |z |< R una función analítica b (z), cuyos coros coinciden 
con los puntos dados: 


DA a a 
A 
No queda más que observar que 
b (2) = lim ba (2) 
1.2 


y, por consiguiente, 
15(9/<1. 


En resumen, la función pedida queda construida. Esta se lama 
Función de Blaschke (o producto de Blasch- 
kc), correspondiente a la sucesión de ceros dada. 

Considerando una función arbitraria f (z) a 0 que satisfaga a la 
condición (4.2:1), y formando para sus ceros la función correspondien- 
le de Blaschke b (z), obtendremos que la función g (2) = ol es 
analítica en el círculo |z |< R y no posee ceros en el mismo. 

Así, pues, para cada función f (2) sé 0 que satisfaga a la condición 
(4.2:4) se tiene la siguiente expresión: 


1)=1() e (0 =8 (3 (4) A 
LS 


donde la función g (z) no posee ceros en el interior del círculo | z | < 
<< R y la función bh (z) no supera en valor absoluto a la unidad en 
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el circulo |z | < R y todos sus ceros son comunes con los de f (2). 
La fórmula (4.2:6) para las funciones que satisfacen a la condi- 
ción (4 desempeña el mismo papel que el desarroJlo de los poli- 
nomios cn factores lineales. 
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5.1. Sea h (z) una función real definida en un recinto. Designemos 
cun A* (z) la función que coincide con h (z) en aquellos puntos en los 
que h (z) > 0 y que es igual a coro allí donde A (2) < 0. Análoga- 
mente, R` (z) será Ja función que coincide con — R (2) en aquellos 
puntos en los quo h (z) << 0 y que es igual a cero allí donde h (2) > Ò. 
Es obvio que 


h= h (i (2) y |h(2)|=4* (3) (2). 

Si h (2) es una función subarmónica en un recinto G, entonces 
h* (2) es subarmónica en ol mismo recinto. En efecto, para cada punto 
Zo € G y todos los valores de p suficientemente pequeños se cumple 
la desigualdad 


2n la 
kast f ha peta) da< f H (a-- pes) de. 
5 fj 


Si h(2)>0, entoncos A* (z) =h (z) y resulta: 
2a 
le (8) < g |A (e pets) da 
ñ 

Pero esta desigualdad es válida también para los puntos en los 
que h (z) < 0, puesto que para éstos h* (3) se annla. En resumen, 
ht (2) es una función subarmónica. 

De lo expuesto se deduce que la función no negativa Int ll, 
donde f (z) es una función analítica cn el recinto G, es subarmónica 
en este recinto. 

Sea G el círculo | z | < R; suponiendo que f (2) = 0 y expresando 


in |f (z) | en la forma ln” |f (2) | — In~ |f (2) |, escribamos la 
fórmula (4.1:6) en la forma 


pa 
ir (2) 
A l Ine (pete) |da — m 0 


vo a 
e Tra | 1100 |da. (5.4:1) 
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De esta fórmula se deduce que 
2n 27 i 


1 rs 1 0) 
zj In 110491003 Inż | / (oe) |da — 1n Pa|- rmo, 


y, por lo tanto, si la integral 
2n 
E [mfo] (0<p<R) 
è 


está acotada, resulta que 


la 
== 
Tim yi | Inf pe") |da << 0, 
SS 

y, por consiguiente, 


2a 
Tmar $ | In |f (pela) || da <- oo. 
3 


Por otra parte, es evidente que 
2a 


E | Ilp") |da 


ù 


(in | (pe9) || de 


ceny 


En resumen, las condiciones 


2a 
1 B ogs 
mal in* |f (9*6) [da < o0 (01:2) 
y 
ta 
a MIS (5.1:3) 
son equivalentes si f (z) 0. 


A continuación designaremos con N el conjunto de todas las 
funciones que son analíticas en el círculo |z| <A, y cuando 
Hz) = 0, las que satisfacen a la condición (5.1:2) o (5.1:3). A este 
conjunto lo llamaremos clase de funciones de forma 
acotada. Esta clase fue introducida por A. Ostrovski y por los 
hermanos R. y F. Novanlinna. 

Está claro que cada función de la clase N satisface lambién a la 
condición (4.2:1), de modo que para f (2) € N la serie 


X la). 
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donde a, son los ceros de la función f (z), siempre es convergente. 
Sin embargo, la clase X forma solamente una parte propia de Ja 
clase de las funciones que satisfacen a la condición (4.2:1). Esto 
se puede ver mediante un cálculo directo, por ejemplo, cerciorándose 
de que la función f (2) = exp = satisface a la condición (4.2:1) 
en el círculo unidad, pero no satisface a la condición (5.1:2). En efec- 
to, la función L Ln f (3) = 5 


|- Lera os analítica en el círculo 


unidad y, por consiguiente, 


tn | / (pets) |- -m [4 Ln Joe)] a 


es ima función armónica en el círculo unidad. Por esta razón 


2x 


E f In] / (peta) |da = 1n | f (0) |= 0 


independientemente de p, y la condición (4.2:1) queda cumplida 

(on general, ésta se cumple para todas las funciones que no poseen 

ceros). Por otra parte, en el caso dado Ja función Jn* | f (pete) | 

es igual a In |f (pet) | si 0 < æ <a y es igual a corosia <a 
21. Por consiguiente, 


ga 


z 
AA A 
zÍ In| (veta) |da =E f pee 
ù y 


t 
$n 1> œ cuando pt, 


s=- Mn (14 p*—2p cos 013 


es decir, no se cumple la condición (5.1:2). 

Demostremos que si las funciones f (2) y q (2) pertenecen a Ja 
clase N, entonces f (2) + ọ (2), y también f (2) q (2). pertenecen 
a la clase N, es decir, N se puede considerar como un anillo 
de funciones. Como la diferencia de dos funciones que salisfacen 
a la condición (4.2:1) puede no satisfacer a esta misma condición, 
de aquí se deducirá de nuevo que la clase N forma solamente una 
parte propia de todo el conjunto de las funciones que satisfacen a la 
condición (4.2:1). Cuando Ja función f (2) + q (2) o f(z) y (2) es 
idénticamente nula, la proposición considerada es evidente, puesto 
que la función idénticamente nula pertenece a W. Supongamos que 


f (2) = y (2), o respectivamente, f (2) q (2), no es idénticamente nula. 
Obsérvese que 


lnt |7 (2) + ẹ (2) |< In" (| f (2) He ODs n2+m | Olt] g) 
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En efecto, si |f(2]<1 y |p()]<1, entonces In*(|f(2)]= 
LHp(2)/)<In2, y si al menos uno de los números |f (2) | 0/9 (2) | 
es mayor que la unidad, entonces 


(15110071. 19()1)< 
<Ini2max (11691, 19D 
m24 Infmax (16) pOl +04] /() tje- 
Así, pues, 
zx 
pn $ Int | /(p0'9) + q (pete) | da <. 
i 2a 


sm2- =) int [F(peta) jda | ¿5 | In fo (pet) | de, 
} ) 


de donde se doduco que f (z) + (2) porlenece a N si f(23) y p() 
pertenecen a V. Del mismo modo, observando que 


Int |7 (9 4 E) |< Int |f (2) !+1n* | (2)1 


(si al menos uno de los números |q (z)| y |f(2)| no es mayor quo 
la unidad, entonces 


leg leo max (1/0). ee tyy) nt le) 
si ambos números [9 (2)| y |/()| superan a la unidad, entonces 
11/99 |=m1£()96)1= 
mOll wO! WOD 


sacamos la conelusión que 


2n 
a | l |7 (pet) ẹ (pt9) |da 
i 


la la 
zj Int |f (pelo) |da -zi m| In | (pes) |da, 


y, por consiguiente, f (2)-q (z) pertenece a N si f (2) y p (2) pertene- 
con a N. Las ones acotadas en valor absoluto representan una 
subclase importantísima de las funciones de forma acotada. Ls obvio 


que si 1f (2) |< C. entonces +Í Int f (per) | da < MC, es 


decir, f (2) € N. Las funciones cotas cn valor absolulo forman un 
subanillo de la clase N. 
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Como la diferencia de dos funciones de la clase N perlenece 
a la misma clase, resulta que si dos funciones f (3) y «y (z) de la clase N 
toman valores iguales en los puntos de una sucesión (E, y para la cual 
la serie Y, (R — | En |) es divergente (si E, es un cero de orden p de 
fiz) — q (2), el sumando correspondiente se repile p veces), entonces 
HH) =w (2). 

En efecto, on caso contrario, o sea, si f (2) — q (2) =0, obten- 
dríamos una función de la clase N para Ja cual la suma de las distan- 


cias do sus coros hasta la circunferencia |z | = R formaría wi rie 
divergente, lo cual es imposible. Así, pues, f(2) — q (2) = 0. 
Obsérvese que la serie E (R — | E, |) es necesariamente diver- 


gente cuando la sucesión (fx) posee al menos un punto de acumula- 
ción Če en el interior del círculo |z | < R, ya que en este caso no 
se cumple la condición necesaria de convergencia de la serio. lintonces 
nuestra proposición representa un caso especial del teorema interior 
de unicidad (t. I, ap. 6.1, cap. III). Pero si ninguno de los puntos 
de acumulación de la sucesión {č} pertenece al círculo fz |< R, 
entonces no puede aplicarse el teorema mencionado. 

Vemos, pues, que para las funciones de la clase X resulta un teore- 
ma de identidad (de unicidad) que es válido en condiciones más 
generales respecto del conjunto, sobre el cual se indica la igualdad 
de valores de f (z) y (2), que el teorema interior de identidad. 

5.2, Demostremos que la clase N coincide con el conjunto de todas 
las funciones analíticas en el círculo | £ | < R que pueden expresarse 
en forma de un cociente de dos funciones analíticas y acotadas en valor 
absoluto 

LAGE EA 
OP. 621) 

Ahora se comprendo el papel importante que desempeña la cla- 
se N en la teoría de funciones y también la denominación de esta 
clase como funciones de forma acolada; esle teorema pertenece 
a Nevanlinna. 

Para demostrarlo, consideremos alguna función f (z) de la clase N. 
Sea {Pn} una sucesión creciente de números positivos, convergente 
hacia R. Construyamos para cada p, una función u, (z) que sea con- 
tinua en el círculo cerrado |z |< pa y armónica en el interior del 
mismo, y que en los puntos de la circunferencia |z | = p, coincida 
con In* | f (2) |. En virtud del teorema 2, ap. 3.1. 4, (2) es una mayo- 
rante armónica para In* | f (2) | en el círculo | 2 |<< pa. Además, 
un (z) es no negativa en este círculo, pues toma valores no negativos 
en la circunferencia | z | = pn. Demostremos que tt, +1 (2) > Un (2) 
en todos los puntos |z |< pn. En efecto, un+4 (2), siendo una 
mayorante armónica para In*[f(2) | en el círculo |z] < Prin 
supera los valores de In* | f (z) | = un (2) en los puntos de la circun- 
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ferencia |z2 | =p, y, por consiguiente, es una mayorante para 
u, (z) en el círculo |z |< pr- 
Para los valores de las funciones u, (z) en el origen de coordenadas 
se tiene: 
2a 2n 
ttn (0) — = į Un (pne*") da = + f Int f (preto) | da. 
ù 


y 


y como f (2) pertenece a la clase W, la sucesión (un (0)) está acotada 
superiormente. Pero ésta es una sucesión no decreciente y, por con- 
siguiente, es convergente. Por ello, según el teorema de Harnack 
tap. 1.4), la sucesión de funciones armónicas fu, (2)) es uniforme- 
meute convergente en el interior de cada círculo |2 |< pm (m = 
= 41, 2, .. .), es decir, es uniformemente convergente en el interior 
del círculo |[z |< R. La función límite de esta sucesión 


u(2)= lim un (2) 


es armónica y no negativa en este círculo (ap. 1.4) y, evidentemente, 
es mayoranto en el mismo para la función ln*|/(2)] pues para 
pu > |z] resultas 


Int |f (2) | << ten (2) < nas (2) < u (2). 


Formemos una función armónica v (z) conjugada con u (2). 
Entonces exp [— u (2) — iv (2)1 = hy (z) es una función analítica 
en el círculo |z |< R que no posee ceros y está acotada en valor 
absoluto: |A, (2) | < 1. Para el producto f (z) h, (z), que representa 
una función hy (z), también analítica en el recinto |z |< R y que 
posce en el mismo los mismos ceros que la función f (2), hallamos 
la acotación: 


|h: (3) 111(3 1 (2) |= 
—|f (2) | exp] —u (2)1 < exp [In* | f (2) |— u (2) «~ 1- 


Así, la [unción hz (2) también está acotada en valor absoluto en el 
interior del círculo |z |< R, resultando que f (z) € N se expresa 
en el interior do este círculo en forma de un cociente de dos funciones 
acotadas: 


he (2) 
9D 
donde cl denominador k; (z) no se anula en el círculo |z |< R. 
Demostremos que se verifica también la proposición recíproca, 
es decir, que toda función analítica en el círculo | z | < R que tenga 
la forma (5.2:1), donde A; (2) y ha (z) son analíticas y están acotadas 
en valor absoluto, pertenece a la clase W. Para demostrar csto, 
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observemos que sin restringir generalidad se puede suponer que 
Pat y alsi, 


puesto que siempre se puedo llegar a este caso multiplicando el numo- 
cador y denominador de la fracción (5.2:1) por un mismo número 
positivo suficientemente pequeño. Representemos hy (2) y ha (2) 
según la fórmula (4.2:6) en la forma 


hi(z)= b(a) 21 (2) y hele)= bel) 8203), 


donde b (2) y ba(z) son las funciones correspondientes de Blaschke. 
Como 


ba (2)== lim dan (2). 


donde ba, (2) es una función racional de la forma (4.2:4), cuyos 
coros están contenidos entre Jos ceros de h, (2) y cuyo módulo es 
igual a la unidad en la circunferencia |z |= R, resulta 
ha (2) he (2) 
( 


ella Pon (2) 


gi. 


De la última desigualdad se deduce que 


bon (2) 
todos los valores de r y, por consiguiente, | ga (2) | < 1 en el círculo 
|z| <A. Naturalmente, esta misma conclusión es cierta también 
para g, (2). Como Lodos los ceros de la función b; (z) están contenidos 


entre los ceros de la función ba (z) (en caso contrario f (2) = Za a 
1 
tendría polos en algunos de los ceros de la función by (2), os decir. 
en los coros del denominador Ja (2)), la función 22. es analítica 
en el círculo |z |< R. Esta puede expresarse en forma de límite 
de la sucesión: 
{ ban (2) 
ON 

donde cada una de las funciones racionales 


bon (8) 
E A Din (a) 
el círculo |z | <A y es igual a la unidad en valor absoluto en los 


puntos de la circunferencia |z | = R. Debido a esto |226 2 4 


bin (3) 
en el círculo |z | < R y, por consiguiente, | ro <A en este 
1 
6) 


círculo, laciendo HL = b (2), escribamos la fórmula (5.2:1) 


en Ja forma siguienle: 


es analítica en 


b (2) p 
1-42, (5.2:2) 


101234 
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donde cada una de las funciones b (2), ga (2) y gı (2) no supera en 
valor absoluto la unidad y g, (z) no posce ceros en el interior del 
círculo |z|<R. 

Por consiguiente, 


ai. de N, A E: E 
VO< a y "Ol" Tao 
Por lo neg, 


ES f 1n* [f (peta) das iz T in| 


da= m |l 


PA 
g (pe) 


una función armó- 


(Aquí se ha tenido en cuenta que la yz L 
nica en el círculo |z |< R). De la última acotación se deduce 
quef (2) pertenece a la clase X, con lo cual se termina toda la demos- 


tración. 
Está claro que las funciones de la clase N pueden no estar acotadas 


en valor absoluto. Para el caso del círculo unidad la función f (z) = 
= exp E (k > 0) representa un ejemplo sencillo; cuando z = 


= z > 0 tiende hacia el punto z = 1, ésta tiende al infinito. Escribá- 
mosla de la forma 


)= 4 
PA 
Aquí 
k 
1h (p9) |= | espir y [=P Re (y 
ES pros a— 
is (+ ea) <1 
ya que a 0 para p < 1. Así, pues, hemos observado 


que f (z) es el cociente de dos funciones acotadas (en este ejemplo 


Ro Q = 1); por consiguiente, f (z) pertenece a la clase N. 
Este ejemplo muestra que para algunas funciones de la clase N 


el máximo de sus módulos M (p) puede crecer cuando p > R igual 
h 


que eF=P (k >0) (en nuestro ejemplo 


R=1 y M(p)= maz PT 


Convieno observar que para có función do la clase N se puede 
señalar un número positivo A tal que para M(p) se cumple la 
desigualdad 


h 
Mp) es, (5.2:3) 
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En efecto, on la demostración de la primera parto del teorema 
del presente apartado so ostableció la existencia de una función 
armónica no negativa u(z) que es mayoranto para In*|/(2)| y. 
a fortiori, para In|f(s)]. Por lo tanto, para p', p<p"<R, ten- 
dromos: 


2a 


er paez 
j an MO cos (aa) 


da! g 


In | 4 (pe'°) | < u (peta 


2a 


A | upada = rte u (0). 
0 


Como esta desigualdad válida para cualquier p' </?, se puede 
pasar aquí a límites para p'— R, de dondo 


R 2Ru (0) 
In |4 (pet) |< E) < O: 
por consiguiento, 


Ru (0) 
lu M (p) = max la | / (pet) < FEO 


y, finalmento, r 
M (p) < F=, 
donde K = 2Ru (0). 
De este resultado se deduce, por ejemplo, que la función 


e no puede pertenecer a Ja clase N para ningún e œQ, 


TE 


1 
ya que para ella M (p) = e@-m'+e. 

La desigualdad obtenida de la forma (5.2:3) es solamente una 
condición necesaria para la pertenencia de la función a la clase N. 
No obstante ésta no es suficiente, como muestra el ejemplo de la 


función sp. la cual no pertenece [a la clase M (véase la 
pág. 236) pero satisface a la condición 


«E 
M (p) <et. 


$ 6. PROPIEDADES DE FRONTERA DE LAS_ FUNCIONES 
DE FORMA ACOTADA 


6.1. En este párrafo examinaremos las propiedades de frontera do las 
funciones de forma acotada en el círculo įz |< R, cs decir, las propiodados 
. quo están relacionadas con el comportamiento de la función / (z) cuando z se 
aproxima a los puntos de circunferencia Pp : |2 | = R. 
Supongamos primero que f (z) es una función analítica en el círculo Kp: 
Lx |< R y que está acotada en valor absoluto: | f (2) | < M. 


16* 
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Aplicando la fórmula la Poisson (1.2:14), hallamos: 


2a 


1001037 | o o 
7 
rock 
2x 


Integrando por partes y observando quo $ 1# (ge%)-—7(0)] de=0, obtenemos 
í 


5 
40 2rp (p? —7?) sen (a— 0) 
teir O= xl [$ worry pt 
Hagamos: 
$ iret Olde = Fata; 6an 


entonces ra 
2 
peh j nos tpr 


p cos (a — 0) + 72J2 


MUO da wad 


ada del núcleo de Pors- 
que la familia de funciones (F, (2), 
equicontinua: 


Está claro que el núcloo de la última integral es la deri 
son respecto del parámetro æ. Ohsérv 
Oe p< R. es en nuestras condicione 


u 


„(a)l | fi Feda) M| ay; 
in 


además. satisface a las condiciones: 
Fo (0)=F, (21)=0. (6.1:3) 


Por consiguiento, existo una sucesión {Pnr}, Pa < Pn+t+ Pa — H, tal quo 44, (2)} 
converge uniformemente en el segmento [0, 25] hacia una función F (œ) que 


satistace a las condiciones: 
|F (a) —F (a) |< M | 23%], F(0)=F (21) =0. (6.1:4) 


Evidentemente, F (æ) se puede prolongar a todo el eje numérico como 
función continua periódica de periodo 2a. 
Pasando al límite en la fórmula (6 


(sobre la sucesión (p, )), resulta: 


2 Hr (R2— r?) sen (a— 0) 
TR?—2Rr cos (4—0) F 2 


2n 
pre 104 a ji E (a) da. 0615 
ò 
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Esta fórmula se aplicará para el estudio de los valors frontera radiales de 
la función j (2), es decir, de los valores 


lim f (re). 
rak 


Demostremos que existe el limite lim f (ré*) para cuda 0, para el cual F (0) 


rak 
tenga derivada F’ (94) — A (=œ). Sin restringir generalidad se puedo suponer 
que 0, = O, puesto que se llega a este caso mediante la rotación: g= Le, 


Apliquemos la fórmula (6.4:2) para p = R a la función f (re?) Ad, 


a 


observando que en-osto caso Falaj — A fetar (021), hallaromos que 


0 
2n 
A w 1 f Aia 2Rr (R?— r?) sen (a —0)} pr 
r =37 | A o a 
ò 
Restando miembro a miembro (6.4:5) do (6.4:5) tendremos: 
E y ar e, (o) re a, A 
c+ + | rt Gn 
ù 
donio Fo (0)= aL (1—1) sutisfaco a las condiciones: 
Po(0—Fo(20)=0 y F(0)=0, (6.1:7) 


Hagamos 0=0 y. teniendo en cuenta que Ly (a) es periódica, escribamos (6.4:1) 
en la forma: 


2itr (12 - 12) son o 
UEI cos 4 rE 


a 
1o=10+A +37 | row (643) 
ES 


Eu virtud de (6.4:7), para cualquier e >0 existe wn ô> 0 tal que 
1260) |< e fa | para |a | < ò. Dividamos la integral del segundo miembro 
oi z 


de la fórmula (6.1:8) en tros s 


mandos: gi $, gi $ o gy | e Está charo que 
an É; ry 


E Da Wa 
el primero y tercer sumandos tienden a cero cuando r> H. En lo quo se refiere 
al segundo, ésto (aplicando el método de integración por partes) se puede acotar 
del modo siguiente: 


8 0 
1 1 2hr (M2 —r2) son a 
| Zr j | { iis 


tE) Roos a fre)? 
-å —6 r 
ne bem d í Unida 
— TRE 2Rreosó pre Za y rosar > 
PS.. r 
ea | mars gaT" 
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Como e es arbitrariamente pequeño, de la fórmula (6.1:8) sacamos ta 
conclusión que 


la (=10+4. (61:9) 


que es lo que se quería demostrar, 

No queda más que observar que la función F (a) satisfaco a la condiciów 
do Lipschitz (6.1:4) en el segmento [0, 2a] y, por consiguiente, posee derivada 
finita en casi todo este segmento *) (véase, por ejemplo, I. P, N atan són. 
Teoria de funciones do va le real, H. M. Hatamcon, Toopna pyukunü 
nomecreongoi nepescunoŭ, nax. 2-e, nepepa6oraumoe, M., 1957, ra. 1X). 

Resumiendo, quede demostrado ol siguiente teorema de Fatou 
una función f (2) que es analítica y está acotada en valor absoluto en el circulo 
12 | << R (400), posee valores frontera radiales en casi toda la circunferencia 
la[=R. 

En otras palabras, el conjunto de puntos do osta circunferencia en Jos que 
no existen valores frontera radiales so puode encerrar en el interior de un sistema 
do arcos (finito o infinito y numerable) cuya suma do longitudes es arbitraria 
mente pequeña. 


Hagamos la notación lim f (ret?) = j (Re'%); entonces, según la fórmu- 
ro 
la (6. 


A=F* (0) =f (1te'9) — (0) 


un casi todo el segmento [0, 2a]. 


Por esta razón, para la función Æ (o) (que es absolutamente continua, 
debido a ($.1:3)) obtenemos la expresión 


i 
IS 
š 


Poniendo on la fórmula (6.1:5) o integrando por partes, hallamos" 


2 
1 Mr 
101 O rr > 
i 
E ra 
=— o A me 
Ja frias pr (6 
? 


Por consiguiente, una función analítica f (re'%) que está acotada en valor abso- 
luto, se expresa medianto sus vatoros frontera radialos por la integral de Poisson 
¿la integral so debo entender aquí en e) sentido de integral de Lebesgue). Este 
resultado también fue soñalado por P. Fatou. Posteriormonte fue extendido 
(por F. Riesz) a la clase 4/,, definida como la clase de funciones anulílicas f (2) 


+) Se dice que una propiedad A se verifica en casi todo un conjunto £. 
si A es válida para todos los elementos de Æ a excepción, posiblemente, de un 
conjunto de medida nula (Nota del T). 
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para las cuales 
z 
Scénic <a O<r<H 
3 


Se puedo demostrar que la claso /T, está cuntonida como una parto propia en 
la clase de todas las funciones de forma acotada. 

6.2. El teorema do Fatou se puede completar demostrando que para una 
función analitica | (2) que está acotada en valor absoluto, no solamente existen 


los valores frontera radiales en casi toda la circunferencia Ta: 12 |= R, sino que 
también los valores frontera angulares. Más exactamento, demostraremos que 
Z 
Reito 


a) L) 
FIG. 34. 


sı desde un punto RRe'%, en el ennl la función acotada f (z) poseo el valor fron- 
tora radial A, so trazan dos cuerdas cualesquiera de la circunferencia I'n, enton- 
ces en el triángulo curvilineo A (fig. 34,0) limitado por estas cuerdas y el arco 
correspondiente de I'n. se vorifica la relación: 
lim f()=4. 
¿Reis 
22A 


Kealicemos una transformación conforme del círeulo | z |< R en el semiplano 
superior, de modo que Tp se transforme en el eje real, que ol punto Re'% vaya 
al origen de coordenadas y que el punto diametralmente opuesto vaya al punto 
dol infinito, Entonces el diámetro de la circunferencia Ty que pasa por Hel0 
se transformará en el semieje imaginario y el recinto A, en el recinto A represen- 
tado en la fig. 34,0). Está claro que la proposición expuesta so deduce del siguien- 
telecorema; 

Sea f (2) una función analítica y acotada en valor absoluto (11 (2) | < M) 


en el semiplano superior. Si existe lim f (iy) = A, entonces en cualquier ángulo 
pa 


formado por dos rayos del semiplano superior que partan del punto z = 0, existe 
el limite: 
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Demostración. Sin restringir generalidad se ¡mede suponer que 
A — Ù (os suficiente suslituir f (2) por f (z) — A). Demostremos primero el 
teoroma para un caso particular, cuando el ángulo D está limitado por las bi: 
trices del primera y segundo cuadrantes enordenados. Sea e algún núme 
positivo. Tomemos 20 >> 0 de modo que se cumpla la condición: |f (iy |< £ 
si O< y «<20. Para cualquier punto interior za = zo + iyo del triángulo 
POQ (fig. 35) el cuadrado 7,,: | z — za | < | zo l, | y — yo | <$ | zo |, eviden. 
temente, pertenecerá al semiplano superior y uno de sus lados estará situado 
en el segmento OS del eje imaginario. Esto significa que en el lado CF del 
cuadrado |f (z) << e y en cada uno de los otros tres f (z) | será menor que M 


Realicomos ahora una sucesión de transformaciones del plano z haciéndolo- 
a mania 
girar cada vez alrededor del punto zu el ángulo < en sentido positivo, Como resul- 


tado, f (z) se transformará sucesivamente en las funciones Li (2d, fe (2), fa (2). 
la (2) = f (3), - . Todas éstas son funciones analíticas en 7., y ea cada uno 
de los lados de 7,, el módulo de una de ellas será menor quo + y los módulos 
de las domás serán menores que M. Formemos el producto: 7 (2) = fi, (2)f2 (2) 
MODA como fy (zo) => f (za), j = 4, 2, 3, 4, sogún el principio del 
módulo máximo se tiene; | F (ze) | = |f (20) Ë < M32, es decir, PADRES 
< M” *.e"3. Esta acotación so cumple uniformemente en cada punto interior del 
triángulo POQ; por lo tanto, como f (z) os continua, la acotación se extiende 
también a todos los puntos del contorno (a excepción, posiblemente, del punto 0) 
Así, pues, 11 (z) < MVE Ue si z € POQ (z + 0); de aquí so deduce que lim f (2) 
= 0 cuando z tiendo a O manteniéndose dentro o en los lados del ángulo POQ. 
En particular, lim f (z) = O cuando z tiende a O sobre los rayos QO o PO, 
Evidentemente, el caso particular considerado puede enunciarso de la 
forma siguiente: si una función f (2) que os analítica y está acotada en valor 
absoluto en un ángulo con el vértice en el punto z = 0, Liende a Ù cuando 2 — O 
manteniéndose en la bisectriz del ángulo, entonces esta función tiene el mismo 
límite O cuando z — O manteniéndose en un ángulo de magnitud doblemente 
monor con la misma bisectriz. En efecto, transformando conformemente el ángulo 
dado en el somiplano superior (el punto z = 0 se queda inmóvil en eslo caso). 
se reduce este caso al que acabaruos de considerar. Pero entonces, como lim f (2) — 
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= 0 en los rayos OQ y OP, sucamos la conclusión que lim: f (2) = O cuando 
2 — 0 manteniéndose dentro o en los lados del ángulo P0Q” formado por las 
bisectrices de los ángulos QOX y POX”, y luego, dentro o en los lados del ángulo 
P"0Q" formado por las biscctrices de los ángulos 0'0X y P'0X”, ete. Con esto 
so tormina la demostración del teorema. 

6.3. Demostremos akora el siguiente teorema de unicidad para los valores 
frontera de una función analílica acotada: 

Teorema de los hermanos Riosz. Si los ralores frontera 
radiales de una función f (3), que es analítica y es de forma acotada en Kn: |2 |< 
< R, se anulan en un conjunto Ey de puntos de la circunferencia Ty3lz | = R, 
de medida positiva, entonces f (2) = U. 

Demostremos el teorema por reducción a lo absurdo. Se: 


f (2) Æ 0; supon- 
gamos además que / (0) = 0 (s # (2) tiene un cero de orden X en el punto z = 0, 


entoncos en Ingar de / (£) so puede considerar 10) ¿ Vesifmemes: con Y ol 
P 

conjunto de todos los puntos æ del segmento [6, 2n] que corresponden a los 

pinos Rei € En; ovidentemente, mes E >0 (H mos 8 = mos En) *). 

tomo por ln hipótesis del teorema: 


lim ¿(0é%)—0, 
UE8, por 
rosulta, debido al teorema de D. F. Egórov (véase 1. 1'. Na tan són, Teoría 


mi 


de funciones de variable real, cap. cuarto, $ 3 H. T. Haran con, Peopun 
yuca noucerucumoií mepusonmi, ra. semepron, $ 3. maz. 2e, 1957), que 
existe un conjunto cerrado '6' = €, también de medida positiva, en el cual 
la familia de funciones de œ: {f (pe'*)) tiendo a U uniformemente cuando p — R 


En tal conjunto 7 la familia fe ias} tiende uniformemento a »o 


ST 


Por ello 


Ja | oI pe“) | da 


seny 


también tiende a œ para p— R. Pero ya se vio en el ap. 54 que de la con 
dición 
2a 

mi 

Tn gy | Meyy 0) |da < +o, 

Taa y EMOL 
que caracteriza a lus funciones de forma acolula, so deduce que 
¿fin ape) i da oo. 


pr 2x4 
i 


De la contradicción obtenida se deduco que el teorema de unicidad que se demues- 
tra es justo. 


*) mes 8 denota la medida del conjunto 8 (Nota del 
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Esto teorema fue demostrado por primera vez por los hermanos M. y. F 
Riesz en el año 1916 (publicado en el año 1918). Indopendientomente de ellos, 
tos teoremas [contera de unicidad más generales fueron obtenidos por N. N. Lu- 
zin y [. 1. Priválov (publicados en el año 1919). Obsérvese que si a f (z) no se 
le impone ninguna condición, entonces de la anulación de sus valores frontera 
des en un conjunto de puntos de la circunferencia de medida positiva no se 
«deduce toduvía que la misma función es idénticamente nula. 

6.4. Los teoremas ares de este párrafo se extienden inmediata- 
mente a una clase más gonoral de funciones, para la cual se conserva la denomi- 
mación de clase do funciones de forma acotada (R. Nevanlinna). Precisando, 
a una función f (z) que es analítica en el circulo |z |< R, a excepción posiblemente 
«do polos, la Hamaremos función de forma acotada, si ella puede 
wxpresarse on forma de un cociente do dos funciones analíticas que están acotadas 
æn valor absoluto: 


(6.44) 


Sou (by) la sucesión de todos los polos de / (3) en el círculo Xp: l21<R, 
donde cada polo se repite tantas veces cual orden de multiplicidad, Como 
la sucesión (0, ) tiene que estar contenida en la sucesión de ceros de la función 
h (2), Ta cual está acotada en valor absoluto, tiene que ser 

o 


Y (Rida) <+ (8.4:2) 
=i 


gra ap. 5.1). Homos obtenido la primera condición necesaria a la que satis- 
face cada función de forma acotada. Está claro que ésta so cumple de un modo 
«trivial para cada función que tiono solumenle una cantidad finita de polos 
«en Kp y, en paricular, para la que no tiene ninguno. 

Ahora, de (6.4:1) obtenemos: i 


la |4 (3) (=la | g (8) [+a Tra Stt eO lka LONA 


«Je donde 


2n 2a 
1 


E] INe da zz | 10t le (oe) | dat 


1 2a 
iina 
+a f |h (pef) | da. 
5 


«omo g() EN y h (2) EN, de aquí se deduce (véase 5.1) que 
la 


Tm s4 f Int f (pef®) | de < -+00 64:3 
k 
A 


Esta os la segunda condición necesaria a la que tieno que satisfacer toda función 
do forma acotada. Domostromos que ol conjunto do estas condiciones es sufi- 
«ciente para que la fanción f (z) sea de forma acotada, es decir, admita una expre: 
sión de Ja forma (6.4: 

Debido a la condición (6.4:2) se puede construir una función h; (2) (el pro- 
ductu de Blaschke) que esté acotada en valor absoluto y cuyos ceros sean todos 
los puntos de la sucesión (by) y solamente éstos (ap. 4.2); como |A (2) | <A. 
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se tiene: 


In+ | hy (pe'9) | da=0, 0<pP<R (6.4:4) 


sj- 
et 


Hagamos ahora 


10h ()=4 6). (6.4:5) 
Por la construcción, g (2) es una función analítica en el círculo Kp; además. 
Int (gi (lnt Os | h G) | 
1véase 5.1) y, por consiguiente, en virtud de (6.4:3) y (6.4:4) 
2a 


lim g Jotie (pe) |da << +co. (64:60 


1 


De aquí so deduce que gy (2) E M, es decir (véase 5.2) 
e ON , 0n 


donde 46 y hale) son funciones analíticas y acotadas en valor absoluto 
p (7A T narenn hy (2) hs (=)=h (2), obtenemos dofinitivamente de las fórmn- 
as (6.4:5) y (64:7): 


donde g (2) y h (z) son funciones analíticas y acotadas en valor absoluto en Xp 
La clase general de funciones de forma acotada, definida en esto apartado, 
la designaremos con la letra A. La claso N, examinada en el $ 5, os una parte 
propia de A: N c A. Evidentemento, N se puede caracterizar como la subclase 
a ge roúne a todas las funciones analíticas gue no tionen polos en el ciren- 
culo Kr- 
Supongamos que f (2) € A y que f (2) Æ 0: entonces 


j= AO) 
Ma" 


donde g (2) y h (2) son funciones analíticas y acotadas en valor absoluto en 
Ka y g (2) +0 y h (2) 8 0. Según el teorema de Fatou, g (z) y A a poseen 
valoros frontera angulares en casi toda Ja circunferencia Pr: |2 | = A. Sogún 
el teorema de los hermanos Riesz, estos valores son distintos de cero en casi 
toda la circunferencia, De aquí se deduco quo 7 (z) € A, f (2) Æ 0, posee en cast 
toda la circunferencia Ta valores frontera angulares distintos de cero. 


CAPITULO 
SEPTIMO 


FUNCIONES ENTERAS 
Y MEROMORFAS 


NTO DE UNA FUNCION ENTERA. ORDEN Y TIPO 


1.1. Según Ja d ión, una función que es uniforme y amalítica 
en todo el plano, se lama entera. Tal función se expresa por una 
serio de polencias que es convergente en todos los puntos: 


M=a tar, (141) 
donde, en virtud de la fórmula de Canchy-Hadamard, 


lim p Ta ]=0. (1102 
no 
En el punto del infinito la función entera puede ser regular, 
entonces f (2) es constante, puede tener un polo de orden % > 1 
entonces f (z) es un polinomio de grado k, y, finalmente, puedo tener 
un punto singular esencial. En el último caso ésta se llama función 
trascendente entera. Son ejemplos de funciones trascendentes ente 
ras, Ja función exponencial e”, las funciones trigonométricas sen 2 
y Cos z, y otras. 
Aquí estudiaremos principalmente las funciones trascendentes 
enteras. La característica más importante de tales funciones es el 
mo del módulo 


Mt) max|$ (a). 


Este es una función creciente de r, que en virtud del teorema de 
Liouville satisface a la condición 
lim M (1) =00. (1.1053) 
ro 
Está claro que M (r) (para una [unción trascendente entera) 
croco más rápidamente que la potencia de r con cualquior expo. 
nento fijo. 
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Además, se cumple la relación 


la MO oo (124) 
q. RE 
En efecto, suponiendo que 
lim YO =p< oo, 
As mr 


tendromos quo, para cnalquior número finito W >p, existe una 
sucesión {ra} que tiende hacia el infinito. tal que para cada r, se 
cumple la desigualdad 


In M (5) <p Mera, o bien, Mm) ari. 


Por lo tanto, para los coeficientes de la sorie (1.4:1) obtenemos 
on virtud de las desigualdades de Cauchy: 
Jaja HA r=, 
Th 

Como ra se puede tomar aquí lo grande que se quiera, de aquí se 
dodnee que todos Jos coeficientes de la serie de Taylor para Jos 
cuales k == pw >p, son iguales a cero y, por consiguiente, f (2) 
es un polinomio de grado no superior a ful (Tp) es Ja parte entera 
do p). 

D lo demostrado se deduce que la función potencial 7% no es 
inmediatamente útil para la acotación del erecimiento de una 
función trascendente entera. Por esla razón se recurre a la función 
más simple entre las de crecimiento rápido, precisamente, a Ja fun- 
ción exponencial. 

Si existe un número positivo u tal que para todos los valores 
de r suficientemente grandes se cumple la desigualdad 


M (r) <e, (1.4:5) 


se dice que la función entera f (2) es de orden finito. En caso 
contrario, es decir, si para cualquier y > 0 existen valores arbitraria- 
mente grandes de r para los cuales M (7) supera a e", se dice que 
la función entera es de orden infinito. 

El ojemplo más simple de función de orden finito es e*, y de orden 
anfinito, e” 

Examinemos las funciones de orden finito. Consideremos ol 
extremo inferior de aquellos valores de p para los cuales se cumplo 
la desigualdad (1.1:5) comenzando desde valores suficientemente 
grandes de r >r (u). 

Este extremo inferior se la orden (se supono que es el 
orden de crecimiento) de la función entera y se designa por p 
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Así, pues, a 
p=infp>0. 


Para las funciones de ordon infinito se haco p=00. Dobido a la 
dofinición, para cualquier 2>0 tiene quo cumplirse la desigualdad 


Mae (1.4:6) 
para r> R (e); por otra parto, existen valores arbitrariamente grau- 
dos de r: Fi Ta, +... Fas +» ., que satisfacen a la desigualdad 

p-e 

Mt>eno, aA: 

De las desigualdados (1.1:6) y (1.1:7) se deduce que 
PO oye para r>R() 

y que 

In In M (ra) 

ibi 
para rn arbitrariamento grandes. Por lo tanto, 


a (1.1:8) 


ip 


p= 


Esta expresión puede servir de definición del orden de la función 
entera, 
Si f (z) es de orden finito p y existe un número positivo K tal que 


M (r) ceh, (1.4:9) 


entonces se dice que f (z) es una función de tipo finito, En 
caso contrario, es decir, si para cualquier K œ> Q existen valores 
do r arbitrariamente grandes para los cuales M (r) os superior a e”, 
se dice que la función de orden p es de tipo infihito 
(o maximal). 

Detengámonos en las funciones de tipo finito. El extremo inferior 
de aquellos valores de K para los cuales se cumple la desigualdad 
(1.1:9) para valores suficientemente grandes de r, se llama tipo 
do la función entera y se designa por o. Así, pues, 

o=intK>0. 
Entre Jas funciones de tipo finito se distinguen las funciones de 
eirg normal (ø> 0) y las funciones de tipo minimal 
(o= 0). 

Para las funciones de tipo maximal se hace g = œ. Debido 
a la definición, para cualquier e > 0 tiene que cumplirse la desi- 
gualdad ` 

M (r) eoten? (1.1:40) 
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para r>R(e); por otra parte, existen valores arbitrariamonle 


grandos de r: Ty, Ya, ..., Fas »-., que satisfacen a la desigualdad 

M (ra) > e, a411) 
Do las desigualdades (1.1:10) y (1.1.11) se deduce quo 

DHO oye para r>R() 
r 
y LAO oe para 7a arbitrariamente grandes. Por esta razón 
Th 
g mM() As 
o=lm_2 . (1.1:12) 


Esta oxpresión puedo servir de definición del tipo do la función 
entera. 

Evidentemente, e* es una función entera do orden p=1 y tipo 

eizteiz 

zi 


o=1. Para senz= +, So tiene: 


[shy|<|senz| < VsHyFson?z< chy. 
Por lo tanto, 


I< shr M (1) =100x|sonz|<chr= $ pe <5H 


de donde p = 1 y o = 14. Para cosz resultan los mismos valores 
de p y o. 

1.2. Expresemos el orden y el tipo de una función entera median- 
te los coeficientes de la serio de potencias (1.4:1). Supongamos que 
Í (2) es una función de orden finito. Entonces, parar > R= R (K, wm, 
se tícne: 


M(E”, (4.21) 
donde p > p, y para una función de orden p y tipo finito o: .op 


y K > o. Por consiguiente, en virtud de las desigualdades de Cauchy 
para los coeficientes de la serie de potencias 


z , Kri 
t ijas <S para f>R. 


Krti 


' La función <— (como muestra un cálculo sencillo, donde hay 
que igualar a cero la"derivada logarítmica) alcanza el mínimo para 
1 a 


G 
n 


) H. Eligiendo 


y esto mínimo es igual a ( 
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1 
N =N (K, u) de modo que (r) supere a R (K, p) para 


n “> N, obtenemos: 


janje (SEP para n>N. (1.2:2) 


Así, pues, las desigualdades (1.2:2) son consecuencia do las 
desigualdades (1.2:1). Observando que para una función entera 


Ya, |>0 cuando n—> oo y, por consiguiente. ln 


— + œ, obtenemos primero de (1.2:2) 


e ln 
a (1.2:3) 
bW bhs 
y (an! y 14,1 
y luego: 
v2 lim Ina 
nao n 
+ 7 UN] 


Como se puede tomar por p cualquier número mayor que p, de 
aquí se deduce que 


(1.2:4) 


n resumen, para una función de orden finito p, el valor 


Tim Jan a a 


Palme 
y Tan] 
también es finito y no es superior a p. 

Supongamos ahora que f 2 una función de lipo finito o. 
Entonces, en la desigualdad (1.2:1) se puede hacer y = p y Se puede 
tomar por K cualquier número mayor que o. Para estos valores de 
u y K, obtenemos de (1.2:2): 


Do 1 
n? Van] < (epKy”, 
de donde 
1 1 
Tim n? Y an |< (epK)*- 
Ssa 
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Como en el segundo miembro puede ponerse en lugar de K 
cualquier número mayor que g, obtenemos: 


1 1 
(epo) > Tim»? Y [a,]. (1.2:6) 
aro 


En resumen, para una función de orden finito p y tipo finito o, 
ol valor 


E. DR 
Tim w V fan] =f (1.2:7) 
nco 
1 
también es finito y no es superior a (epo)P. 
Ahora demostraremos quo, en la realidad, en las relaciones (1.2:4) 
y (1.2:6) no se cumplen las desigualdades, de modo que siempro 


1 
a=p y P=(ep0)”. 
Sin hacer ninguna suposición respecto de la función f (2) supon- 


gamos que para algunos valores de p y K se cumplen las dosigual- 
dades (1.2:2). Entonces 


i 
Vak (4E) e>) 


do donde so deduce que lim V [an| =0, es docir, Ja función / (2) es 
nao 


entora. En virtud de la misma desigualdad, para cualquior r> O 
y n>N se tione: 


1 
Via < (Lyn, 


El sogundo miembro de esta desigualdad para 1 >|2enKr*]=n (r) 

tione un valor menor que + Tomando R=R (p, K)>1 tan grando 

que para r > se cumpla la desigualdad »(7)=[2epKr"] >N = 

=N (K, u), se puede afirmar que para todos los valores indicados 
de r y para n>n (r) se cumplen las dosigualdades: 
Va <i. osa lao. 

Toniéndo esto en cuenta, acotemos superiormente M (r). Se Livne: 


2lajr- 


M (r) = max |f (2) | = max | Y anz” 
ar kæ ò 


mr) ss 
=lat Y lar” 
T MTH 
171234 
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y, Por consiguiente, para 7 >R 
nr) n) 
uN <glel?+ 5 m< lal de 
nt 
Pero 


nn N ne) N 
2i an|" = la + Y lan 1 <r D janl 4 
u 0 N+ 0 


+in(r)—M1 
n=N+ 


puesto quo max  [ap|r"< max Vane, y basándose en la desi- 
Ne 


DA) 
gualdad (1 » cierta para n>N +i, obtonomos: 


Kyi 
max Jan|r< max (£E )" r< max 
Nhiaunsn(r) Nhien Y % isn 

P 


Fácilmente se comprueba que max (32 ay r” so alcanza para 


(Eji 
! 


n=pKr* y os igual a e£r%; por consiguiente, 


maxs la,|r*<ekre, 
N4icn<n(r) 


y como 1< e5", zonita: 
MOS Yalt nH Men 


y Sart + pK 41N en 
0 


x 
a eKr (Wep Krh +1 — N rre- X) a |). 
0 


Está claro que para cualquier e > 0 la expresión quo figura entre 
paréntesis es menor que e%* para r suficientemente grande, Por 
lo tanto, 


M(t para r>R'(e)>R. (4.2:8) 


Queda demostrado que de las desigualdades para los coeficien- 
tes (1.2:2) se deduce como consecuencia la desigualdad (1.2:8) para 
el máximo del módulo de la función. 

Supongamos ahora que los coeficientes de la serie de poten- 
cias (1.2:f) son tales que la magnitud æ (1.2:5) posce un valor finito. 
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Entonces para cualquier p œg se tiene, para n >n (p): 
inn 


—— 
ln ” 
v len] 
o bien, 
My 
la| < (A 


Hemos obtenido una desigualdad del tipo (1.2:2), en la cual 
eK = 1, 0 sea, K = L. Por consiguiente, según lo demostrado, 
el máximo del módulo de la función f (z) satisface, para r > R' (e), 
a la desigualdad 

4 
moeda), 

De aquí se deduce quo el orden p do la función f(z) no`es supo- 
riora p, y como p es un número cualquiera, mayor que œ, se tiene: 
p<a 

De aquí junto con la relación obtenida anteriormento p>«u 
(véaso (1.2:4)) rosulta: 


“ (1.2:9) 


Hemos obtenido la expresión del orden de una función entera median- 
te los coeficientes de la seric de potencias. En particular, se observa 
que si uno de los números æ y p es finito, entonces el otro también 
lo es; de aquí se deduce que si uno de ellos es infinito, el otro también 
lo es. En otras palabras, la relación (1.2:9) es válida también para 
las funciones de orden infinito. 

Supongamos ahora que para los coeficientes de la serie de poten- 
cias no sólo es finito œ (y, por consiguiente, f (z) es de orden finito 
p = a), sino que también la magnitud f (1.2:7). Expresando f en 


= P 
la forma (epo), es decir, haciendo o' =Ê% , tendremos para 
cualquier K >o’ y para n >n (K): 

1 


o bien, 


47 
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Esta es una desigualdad del tipo (1.2:2) para p==p; según lo 
demostrado, de aquí se deduce para M (r) una dosigualdad de la 
forma (1.2:8): 


M (Keit?  r>R (e). 
Como ol orden de Ja función f(z) os p, de la última desigualdad 


se deduce que el tipo g de la función f(z) es finito y satisface 
a la desigualdad 


o<K, 
o bien, obsorvando que K os cualquier númoro mayor que 0”: 
EE a 
oo a a 
es decir, 
Š 
(oep)" < B. 


2 
Más arriba (fórmula (1.2:6)) se demostró que (oep) >P, por consi- 
guionto, 


1 AAA, 
(oep)? = B= limn? Y Jan]. (1.2:10) 


Hemos obtenido la expresión del tipo de una función entera 
mediante los cooficientes de la serie de potencias (y mediante su 
orden p, el cual, a su vez, se expresa mediante los coeficientes). 

De lo expuesto anteriormente se deduce que la fórmula (1.2:10) 
es válida también para las funciones de orden finito, pero de tipo 
infinito (maximal). 

Obsérvese que si para una función entera f (z) se supone sola- 
mente que es finita la magnitud 

1 
lí 


ne y Tan] <P, (4.2:11) 


donde p es un número positivo, respeclo del cual no se supone que 
es cl orden de la función, del mismo modo que no se supone 
que f(z) es una función de orden finito, entonces de aquí se 


k 
deduce que 7 (2) es una función de orden p y tipo E, o bien f (2) 
es una función de orden inferior a p. 

En efecto, de la hipótesis hecha se deduce que para cualquior 


B' >p, para n>N’, se cumplo la desigualdad 


Va I<» 
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o sea, 


Era 


1a,J< (LE) $ 


Esta es una dosignaldad del tipo (1.2:2) para euX =f”; de clla se 
deduco para M (r) una desigualdad del tipo (1.2:8) 


M() <or[ (E e) re] 


y, por consiguiente, el orden p de la función f (z) no es superior a p. 
Si éste es igual a u, entonces de la relación (1.2:11) se deduce, como 


yn se demostró anteriormente, que el tipo ø de la función / (z) es £. 
7 


Entre las funciones trascendentes enteras las más simples son 
las de tipo exponencial. Así se llaman las funciones de 
primer orden y tipo finito, y también las funciones de orden inferior 
al primero. De la observación que acabamos de hacer se deduce que 
las funciones de tipo exponencial se determinan completamente 
por una relación de la forma 


Iim n Y fa, | =P<oo. 
no 


Precisando, las funciones respectivas serán de primer orden y de tipo 
o =£ , © bien de orden inferior al primero. 
Aplicando las fórmulas (1.2:9) y (1.2:10) es fácil mostrar un 


ejemplo de función entera de un orden arbitrario p y tipo o. Así, 
n 
pues, haciendo a, = (1) (>14), donde p>0 y o=>0, 


obtenemos el siguiente ejemplo de función cntera de orden p 
y tipo 0: 


co £ 
9-3 (Ly. 
1 
Como se deduce de las fórmulas (1.2:9), para una función de 
orden nulo tieno que cumplirse la condición: 


lim — 290, 
RE 


A 
y 1021 

De aquí se deduco que es suficionto tomar 

1 


lal=- 
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donde e, es una sucesión arbitraria de números positivos, conver- 
gente hacia cero. Por ejemplo, cualquier función de la forma 
> 
a 
i= 2 mm (6>0) 
es una función de orden nulo. 
Finalmonto, para obtener un ejemplo de función do orden infi- 
nito, es suficiente someter Jos números |a,| a la condición 
Inn 


os decir, tomar 


lan + 


donde «, es una sucesión de números positivos convergente hacia 
coro, pero no muy rápidamente (de modo que se cumpla la condi- 


ción necesaria 
lim VJ] = lim -=0, 
mo neo nn 
os docir, que sea lima, ln n=). Por ojemplo, se puede suponer 
1 


que a= gs 000 Entonces obtenemos la función 


1)= Momia 


1.3. La función M (r), determinando el crocimiento de la función 
Í (a) en todo el plano, no proporciona datos algunos sobre el comporta- 
miento de la función en tal o cual recinto no acotado y, en particular, 
en algún ángulo con el vértice en el origen de coordenadas. 

Examinemos, por ejemplo, la función exponencial e* (p = 1. 
1). Como |e ls e* =.e"0080, on cada ángulo de la forma 


r a b< 5 — e (e > 0) el módulo de la función satisface 
a la condición e” >|e* | > esne y, por consiguiente: tiende al 
R cuando r > œo. En los ángulos de la forma E F3+e< i< 


exp [a ENT my 


o 


< na — e (e > 0) se tiene: |e | <e-"sene, y por consiguiente, 


e° tiende a cero cuando r > œo. Así, pues, en este ejemplo existen 
dos ángulos, cada uno de ellos de magnitud x (los semiplanos de la 
derecha y de la izquierda), tales que en los- ángulos situados junto 
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con sus lados en el interior de uno de ellos, la función tiende a oo, 
mientras que en el interior del otro tiende a 0. 
La función f (z) = e? (©, donde P (z) es un polinomio de grado x: 


P()=4+0a2+... 4- an2” (a. +0, n>1) 


ropresonta un ejemplo similar do carácter más goneral. Haciendo 
an=0pe h y ¿=rel0, obtenomos: 


r w a iato) S , 3 
OI jor [2 oe w Jl ep [Z artcos(a+10] 


= exp {o [eos (An +10) +Y | ) A; 
6 


aprh 


n-i 
La suma J} meel +40) tiende a cero cuando r—0oo; por 
r Onr! 

consiguiente, la magnitud que figura entre corchetes para cualquier 
e>/0 y para valores suficientemente grandes de r (r> R (e)), será 
menor que 1-+e. Por ello, |f(2) < ett” si r> R (e). 

Por otra parte, haciendo Ò = — E obtenemos cos (Un +n) = 
= 1 y, por consiguionte, para los mismos valores de r la magnitud 
que figura entre corchetes será mayor que 1 — e. Por lo tanto, 


0 
[fre n) >en", si r>R(). 
Confrontando estas desigualdades sacamos Ja conclusión que 
tio” < M (r) < eto", 


si r > R (e), por lo cual f (z) es una función de orden entero n 
y tipo On. 

Dividamos el plano en 2n ángulos iguales: go, 81 -+ Ean=s 
con el vértice común en el origen de coordenadas, tomando por 
gr el ángulo — 22 + (251) F<0< A 
=0,1, ..., 2n — 1), y tomemos en el interior de gy el ángulo y; 
de menor magnitud: 


O E a ià 
-44-i t cocti, 


a 


dondo M<e<F. Entoncos, para los puntos del ángulo yz, tendre- 
mos: 


Fe < nd jne 
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y, por consiguiente, 
| cos (% + n0) | > son e; 


adom si j es par resulta cos (æn +n®)> sene, y si j es impar, 


so tiene: 


cos (an + 120) <—sen e. 


Expresemos |/(2)| para z€g; en la forma 


2 
Es ORA Su cos (am ti 
1/(2)1=exp {on cos (zn mia ve 1) A 


net 


n-i 
cos (an +k0) Co 
La magnitu | 5 2 | < S puede 
«bind A eosa pnd a | S we A pa l 


hacerse menor que e para r œ R (e). Por consiguiente, para j par 
y r> R (e) tendremos: 


17 (2) [> exp [0n sen er" (1— e)], 


es decir, f(z) tiende a oo dentro de los ángulos y, de índice par. 
Para j impar y 7>2M (e) se tiene: 


1f (2) |< exp [— on son er” (1 — e)l, 


o sen, f (z) tiende a O dentro de los ángulos y, de indice impar. 
Vemos, pues, que para la función eP(% existen 2n ángulos iguales 


gy de magnitud ES cada uno de ellos (j = 0, 1, ..., 2n — 1) con 


el vértice común en el origen de coordenadas, tales que en los ángulos 
que están situados junto con sus lados cn el interior de gj la función 
bieude a œ si j cs par, y a 0 si j es impar. 

El teorema de Phragmén-Lindelof (ap. 3.3, cap. VI) proporciona 
datos capitales sobre el comportamiento de una función entera do 
orden finito cn el interior de mn ángulo si se conoce su comporta- 
miento en los lados del mismo. En lo que se refiere a Jas funciones 
enteras, del teorema se deduce la proposición signiento: 

Si | (2) es una función entera de orden no superior a p, la cual 
está acotada en valor absoluto en los lados de un ángulo g de magnitud. 
na con el vértice en el origen de coordenadas: 


|f()]-.Cen los lados del ángulo g, 


y si a < Lp, entonces el módulo |f (2) | está acotado también en el 
interior del ángulo por la misma constante C. 

Del teorema 1 del ap. 3.3 del cap. VI se deduce que para una fun- 
ción de orden p y tipo minimal la proposición formulada también 
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es válida cuando œ =t. En electo, la condición 


limi2 Mir) 


paes 


A 1 4 
que expresa que el orden de f (z) es menor que Fo es igual a +, 
pero entonces el tipo de f (z) es igual a cero (véase la fórmula (1.1:12)) 
es un caso particular de la condición 2) del teorema 1 del ap. 
del cap. VI. 

Del teorema de Phragmén-Lindelóf se deduce que si desde ol 
origen de coordenadas so ha trazado un sistema de rayos que divido 


al plano en ángulos no mayores que E cada uno (p > $) , entonces 


al menos en uno de estos rayos la fanción trascendente entera f (2) 
de orden inferior a p no tiene que estar acotada en valor absoluto, 
Suponiendo lo contrario hallaríamos, según lo demostrado, que la 
función está acotada en cada uno de los ángulos comprendidos ontre 
rayos contiguos y, por consiguiente, está acotada en valor absoluto 
en todo el plano, lo cual es imposible, si f (z) 3# const. 

Como ejemplo, consideremos la función e”, donde P (2) es 
un polinomio de grado n. Aquí p = n, y si Lrazamos un sistema de 


a r E x 
rayos que divida al plano en ángulos de magnitud menor que Ta 


entonces al menos uno de los rayos de este sistema caerá dentro de 
cada uno de los ángulos g; de índice par, en los cuales e% tiende 
al infinito cuando z —> 00. 


Para una función f (2) = const de orden p< Es o de orden 


1 y 153 eE wi > 
p == Y de tipo minima) sacamos la conclusión, según lo anterior, 


que ella tiene que ser no acotada en cada rayo que parta del origen 
1 


de coordenadas. Para las funciones de orden y tipo o >Q ya 
no vale esta afirmación, como muestra el ejemplo de la función 

son (o V2) 
1a = sva 


la cual tiende a cero cuando z tiende al infinito 


sobre la parte positiva del eje real. 
En general, el teorema de Phragmén-Lindelöf deja de ser cierto 


i ta a M 
para los ángulos de magnitud zie consideran funciones deorden p 


(pero no de tipo minimal). Así, en el caso f (z) = sen z, donde p = 4, 
la función está acolada en todo el eje real, el cual se puedo considerar 


p E Ei 
como los lados de cada uno de los dos ángulos de magnitud on 
de los semiplanos superior e inferior, No obstante. el módulo | sen z | 
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no está acotado en el semiplano superior ni tampoco en el semiplano 
inferior. 

1.4. Para estudiar más detalladamente el comportamiento de las 
funciones enteras se introduce la característica de su crecimiento 
sobre cada uno de los rayos que parten del origen de coordenadas. 
Sea f (z) una función entera de orden finito p > 0 y de tipo finito o. 
Entonces, para cada rayo que forme un ángulo 0 con la parte positiva 
del ejo real, se considera la magnitud 


genir 10, 
h (0)= Tim LEC. (1.44) 
per 


Esta función es uniforme y poriódica, de período 2m. Se llama 
indicatriz de crecimiento de la función f(z). 
Dobido a la relación 
Imo 
Tao 


o«<o 
se tiene: 
h(0)<0, 
es decir, h(0) está acotada superiormente, 
Teorema. Si 0, y Oz satisfacen a las condiciones 
0<0,—-0,<min (E, 22) 


y a y b son unos números finitos tales que h(0)<a y h(0)<b, 
entonces en todo el intervalo (0,, 02) se cumple la desigualdad 


h(0) <A cos0p + B sen dp, (1.4:2) 


donde A y B se determinan por el sistema de ecuaciones 


Acos0,p+Bsenbp=a, ) 1.48 
A cos 020 + B sen 02p =b. Gena) 

Además, para cualquier e >Ú se tiene: 
1n | f (re10) | < (A cos 8p + B sen 8p -+- e) ro (1.4:4) 


para 

0,<0<0, y r>R(). 

Demostración. Sea y un número positivo arbitrario. Defi- 

namos ¿=a (n) y B=f (m) mediante las ecuaciones 
acos8p + Psenbyp =a +n, ) 


nr 
acos Bap— psen Op =b+ 1. (aan 
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Esto es posible, ya que el determinante del sistema sen (9,— 0,)p=0. 
Evidentemente, 


li =4 li =B. 
Uae) y limf 


Introduzcamos la función auxiliar 
Fn(2)=f (2) expI— (a— ip) 29]. 
Esta es uniforme (si se hace 22= (ret0)”=r0 (cos Op + ¿sen 0p) y ana- 


lítica en el recinto angular g: 0<r <0, 6,<0<0», y satisface 
en este recinto, para r> R(n), a la desigualdad 


[Fn (ret®) |= | f (2) | exp [— (æ cos 0p + Bsen Op) 19] < 
< oxp [(0 + 1) 7? — (œ cos Op + P sen Bp) re] < exp (Kre), (1.4:5) 
donde K =K (m). Además, 
| 2, (reti) | < exp [(a-+ 1) r? — (a cos Op +B son 0p) rP) = 1, 
| Fn (retó) | < exp [(b +n) re — (a cos 0p + P sen 0p) rP] = 1 


para r> Ra (m), es dceir, el módulo |Æ} (z)] está acotado en los 
lados dol ángulo g: 


[Entre <C, [Fae] (0<r<oo), (1.4:6) 
donde C=C (m). 

Do (1.4:5) y (1.4:6) se deduce que a la función Fy(2) en el 
recinto g, el cual representa un ángulo do magnitud 9-0<3, 
se le puede aplicar el teorema de Phragmén-Lindolóf. Obtenemos: 

[Pn()1<Cp  2€8, 
do donde 
In|f (ret) |< ln Cn +(acos0p+Psen0p)ro,  rebEg. (1.4:7) 

Para un £>0 dado, fijemos un número y =n (€) >0 tan pequeño 

que se cumplan las desigualdados 
[a(m—al<z y BmB. 


y hallemos después un valor Ki (e) tal, que para r> R (e) se cumpla 
la desigualdad 

LN 

pe 3: 

Entonces para 0, <0< 0 y r> R (e) tendremos según la desigual- 
dad (4.4:7): 


In |f (ret9) | < (4 cos Bp-+B sen 0p + e) 0, 
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o sea, la relación (1.4:4). De esta se deduce luego que 
PE 10, 
10)» imt 2 < Acos0p + Bsen8p= e 
pS 
y como e es arbitrariamente pequoño, resulta: 


h(0) < Acos0p+Bsenip (0, <0< 0). 


En teorema queda demostrado. 
Determinando A y B de las ecuaciones (1.4:3) y sustituyendo 
los valores hallados en la desigualdad (1.4:2), obtenemos: 


sen[0:—0p1_ . a sen 0—8) o e 4 
A T T er OSO 04 
En particular, en la bisectriz del ángulo g 


0,000, %3% 


se tjene: 
A (1.48) 


Demostremos que la indicatriz h(0) tiene un valor finito para 
cualquier 0: 
h (0) >—00 (1.40) 
Supongamos lo contrario y sca h(B)= —oo. Fijemos algín 
número natural m>p y apliquemos la desigualdad (1.4:8”) a la 
biscetriz del ángulo: 0, <9 < 0p-l-Ž. Resulta: 


Ml) a 
2n 


donde a y b som unos números finitos cualesquiera que satisfacen 
a las condiciones: 


a>h(0)=—0 y b>h(0). 


Pijando b, pasemos al límite en la desigualdad hallada para a —>— 00. 
a 


Obtenemos: A (04 + <) = —oo. Reilerando este mismo razonamiento 


tm 
hallaremos que, en general, 


hf0) +A) =—00, £=0, 1, ...¿4m—t. 
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En virtud de la definición de la indicatriz k (0), la función f (2) 
tione que estar acotada en cada rayo 0 = Oa + kaž (k = 0, 1, ... 
- -, 4m — 1), de donde se deduce que está completamente acotada, 
es decir, f (2) = const (dos rayos contiguos forman un ángulo 5< 


<=) . Esto contradice a que Ja función f (z) es entera de orden 
p>0. Así, pues, la relación (1.4:9) queda demostrada. De ésta 
se deduce que en el teorema principal de este apartado siempre se 
puede hacer: 

a=h(0).  b=h(0). 


Entonces la desigualdad (1.4:8) adquiore la forma siguiente: 


sen [(0:—0) p) sen [(0— 0) pl A 

10) AA O 0707 OD (14:10) 

De ésta sc deduce cl corolario importante: 

La indicatriz de crecimiento de una función de orden finilo es 
una función continua en todos los puntos. 

En efecto, fijando arbitrariamente Oo, hagamos en Ja relación 
(1.4:10) 0, = Oy y pasemos a límites para O — Oo. Obtonemos. 
a Oyan). 


Haciendo on (1.4:10) 020, y pasando a límites para 0— 0p 
hallamos: 
Tim — %(0) 4 h (0). 
eon, 8-80 GLa) 
Así, puos, 


Em (0) < h (00) (t.4:11) 


Hagamos ahora on (1.4:10) 0=0, y pasemos a límites una vez 
para 0,—> 0o y otra vez para 0, —®o. Oblendremos: * 
R(0)< lim AO) RJ lim  h(M), 
do, 8 0; 


Orð, 81€ Bo 


O sea, 


Lim A (0) >» (04). (1,4:12) 
6% 


Confrontando (1.4:11) y (1.4:12), hallamos: 
i Tim h (0) = lim h (0) = h (0), 
oea En 


como se quería domostrar. 
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Demostremos ahora que si p>2, entonces no pueden existir dos 
valores 0' y 0" tales que 


oz 
net, 


h(8)<0 y »(0”)<0. 


Supongamos que existen tales valores. Entonces, haciendo 
en (1.4:8): 


00 e, M=0'—<, a=h(0 +0), b= h (e) (0<e< Ez? 


tendremos: 
ML EI TEDESCO 
2 zes (2 e)e] Zsen (ep) 


Cuando e > 0 el segundo miembro, en virtud de las hipótesis 
hechas y de la continuidad demostrada do h (0), tiene que tender 
a —oo, lo cual es imposible. De aquí se deduce lo que se afirmaba. 


En particular, para p =5 no existe ningún valor de O para el cual 
sea h (0) < 0. 
Obsérvese que para 0 < p <4 tampoco paede existir ningún 


valor de € para el cual Ak (0) < 0. En efecto, a lo largo del rayo 
correspondiente la función f (z) Liene que estar acotada, lo cual para 


las funciones de orden menor que gno idénticamente constantes, 
es imposible (véase el apartado anterior). Así, pues, para una función 


de orden no superiora -+ la indicatriz de crecimiento es no hegativa: 
h (0) >0. 
Supongamos ahora que p > 4 y que 0, es el valor do 0 para ol 


cual h (09) < 0. Como para algunos valores de 0 tiene que ser: 
h (0) >> 0, existe un intervalo (6', 9”) que contiene a 0, en el cual 
h (0) < 0 y en cuyos extremos h (0) = h (0”) = 0. Está claro que 


0<0—0 <E; on efecto, suponiendo que 0 —0%>- se 
podrían señalar tales valores 0, y 9, del intervalo (04, 07) para los 
cuales 02 — 0, = A Pero h (8,) < 0 y h (02) < 0, y por lo tanto, 


resulta una contradicción con la propiedad establecida anteriormente 
de la indicatriz de crecimiento. 
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Supongamos, para precisar, que 0' es el extremo del intervalo 
(0, 8”) más próximo a 0; entonces 0< 8, — 0 =85< > 
Apliquemos la fórmula (1.4:10), sustituyendo en ella 0, por o’ — ő + 
+ e y 0 por 0 +8 — e= ð, — e, siendo 0<e<ó. (Esta 
fórmula es aplicable al caso dado, ya que 

(0+8—0) (0040) =25—20<-F.) 
Obtenemos: 
aa A h0'—B4 0) +h(0'+6—e) 
AO ram z i 


de donde 
h(0"—54e) > —h (0 +8—e). 


Como esta relación es válida para cualquier e>0 y h(0) es 
continua, resulta que también es válida on el límite, cuando e— 0. 
Por lo tanto 


h (9—5) > —h (9 +6) = —h (0). 


Pero (8—6) <o, donde o es ol tipo do la función $ (2); por 
consiguiente, 
h (%) > —o. 


Así, pues, para .>+ se tiene: 

o>h(0)>—0. (1.4:13) 
Como ya so vio, para P<t esta desigualdad se sustituye por otra 
más fuerte: 

o>h(0)>0. (1.4:131) 


Obsérvese que para las funciones do tipo minimal, de una y otra 
desigualdad resulta 
h(0)=0. 


Demostremos, finalmente, que en todos los casos 
maxh (0) =0. (1.4:14) 
En efecto, si se supone que max k (0) = 0, < o, entonces en 
el teorema principal de este apartado se puede hacer a = b = Or, 


después de lo cual la desigualdad (1.4:4), en la que sustituimos A 
y B por sus valores de las ecuaciones (1.4:3), toma la forma 


A 


mires 
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para OOc y r>R(). Hagamos Bico y Bye ð; 
entonces en el segmento [0e — ô, 0, jô] tendremos: 
cos (0—0) A 
In / (re) SGre] re 
para r œ> R (e). 

La expresión comprendida entre corchetes tiende al límite o 
para 6 — 0 y e— 0 (uniformemente respecto de 0, y 0) y, por con- 
siguiente, para valores suficientemente pequeños de $ = Ôp y £ = to 
puede hacerse menor que 0, siendo G; < 0, < g. En resumen, 


M|/(re9)| <ogr? pura 0—5,<0<0 +8, y r>Ri=Ro(0). 
(14:15) 
Evidontomento, $, se puede tomar igual a a donde m cs un 


2m 
número natura, suficientemente grande, Entonces en todos los ángulos 


ka k-+1) a 
Eco EDZ (0... m—1) 


so cumple la desigualdad (1.4:15) para valoros de r suficientamonte 
grandes, de donde so deduce que 


In| (r| <ar? para r>R 


yr #0) 
o= Tim PUE ae o, 

ro m 
lo cual es imposible. 

La gráfica de la indicatriz de crecimiento de una función entera 
en coordenadas polares r y 0: 

r—h (8) 

se Mama indicatriz de esta función, 

I$] lector puedo convencerse fácilmente de que las indicatrices 
de crecimiento h (0) para las funciones 


1) e°, donde a= qeit, 2) seiz, 3) cosz, 4) e*” (n es natural) son: 
1) a.cos (049). 2) y 3) |sen}, 4) cosmo. 


Las curvas correspondientes [1) es una circunferencia doblemente 
recorrida, construida sobre el segmento, que une los puntos O y a. 
como diámetro; 2) y 3) son dos circunferencias tangentes en el origen 
de coordenadas, con centros en el eje imaginario y diámetros iguales 
a 1; 4) os una rosa de 2n hojasl están representadas en la fig. 36. 

1.5. Como un ejemplo de las leyes que se pueden demostrar para 
Jas funciones enteras partiendo del estudio de su crecimiento, expon- 
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gamos unas cuantas proposiciones elementales que, para el caso de 
las funciones de orden finito, establecen el llamado teorema pequeño 
de Picard. 

Teorema 4. Si una función entera f (z) no toma cierto valor A 
(5400) en ningún punto del plano, entonces f (2) tiene la forma 


1M=4+e0, (1.5:4) 
donde g (z) es una función entera. 
9 23) 


Demostración. Como f(z)—A no se anula, la función 


a =h (2) es analítica en todo el plano, es decir, es una función 
entera, Pero 
(O à 
a Ln [f (2)~- A}, 


por consiguiente, 
Ln If (2) — A= f h (2) dz 
de donde i 
16) —A=expÍ f h (2) de+In17 (0) 41) = es 
ò 
siendo también 
g= í h (2) de+ In1/(0) 4) 
b 


una función entera. 
181224 
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Demostremos ahora unos lemas que de por sí mismo tienen un 
valor capital. 


Lema 1. Si la parte real u (r, 0) de una función f (2) = Zan 2, 


que es analítica en un entorno | z | < R < oo del origen de orion: 
satisface para lodos los valores p, O <p < R, a una desigualdad de 
la forma 

u(p, 0) <U (1.5:2) 


(aquí no se toma u (p, 1) en valor absoluto, de modo quo, en particu- 
lar, U puede ser un número negativo), entonces los coeficientes de la 
serie de potencias satisfacen a las desigualdades: 


A me (1.5:3) 
doude n 
x 
—Ro (a) ==3L z| u(r, 0) 48. 


Domostración. Sea f (2) = u (r, ) — iv (r, 1); entonces 
para la función U — f (z) = U — u (a Ü) — iv (r, Ü) el desarrollo 


de Taylor tiene la forma Y — dy — Fan 2". Por consiguiento, los 


números — am = Gm + im para m 31 pueden expresarse en la 
forma siguiente (véase (1.2:6) y e 7) cap. sexto, en las cuales 
se debe sustituir u (p, a) por U — u (p, a)): 

2a 


-an= | 10=uto, a)je=ime da, 
de donde 


f10—u(p, dae 


ù 


u (p, a) da. 


E 


2n n 
* 1 2u (0) 2% 
a | eO danaz | w0 da= s> PS 
ù 


de donde resulta: 
2 = 9 
Ja < 02 (m=4,2,...) 


para cualquierp < R. Paóado aquí a límites para p > R, obtenemos 
las desigualdades (1.5:3). 
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Lema 2. Si la parte real u (r, 1) de una función entera f (z) 
satisface para todos los valores de r, comenzando desde cierto ro, a una 
desigualdad de la forma 


u (r, 0). re (r> ro), (1.5:4) 


donde p > 0, entonces f (z) es un polinomio de grado no superior a [p]. 

Demostración. En virtud del principio del módulo máxi- 
mo para las funciones armónicas, para todos p < r se tiene: u (p, 0) < 
< ri; por ello, según el lema 4 


-gm 
[m2 2, 


Si m>(9)+1 y r crece indefinidamente, resulta 


Au = Org = +. 70 
y, por consiguiente, 


F= atanz +... appz, 
como se quería demostrar. 


Teorema 2. Si una función entera j (2), que no toma cierto 
valor A(4 00) en ningún punto del plano, es de orden finito p. entonces p 
necesariamente es un número entero y f (2) posee la forma 


J= Ap eP, 
donde P (z) es un polinomio de grado p. 


Demostración. Debido al teorema 1 f(z) puede expresarso 
en la forma 


I= Ape, 
donde g(z) es una función entera. Pero, para cualquier e>œ>0 
y r>H (e), se cumple la dosigualdad 


oi 
Foe ’, 
do donde 


er 
Jet <Jaj+e *. 
Eligiendo K’ (e) > R (e) de modo que para r> R (e) sea 
e 
TEA 
Jalke E cett, 
y observando que [es()| =eRets(2), obtenemos: 


emo para r> R (e. 
18% 
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Por consiguiente, para estos mismos valores de r 
Rolg (2)1 <re+e, 


de donde, según el lema 2, g (z) es un polinomio P (z) de grado no 
superior a lp + e]. 

Por otra parte, está claro que si f (z) es una función de orden p, 
entonces f (z) — A = eP) también es una función del mismo orden, 
y como el orden de la función e*(2) es igual al grado n del polinomio 
P (z) (cosa que se vio al comienzo del ap. 1,3), resulta que p = n 
es un número entero y P (z) es un polinomio de grado p. Con esto se 
termina la demostración. 


Teorema 3, Si una función entera f (2) toma un valor A (4 œ) 
en un número finito de puntos Z, 22, . . ., Zm con los órdenes de multi- 
plicidad ki, kz, ..., km, entonces f (z) es de la forma 


FO SAH (2%... (129) "eco, 


donde g (z) es una función entera. 

En efecto, en virtud de las condiciones del teorema la función 

LA 

E IN SA ot 
laa) (ez) ' 
plano. De aquí que. según el teorema 1, ésta es de la forma e£2, 
donde g(2) es una función entera. 

Por lo tanto, 


es entera y no se anula en ningún punto del 


JA eto 
E NR i 
de donde 
1(2)=4+ (2)... (2) "esta, 
Teorom a 4. Si respecto de una función entera f (2) que satisface 
a la condición del teorema precedente, se sabe que es de orden finito p, 
enlonces p liene que ser un número entero y la función f (2) es de la forma 


FO =4+ (209%... (64m) "er, 


donde P (2) es un polinomio de grado p. 
En electo, según el teorema 3, f (z) tiene la forma 


Ho) =4- (221... (az) "esta, 
donde g (z) es una función entera. Como 


ye A a < OHA, 
a... [22m 
si jaa | >1, .... [2—2zm/>1 y además para todos los valores 


de r suficientemente grandes: |/(2)/4+]4]<e**", resulta 
Relg (2) < rete, 
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de dondo, del lema 2 se deduce que g (z) es un polinomio P (2) de 
grado no superior a p. 
Por otra parte, es evidente que sì f (z) es una función de orden p, 
entonces 
te —aA 


=P% 
e 
y... a 


te 
es una función del mismo orden. En efecto, ya se ha observado que 
[eD |= jeD <rote para r> R (e), 
y. por consiguiento, el ordon do e™® no es superior a p. Pero éste 
no puede ser inferior a p, pues en caso contrario tendríamos para 
algún æ positivo que 
Jerwen- para r>R' (a) 
y, por lo tanto, 
VO <A Lera pa... (am po 

para rœ R' (e). 

Es evidente que la razón de la magnitud que figura en el segundo 
miembro de la desigualdad a e”?"* tiendo a cero cuando r— oo. 
Por ello, para r> R” (a) > R’ (a) tendremos: 

IOKE, 


lo cual es incompatible con la hipótesis del teorema según la cual 
el orden de la función f (z) es p. 

Así, pues, el orden de la función eP) también es igual a p y. 
por consiguiente, p es un número entero que coincide con el grado 
del polinomio P (z). El teorema 4 queda demostrado. 


Teorema 5. Para una función trascendente entera f (2) de 
orden finito p, el conjunto de sus A-puntos es infinito para cualquier A. 
Es excepcional solamente el caso en que p es un número entero positivo 
y la función f (z) es de la forma 


$ (3) = AoH p (3) PO, (1.5:5) 
donde p (2) y P (2) son polinomios. En este caso, para A = Ay y sólo 


para este valor único, resulta un conjunto finilo de A-puntos (que 
coinciden con los ceros del polinomio p (2)). 


En otras palabras: para una función entera de orden finito no puede 
existir más de un valor excepcional A = Ay para el cual el conjunto 
de A-puntos de la función sea finito. 

Obsérvese que la condición de que el orden p sea finito en este 
teorema está dictada solamente por el método elemental elegido 
de demostración. En la realidad, el teorema 5, conocido por el nombre 
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de teorema pegueño de Picard, es válido para las funciones enteras 
de cualquier orden, finito o infinito. 

Empezando la demostración, señalemos que si Ja función f (z) 
tiene para cierto 4 = Aj, (+ œ) solamente un conjunto finito de 
A-puntos: Zp. o Zm, con los órdenes de multiplicidad ks, ire 

«++ Km, entonces según el teorema 4, p tiene que ser un número 
entero y J(z) es de la forma 


1)=4 +6... (ba mero, (1.5:6) 


donde el grado del polinomio P (z) es igual a p > 0. Por lo tanto, 
si p no es un número entero positivo, el conjunto de A-puntos de 
la función entera es infinito para cualquier A (400). 

No queda más que demostrar que cuando p es un número entero 
positivo y f (2) tiene la forma especial (1.5:6), no existe un número Ba 
distinto de Ao (Bo + œ), para el cual el conjunto de A-puntos sca 
también finito. 

Demostrando el teorema por reducción a lo absurdo, supongamos 
que el conjunto de A-puntos de la función f (z) es también finito para 
cierto Bo s Ay. Entonces, según el teorema 4, f (2) tiene que ser de 
la forma 


Fl) Bot (a=b). (a En] "ea, (1.5:7) 


donde Q (z) también es un polinomio de grado p. De (1.5:6) y (1.5:7) 
resulta la identidad 


dondo 
p= (a). laa)”, (o) = E" -e (a hn)" 


p (2) P =q (3) 2O =C, (1.5:8) 


C=By—AyH0. 


Al principio del ap. 1.3 so estableció que para la Jusclón eP todo 
el plano se divide en 29 ángulos iguales de magnitud E con el véttico 
común en el punto z os + + n 829-1+ Y talcs que dentro de los 


): gi 
ángulos de índice par la unción eo fase a es, y dentro Jok 
ángulos de índice impar tiende a O. Para la función e2 © existen 


ángulos similares de la misma magnitud L y con cl mismo vértice 


z = Q: fo . . - fop-1> Cualquiera que sea la posición relativa de los 
ángulos g; y f,, siempre se puedo afirmar que el ángulo ga, por 
ejemplo, tiene puntos interiores comunes con alguno de los ángulos fy 
de índice par, o sino coincido tatalmente con un ángulo f; de índice 
impar. 

En el primer caso, es decir, cuando g, tiene puntos interiores comu- 
nes con cierto ángulo fzs, existe un ángulo y con el vértice en el origen 
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de coordenadas, que junto con sus lados está situado on el interior 
de g, y en el interior de f2. Pero entonces, para cierto e, 0 < e < $ A 
en los puntos del ángulo y se verifican las desigualdades siguientes 
(véase la pág. 264): 
[eP | < oxp [—op sen e7” (1—e)] 
(0, es el módulo del cocticiente de 2” en el polinomio P (2), 
162 |> exp [Toson e-r? (1—e)] 


(1, es ol módulo del coeñiciente de 2? en el polinomio Q (2). 
Por lo tanto, en los puntos del ángulo y el módulo del primer 
miembro de la igualdad (1.5:8) satisface a la desigualdad 


(ren > AN... 
+ (r—| Emi)" exp fro sen er? (1—e)] (+11)... 
+. (PeF | Zm)" exp [— op sen er? (1 —e)) 


y como el minuendo del segundo miembro tiende a co cuando r > o0 
y el sustraendo tiende a cero, todo el primer miembro de la igualdad 
(1.5:8) Lione que tender a oo en los puutos del ángulo y, lo cual repre- 
senta una contradicción evidente, pues esta magnitud es constante 
(=C). 

No queda más que examinar el caso en que g, coincide con algún 
ángulo fas-4 de índice impar. Ahora, en el ángulo y con el vértice 
en el origen de coordenadas, situado junto con sus lados dentro 
de gı = fes-1, debido a las desigualdades establecidas en la pág. 267, 


tendremos para cierto e, 0< 8< Ẹ: 
Jeth | < exp [—op sen er? (1—e)), |e |< exp] — Tp sen er? (1 —+e)]. 
Por consiguiente, para el módulo del primer miembro de (1.5:8) 
obtenemos la acotación siguiente: 
IpO Pag LOK rta 
see (CH lm)" esp [—opsene-r? (1—e)) 1 (4 [510 -.. 
«+. (+ lën |)!" exp [— To sen +7” (1—.e)]. 


Aquí el segundo miembro tiende a O cuando r > oo; por lo tanto, 
el primer miembro tiene que tender a Ú cuando r— oo, lo cual 


es imposible, puesto que esta magnitud es constante y diferente 
de cero. 
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De la contradicción obtenida se deduce que el teorema 5 es cierto”). 

Como ilustración del último teorema, calculemos la cantidad 
de raíces de la ecuación sen z — Az = Q para cualquier A =* 00. 

Si A = 0 resulta la ecuación sen z = 0, la cual posee un conjunto 
infinito de raíces: z = kn (k=0, +1, +2, ...). 

Observamos que para cualquier número complejo A 0 el 
conjunto de raíces de la ecuación considerada coincide con el conjunto 

É 


de A-puntos de la función entera g (z) = + 


z r 2, z 
Gr + ++ - Bien se vo que ésta es una función entera de orden 


p = 1; como el orden es un número entero, no está descartado que 
para cierto A = Aa + 0 el conjunto de A-puntos de la función g (2) y, 
por consiguiente, el conjunto de raíces de la ecuación sen z — Az = 0 
sea finito. 

Para aclarar esta cuestión hasta el fin, introduzcamos la función 
entera 


ah). WE Eye 
(2) È E 
cuyo orden es igual a + (lo cual se comprueba fácilmente, expresando 


sen VE mediante la función exponencial, o bien aplicando la fórmula 


*) D. A. Raikov me indicó otra demostración sencilla de que una relación 
de la forma (1.5:8) 


P (2) exp P (2)—4 (£) exp Q () = C ++ 0 

es imposible cuando al menos uno de los polinomios P (z) y Q (2) no es idénti- 
camente constante. Suponiendo cierta esta idontidad, derivando hallamos: 

Ip’ (2) +p (2) P' (2) exp P (2)—[a' (2) +9 (2) O (2)) exp Q (2) = 0. 10) 
Si se supone que 

cti HS GrO+r-r(=0, 

de aquí salo que q (2) = const {p (2) = const), pues en casu contrario el poli- 
nomio Q (3) =— 5 = tendría polos en todos los ceros de q (2), lo cual es 
or esta razón, Q (2) = const {P (2) = const). Pero esto contradico 
sis hechas respecto de P (2) y Q (2). 
«o a la relación (*) deducimos que 
POP 
7 (0+al) 
y, por consiguiente, la función racional que figura en el segundo miembro no 


tiene polos ni ceros on el plano finito, es decir, es constante. Por ello Q (z) — 
— P (2) = const, y de la relación (1.5:8) result 


P()—C'96)=Cexp[—P (0), 


de donde P (2) == const, y de nuevo resulta una contradicción con las hipóto- 
sis hechas respecto de P (2) y Q (2). 


exp[0()—P ()]= 
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que expresa el orden p de una función entera mediante los coeficientes 
de la serie de potencias). 
Haciendo z = VE, escribamos la ecuación senz—Az=0 


en la forma 
son VE 


ve 


Está claro que a cada raíz £ + 0 de esta ccuación le van a corres- 
ponder dos raíces distintas de la primera ecuación. Por lo tanto, 
el conjunto de raíces de la primera ecuación será infinito si es infinito 
el conjunto de raíces de la segunda. Pero las raíces de la segunda 
son VE 


de orden 


ecuación son los A-puntos de la función entera 


fraccionario p = $ En virtud del teorema demostrado, el conjunto 
de tales puntos es infinito. 
Definitivamente, obtenemos que la ecuación 
senz—Az=0 


posee un conjunto infinito de raíces para cualquier A (300). 


$ 2. DESARROLLO EN PRODUCTO INFINITO. RELACION ENTRE 
EL CRECIMIENTO DE UNA FUNCION ENTERA Y SUS CEROS 


2.1. Una función trascendente entera f (z) puede no tenor ningún 
cero, o tener solamente una cantidad finita de ellos, o finalmente, 
poscer un conjunto infinito de ceros. En el primer caso la función 
se expresa en la forma 


(= e0, 
en el segundo caso, en la forma 
EZ) res, 
donde g (z) también es una función entera, zi, . . ., Zm Son los ceros, 
distintos entre sí, de la función f (2) y Xi, . . ., km son los órdenes 


respectivos de estos ceros. 
Consideremos una función entera f (z) que posea un conjunto 
infinito de ceros. Sea z = O un cero A-múltiple de la función; si 
f(0) +0 se supondrá que å = 0. Como f (z) tiene solamente una 
cantidad finita de ceros en cada círculo | z | < Z < oo, éstos pueden 
numerarse en el orden no decreciente de sus módulos. Esto se hará 
repitiendo cada cero tantas veces como indique su orden de multi- 
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plicidad. Resulta una sucesión de números 


nE E E EN (2.1:1) 
iba 


dondo |an} < |an] y limf an |= o0 
mo. 


Demostremos el teorema siguiente: 


Teorema de Weierstrass, Cualquiera que sea la 
sucesión, de números complejos (2.1:1), no decrecientes en valor absoluto, 
que converja hacia el infinito, siempre exisle una función entera f (2) 
cuyos ceros coinciden con los números de esta sucesión, 


Demostración. Construyamos la sucesión de funciones 
enteras 


ga (2) =2* In (1 -£) P, (2.1:2) 


donde P, (2) son unos PEN y demostremos que mediante una 
elección adecuada de los polinomios P, (z), la sucesión converge 
uniformemente en todo círculo |z | < 1? de radio finito hacia una 
función f (z) quo satisface a todas las condiciones del teorema. 
Obsérvose que la elección misma de las funciones g, (2) es complota- 
mente natural. Está claro que los ceros de la función gẹ (2) son: 


O, 0.710, O orus Ln 
es docir, son los primeros términos de la sucesión (2.1:1). Además, 
cada uno de los números indicados se toma tantas veces cuantas 
el mismo aparece en la sucesión dada. Por consiguiente, g, (z) posee 
generalmente ceros múltiples de los órdenes dados. Jin lo que se 
refiero a los factores de la forma c%*%, éstos, sin agregar nuevos 


ceros, sirven para garantizar la convergencia uniforme de la suce- 
sión (2.1:2). 

Comenzando a construir los polinomios Ph (2), fijemos arbitraria- 
mente un círculo |z |< R y supongamos que N (R) + 4 denota 
el índice, comenzando desde el cual todos los puntos œ, están situados 
fuera de un círculo de doble radio: 

|a.|>2R para n>N (A). (2.1:3) 
Kepresentemos gn (3) en la forma 


nsemi T (=)= 


Nn 


= gxu (2) exp È 5 [m(1 -4+0 


Nosa 
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Si |2/<1, entonces, en virtud de (2133), | |< para k>N (M). 


Por consiguiente, Ln (1-2) se puede desarrollar en serie de 
potencias 


Como Ln (1—) figura bajo el signo de la función exponencial, 
se puede hacer aquí m = 0, es decir, tomar los valores principales 
de los logaritmos, sin que cambie por esto el resultado. 

El polinomio P, (z) lo elegiremos de tal modo que difiera sólo 
en el signo de la suma de Jos primeros k términos de la serie de poten- 


cias de la función Ln (1 2) es decir, haremos 


Mid Arz (k=4,2,3, ...) 
Entonces tendremos: 
p ] an 
(1) +2 =p 
de donde 
z s CO 4 jsp 
pal alil + 
nn 1 4 
Pidi =$. 


Así, pues, habiondo elegido los polinomios Pa (2) del modo indicado, 


la serie 
3 [m-i] 
NUH 
converge uniformemente en el circulo |z|a R y, por consigniento, 


representa en cl mismo una función analítica @p (z). Por ello, la 
sucesión 


En (2) = gwim (2) exp 1 5 [h (1-5) +2 ©]} 


NH 


también converge uniformemente en el interior del círculo |z | < R 
(aquí se tiene en cuenta que la función exponencial es continua) 
y, por consiguiente, representa en el mismo una función analítica 
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Í (2) = Zym (2) exp Lon (2)]. Como en este razonamiento el radio 72 

del círculo era arbitrario, resulta que la sucesión (g, (2), con la 

elccción indicada de los polinomios {P} ()), es uniformemente 

convergente en el interior de cualquier círenlo con el centro en 

el origen de coordenadas y, por consiguiente, f (2) = lim g, (2) 
moo 


es analítica en todo el plano, es decir, es una función entera. Esta 
en cada círculo | 7 | < R tiene la forma f (2) = 8 yem) (2)-cxp [on (2)1 
y como exp [q (2)] no se anula en este círculo, resulta que f (2) 
tiene los ceros comunes con gyen) (2). 

Pero los ceros del polinomio g yip) (2) son todos aquellos puntos 
de la sucesión (2.1:1) que están situados en el círculo |z |< 21. 
Por consiguiente, en el interior del círculo |z |< R son ceros de 
Í (z) todos los puntos de la sucesión (2.1:1) que están situados en 
el mismo y sólo ellos. 

De lo dicho se deduce que la función construida f (2) satisface 
a todas las condiciones del teorema. El teorema queda demostrado, 

La función obtenida en la demostración del teorema de Weiers- 
trass tieno la forma del límite del producto 


10-021] (- Eon (E+-+ E): 
i k 


Ordinariamente, para escri 


esta última expresión se omite la 


notación del límite, empleando el símbolo del producto infinito []: 


10" (1-2) 00 (5 i Ex) 


2.2. limpleando el teorema de Weierstrass, fácilmente so de- 
muestra la siguiente proposición: 
Teorema. Toda función entera f(z) con los ceros 


A A E Aar 


se puede expresar en la forma 


a seoa [| (1 ++ - 
1 


donde g (z) es una función entera. 
En efecto, formemos según el teorema de Weierstrass la función 
entera 
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cuyos ceros son los de f (z) y sólo ellos. Entonces el cociente i 
representará una función entera sin ceros. Según el teorema 4 del 


ap. 4.5, ésta tendrá quo toner la forma 

10 oa 

Ia 
donde g (z) es una función entera, de donde se deduce la fórmu- 
la (2.2:4). 

La fórmula (2.2:1) se simplifica considerablemente para las 
funciones enteras de orden finito. Para eslo, estudiemos primero 
la relación existente entre los coros y el crecimiento de la función 
entera en el caso de funciones trascendentes enteras cualesquiera. 
Esta relación se deduce de la desigualdad de Jentzsch (ap. 4.1, 
cap. 6). 

Escribámosla en la forma: 


R 
nr) dr M (R) 
r o 


(véase la fórmula (4.1:9), cap. 6). Aquí n (7) denota Ja cantidad 
de ceros de la función f (z) (excluyendo el punto z = 0) situados en 
el círculo cerrado | z | < r. Tomando arbitrariamente 06,0 < 0 < 1, 
obtenemos: 

R 


R R 
$ mas ==> om | E mi n(0R). 
0 R R 


Por lo tanto, di 
1 Y 
n (0R) <= A + 
TT TES 
Escribamos esta desigualdad en la forma 
nm 4 tm AYM 1 R 
PISO ini mim 


lo cual es legítimo para todos los valores de / suficientemente 
grandes. Aumentando X indefinidamente y observando que 

lim Ar 0 

ea mM 


(véase (1.1:4)), obtenemos: 
pr PCI i2; 
nea MMUT pT i 
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Resumiendo, Ja cantidad z (0R) de coros de una función trascen- 
dente entera en un círculo cerrado |z |< OR, donde 0<0<1, 
no supera asintóticamente (es decir, en el límite) a una parte fraccio- 
naria determinada de ln M (2), que depende solamente de 4. 

Supongamos, en particular, que f (2) cs una función de orden 
finito. Entonces existen unos números positivos K y p, tales que 


In M (R) < KR" 


para todos los valores suficientemente grandes de R; por esta razón, 
de la desigualdad (2.2:2) sacamos la conclusión que 


7 aR) 1 
m0 1_ 
Rao KI E 
in 1] 
o bien, sustituyendo 0/2 por R: 
mt, E 


Aquí 0 es un número arbitrario del intervalo (0, 1); sirvámonos 
de esto para hacer que el segundo miembro de la desigualdad tome 
1 


el valor mínimo. Este se alcanza para 6 = e 


W y es igual a Kep, 
por lo cual 


m2 < Ken. (2.2:2') 


Si el orden de la función es igual a p, entonces se puedo hacer 
aquí p- p-e y K=4 para cualquier € >0; resulta: 


Tim 10 E 
IO pore e (o | e) 
Suponiendo que p > 0 y que la función f (3) es además de tipo o, 
hagamos en la relación (2,2:2) u = p y K = o + e; entonces ten- 
dremos: 
mid (0-2)ep, o sea mo ep. 


Supongamos que la función f (z) tiene un conjunto infinito de 
ceros (sólo este caso Liene interés; en caso contrario las desigualdades 
obtenidas son triviales). Hagamos | a, | = R, entonces tendremos: 
n< n (R) y, por consiguiente, las desigualdades en cuestión sólo 
se hacen más estrictas si se sustituyen en ellas n (R) poc n y R por 
| a, |. En resumen, para una función de orden finito se verifican 
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las siguientes desigualdades: 


Tim —< Ken 


nan |an” 
y luego E 
Tm preto Sd (p>0), Tim T pee 
(p>0, 920), (2.2:2”) 


donde e es un número positivo cualquiera. 
De la primera do las desigualdades (2.2:2”) so deduce que 
1 elp+2e) 
fa PS 
o bien 
1 
pte 
note 
para todos los valores de z suficientemente grandes. 
Por lo tanto, la serie 


1 p+2e 
pr < le (p+ 2e e 
7 


(2.2:3) 


es convergente si à >p + 2e o sea, (como e es arbitrariamente 
pequeño), es convergente si 2 >p. 

Sea, en goneral, (£,) una sucesión arbitraria de númoros complejos. 
distintos de cero, no decreciente en valor absoluto, que converja 
hacia el infinito. Examinemos la serie 

ES 
1 
Az. (2.2:4) 
T lial 
donde A es un número no negativo. 


Si esta seric es convergente para cierto 2, > 0, entonces, evidente- 
mente, será convergente también para todos los valores mayores 


de à (puesto que los números TET 50n menores que la unidad, 
E] 


comenzando desde uno de ellos en adelante) . Consideremos el extre- 


mo inferior de aquellos valores de % para los cuales la serie es convor= 
gonte. Este extremo inferior es un número no negativo y se llama 
exponente de convergencia de la sucesión 
{ča} dosignándose con t: 


infA (3 


1 
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Si la serie (2.2:4) es divergente para cualquier 2 > 0, entonces 
se supone que r = 00 y se dice que el exponente de convergencia 
de la sucesión {čna} es infinito. 

Fácilmente se comprueba que para la sucesión (e”) a exponente 


de convergencia es igual a cero, para la sucesión (m*) éste Liene 
el valor de t, y para la sucesión (ln (n + 1)} es infinito. 

Demostremos que en todos los casos el exponente de convergencia 
puedo calcularse por la fórmula 


Tm 2 
meo Mii] 


Supongamos que Tm ET as o0; entonces 
n 


naw 


lnn 


Tf 74e Para n>n(), 


1 e 
de donde —L_<n-“FE y, por consiguiente. la serio y 4 

165] EJ 

es convergente para A >œ + e. Como e es arbitrariamente pequeño, 

ésta es convergente para cualquier %27>«, por lo cual 1 <a. 

En particular, si œ es finito, resulta que + también lo es. Suponga- 

mos ahora que qt es finito y demostremos que entonces a también 

e 


A a A 1 4 
lo es y no es superior a t. En efecto, la serie 2 ww tiene que 
DA 


ser convergente para cualquier e > 0. Como sus términos no crecen, 
«de aquí se deduce que 
lim 


nao 


n 
A 
[in tH 

» 

*) En efecto, supongamos que la serio Dip, donde Ya > Yapi >0 
(n=4, 2, ...) os convergente. Entonces, para cualquier e :>0 tiene que 
existir un N (e) tal que para m > N (£) y enalquier p natural se cumplo la 
desigualdad 


Imst Erin + 


Haciendo aquí p=m y observando que Yap ..: F Yan 2 Mimo 
obtenemos que 2mY2n < € para m > N (e); exactamente igual, para p = m + 1 


1 
ballaremos que: Papi +- -H Vamps > On + 1) Yanta) > (mt) Yanti 
de donde (2m H1) Pampi < e para m> N (e). Por consiguiente, 


lim aya =0. 
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Por lo tanto, para todos los valores de n suficientemente grandes 
tendremos: 


1 
HET <THE, 
de donde, para n—> œ, hallamos: 


a 


yz. los 
bno TS 
Como aquí e es arbitrariamente pegucño, se tiene: æ< t. Compa- 
rando con Ja desigualdad hallada anteriormente, resulta: 


r=a= Tm 2t 
O mo EAT 
como se queria demostrar. 

Ya se vio que las magnitudes r y a son finitas simultáneamente y, 
por consiguiente, son infinitas a Ja voz. Por ello, la relación estable- 
cida es válida también para valores infinitos de t y æ. 

Volvamos a examinar los ceros de una función entera. Se domos- 
tró que la serie (2.2:3) es convergente para todos los valores A > p. 
De aquí se deduce que el exponente de convergencia v de la sucesión 
de los ceros de una función entera de orden p es finito y no es superior a p: 


15. (2.2:6) 


Esto resultado pertenece a Hadamard. Designemos con x el mayor 
número entero para el cual la serie (2.2:3) es divergente. Como t 
es el exponento de convergencia de la sucesión (a), resulta que 
x< t y, por consiguiente, x < It] < lp). En virtud de la defini- 
ción del nero %, la serie (2.2:3) tiene que ser convergente para 
A=x+14: 


A 
2 lap poh ai 


y ser divergente para į = 


Si 
237 


Definamos los polinomios pa (z), suponiendo que son ¡dénticamente 
nulos cuando «=Ú y son iguales a 


z Ed ad 
E 
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cuando x >41, y demostremos que el producto 
“II E e 
0 1 


representa una función entera cuyos ceros coinciden con los de la 
función f (2). Con este fin, tomemos un círculo arbitrario [<A 


y sea |ar| > 2R para k>N (R). Entonces tendremos El 


Imaal- (1) +mto |=|- 3 Sani 
1 


2 Se lat Pra 
E A A Anar [ay EE En PE Tay T 


Pero la serie y ea es convergente; por esta razón la serio 


p | ìn [1 + v, (2)! | cs absoluta y uniformemente convergente 
N(R) 
en al círculo lz |< R. Esto significa (véase el t. T, ap. 4.3, cap. ter- 
cero) que el producto infinito Ad [4 + va (2)] es absolutamente 


convergente on el círculo indicado y representa en el mismo una 
función analítica fp (2) quo no se Anula, Definitivamente, obtenemos 


» 
que el producto 2 [[ (1) PAD es absolutamente convergente 
1 


en el círculo |z |< R y representa en el mismo una función ana- 
lítica 


vosa] (1 dr Jena, 


que se anula en aquéllos, y sólo en aquellos puntos de este círenlo, 
en los cuales se anula la función f (z) (los ceros de ambas funciones 
poseen los mismos órdenes de multiplicidada, respectivamente). 
Como «q (z) posee las propiedades señaladas en cualquier círculo 
|z | <R, resulta que q (z) es una función entera cuyos ceros coinci- 
den con los de la función f (2). 
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Formando el cociente L y observando que éste representa 


El) 
una función enlera gue carece de ceros, sacamos la conclusión que 
U ea, 
T 


donde g (z) es una función entera, o bien, definitivamente, 


z 


ES Es 
1-02] (1-5 )e” ae 
i 


Esta fórmula es válida para cualquier función entera de orden 
finito p. La ventaja de ella ante la fórmula gencral (2.2:1) se debo 
a que los grados de los polinomios que figuran en el exponente de 
cada factor no crecen indefinidamente junto con k, sino que conservan 
un mismo valor x < [r] < lp). En el caso particular x = 0 festo 
ocurre cuando p < 4, o cuando p >1 pero t< 4, o finalmente, 


P 1 
cuando t = 1 y la serie 211 es convergente), se puede suponer 
1 


que los polinomios py (z) son nulos. Entonces Ja fórmula (2. 
toma una forma muy sencilla: 


1()=em2 Y) (1-5 (2.2:8) 
1 


2,3, En este apartado nos ocuparemos del estudio ulterior de las 
funciones de orden finito. El objetivo fundamental es demostrar 
la siguiente proposición: 


Teorema de Hadamard. Si las fórmulas (2.2:7) 
y (2.2:8) representan una función entera de orden finito p, entonces 
la función g (z) que figura en ellas es un polinomio de grado no 
superior a Ip). 
a 
Demostración. Hagamos p () = 2+... +4, 
ES xak 
si x > 1 y pa (2) = 0 si x = 0, y para R > 1 arbitrario eseribamos 
las fórmulas (2.2:7) y (2.2:8) en la forma siguiente: 
m 5 
a sat Y ma E 
=g rako 1 A a a 
0-3 (1-4) [e 3 Hj 
1 m4 
donde v (R) denota el subíndice mayor de los números «, cuyos 
módulos no son superiores a R, de modo que | «y | < R si k < v (R) 


19% 
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y laxm+ | > R. Para abreviar, designemos con gp (z) la expresión 
comprendida entre corchetes, Entonces, para |z | = 2R tendremos: 
ve 


MERIO l> CRY 11 (5-1) len(91>18n (231. 
3 


de donde 


max |gn(2)|<M (2R). 
f2|=2R 


Como gn(z) es una función analítica (entera), en el círculo 
(21 <R, dobido al principio del módulo máximo, tendremos: 
lën (2) |< MER). (2.3:1) 
La función gn (3) puede representarse en el círculo [2] < R en 
la forma 


entr, 
donde 
viR) o 
mt=e0- gmot Y [h (1 -Ż) + pr ©] 
1 vR 


es una función analítica en este círculo. 


© 
Obsérvese que la serie Jy [to ( — å) + Pr (a] os uni- 
vR) 
formomente convergente en el círculo |z |< R, puesto que para 
valores suficientemente grandes de n >> N (R) los módulos de sus 
términos no superan a los términos de la serie convergente 


e pt 
yig TER (véase la pág. 289). 


De la desigualdad (2.3:1) se deduce que 
Ro [hr (2) <1n M (2R) para |z| < R, 
y. por consiguiente, en virtud del lema 1, ap. 1.5, los coeficientes 
de 'laylor de la función hp (z) satisfacen a las desigualdades 
nie? (0) ln M (2R)— 
pon] e a noma! r 


donde 
ao = Re co = Re [hr (0)1- 


Pero pueden obtenerse los números c, sumando los coeficientes 
de z” en Jos desarrollos de Taylor de los sumandos separados que 
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forman hp (z) (véase el t. I, ap. 7.1, cap. tercero). Tomando n > p > 
> 1 > x y observando que p, (2) son polinomios de grado x, obte- 
nemos: 
= emo. = Le 
n D a 
TOS t 


Por consiguiente, para n>p se tiene: 


> co 
1. 2jin M 2R)—aol 1 
2 Tay pr“ Te > EXXON 


EDO 
a 
hk=v(R)4+1 WRH 


lalt 


Cuando R ticnde aquí a œ (para n fijado), hallaremos que el 
segundo miembro de la desigualdad tiende a cero. En efecto, para 
p+e<n y para valores suficientemente grandes de R se tiene: 


Ju 2n) <eeno+s, 
es decir, 1n M (2R) < (2R)%* y, por consiguiente, 


2 [Ln M (2R)— al 
lim Ainea q, 
Roco Re 

pE es convergente (puesto que n es mayor 


Además, la sorie J) 


k 

que ol exponente de convergencia 1) y, por consiguiente, 

lim 5 L. =0, Definitivamente, obtenemos que aa Osi 

Parma Ae y 

n >p, de donde se deduce que g (z) es un polinomio de grado no 

superior a [p]. El teorema de Hadamard queda demostrado. 
Como aplicación de este teorema, deduzcamos de nuevo el desa- 

rrollo de sen z en un producto infinito. Ya sabemos que todos los 

ceros de sen z son simples. Ordenándolos por módulos no decrecientes, 

tendremos: 


0, =m, m, — 2n, 2%, ..., kn, km... 
Evidentemente, el exponente de convergencia de la sucesión 
de estos ceros es t = 1, y la serie Ll + luca, A ++ a+ suo 
es divergente, mientras que la serie + +... ++ 


1 á A i 
tym te es convergente. Por esta razón, x es igual aquí 
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a 1 y el desarrollo de sen z en un producto infinito es de la forma 


> 


00 (1 iz). 


Como el orden de sen z es igual a 4, según el teorema de 
Hadamard g(z) es un polinomio de grado no superior al primero: 
g (8) = A> A. 

Para determinar los coeficientes Ay y A, lo más fácil es observar 
qne esto = 292 
2 
aJI (= FERE ) 
1 
== e^o, de donde e24? == 1 y, por co wiente, A, = 0, Pasando 
ahora al límite para z —> 0, obtenemos: 1 (o sca, Ay =0, 0, 


en general, Ay = 2mai, donde m os un número entero). En resumen, 
a= y 


es una función par. Por ello, e40+412 == 


so 
senz=2 || (1-37)- 
1 


Este es el resultado pedido. 
2.4. Antes se estableció que, para toda función entera f (2) 
de orden finito p, el exponente de convergencia t de la sucesión 
de sus ceros no es superior a p y que si x es el mayor número entero 
5 4 
lanl” 


para el cnal Ja serie Y] es divergente, entonces f (z) puede 
1 


expresarse en la forma 


ta-eoz Jj (1-0, 
1 


ca 


donde p(z) es un polinomio de grado no superior a [p] y pr (z) son 
polinomios de grado x; precisamente, 
x 


vart Si >i, y pala) 
k 


p(z) = 


U si x=0. 


Ahora demostraremos una proposición que, hasta cierto punto, 
es inversa respecto de la anterior. 
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Teorema de Borel. Supongamos que la función entera f (2) 
admite el desarrollo 


1()=ew02 Jf (1-5) a, (2.4:4) 
i 


donde el exponente de convergencia de la sucesión de los ceros (an) 
es un número finito t, pa (2) son los polinomios definidos igual que 
antes y, finalmente, p (2) es un polinomio de grado n. En estas condicio- 
nes, f (3) es una función de orden finito p, coincidiendo este orden con 
el mayor de los números T y n: 


p= max (r, n). 


Además, si v< n, o si la serie 


= es convergente. f (2) 
EN 


es una función de tipo finito. 
Demostración. El teorema de Borel permite acolar supe- 
riormente el módulo de la función entera (2.4:1). Para obtener el 


resultado pedido, acotemos primero el módulo de cada término del 


producto. Haciendo Š =$, representemos (1 -ż) ern en la 


forma 


90=4-00xp (HE... 2. 


Para l61<+ se tiene: 


(90015 ]esp [In 1-9 +8+...4 5)|- 


-w[i e 


A (14ta t e jaetaan, 


4 


donde X os un número arbitrario, no superior a 44. Si |¿|>>3 


se tiene: 
120) ]< (14181) exp (E+ -HEP 
y) 1 4 
< (+80 [1er (14 rt- +51) ]< 
<U-+E) exp E A+ 2 TS 
<expt | 24 In (14 1E))1<exp 10, 121% 
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donde A” es un número positivo, no menor que x y Ca=C" > 1. 
De aquí que, para cada £ y cualquier >O, tal que x<2<x%-+1, 
se tiene: 


= 
Ay ep Cclc rl, (2.4:2) 
donde € = 2C, (4). 
$ 
Elijamos 4 de tal modo que la serie J} 
1 


1 
an |> 


sea convergente. 


Si la serie J} 7 T es convergente, entonces x << T< x +1 
ah 
1 


y hacemos À = q; si esta serie es divergente, entoncesx < t< x +41 
y À se puede hacer igual a t +£, donde 0<e<x+1—r. 


Sustituyendo en la desigualdad (2.4:2) £ por Z y obtenemos 
para este valor 2 y para cualesquiera z y k la siguiente desigualdad: 


-iwl lle). 
Obsérvese también que si p(z) = Ag+... -+ Anz", entonces para 
cualquier e> 0 
[zero |< |z| exp (]Aol+ +. +1 An | 121") < expi(] A ]+e) |2" 
para |2|>r(e). 


Por consiguiente, 


o 
. 1 
1601<eo[(4r +0 1311+C Sl] para |2|>"(8). 
; (2.4:3) 
De aquí se deduce que f (z) es una función de orden finito, siendo 
p< max (n, 4). 
Pero À o es igual a r, o puede tomarse arbitrariamente próximo 


a t. Por ello 
p< max (n, 1). 


Por otra parte, para una función de orden finito tiene que ser 
(según el teorema de Hadamard) 
T<p y n<lpl<p; 
por lo tanto, 
p= max (2, 1). 
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Obsérvese, finalmente, que cuando z > t y, por consiguiente, 
p =n, so puede tomar T<A<mn y según la desigualdad (2.4:3) 
tendremos para todos los valores suficientemente grandes de |z |: 
1/6) 1<exp(C, 21), 
de donde se deduce que el tipo de la función f (z) es finito. 
Sin < +, pero la serie J} - l 7 
ar 
1 
hacer en la desigualdad (2.4:3) 2 = qt, y de nuevo tendremos: 
11 (2) |< exp (C2] 21”). 
Por lo tanto, el tipo de f (z) será finito Lambién en el caso on que 
5 4 
laal" 
De los teoremas de Hadamard y Borel se doduce que la existencia 
de un desarrollo de la forma 


es convergente, entonces se puede 


nv y la serie Y) 


es convergente. 


co 
== ¿PA E es Ls 
Fl) = e n( Jar (e + a) 
donde p (3) es un polinomio de grado n y % es el mayor número entero 
S 1 
larl” 


de las funciones enteras de orden finito. 
Está claro quo si una misma función f (z) admite un desarrollo 
más de la misma forma 


para el cual la serie Y) es divergente, es una característica propia 
1 


v 


a) 


to =eva J] (1-5) om (q 
1 


donde v es el mayor número entero para el cual la serie y Tir 
oa 


es divergente, entonces los números fz tienen que coincidir con los 
números correspondientes %j (con un cambio adecuado del orden 
de numeración de los ceros que poseen módulos iguales), v tiene que 
coincidir con x y, finalmente, el polinomio q (z) tiene que diferir 
de p (2) solamente en un sumando de la forma 2mni (m es un número 
entero). 

En algunas investigaciones sobre la teoría de las funciones enteras 
desempeña un papel notable el mayor de los dos números enteros: 
n y x. Este número se denota con la letra p y se llama género 
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de la función entera 


p= max (n, x). 


Como p=max({r, t) y 1>%, resulta que p>p. Pero 1241 
y. por consiguiente, p< max (n, x) —1=p-+1. Por lo tanto, 


p<p<p1 
por lo cual, se cumple una de las dos relaciones: 
p=1p] o bien p=l9]—1. 


El lector demostrará fácilmente que se cumple la última relación 
cuando, y sólo cuando, n < t, T es un número entero y la serie 
o 


EM 
Como ejemplo, señalemos dos funciones: 


Y 1 es convergente. 
1 


mas] (Ue) y ra=] U-ami") : 


Para la primera de ellas n=0, T=x=1 y, por consiguiente, 
p=max(n,T)=1 y p=max(m,x)=1=p. 


Para la segunda n = 0, t = 1, x = 0 y, por lo tanto, p =4 
ya =0 

En resumen, Jas funciones pueden tener un mismo orden (p = 1) 
y distinto género (aquí p =1 y p =0). 

Obsérvese que las funciones de género O se caracterizan completa- 
mente por la existencia de un desarrollo de la forma 


1()=C2 Y (1-H). 


æ 
donde la serie 2 es convergente. 
EN S 


1 

De los teoremas de Hadamard y Borel se deduce una ley importan- 
le respecto de los A-puntos de una función entera. 

Sea f (z) una función de orden finito p, donde p no es un número 
entero. Entonces, para cualquier número complejo 4, la función 
f (z) — A también es do orden p. Por consiguiente, son válidos los 
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desarrollos de la forma 


109] (1-2) 09 (h+..+ 
i 


taa ena T] (157) eo (57 szp 
i 


donde 
Qy 


0, ap ana. 


son los ceros de la función f(z) y 


0, 0, Bi Bar --. 
Gi 
son los ceros de Ja función f(z) — A. 

Scan n y m los grados de los polinomios g (z) y y (2) y supongamos 
que T y ta son los exponentes de convergencia de las sucesiones 
{anr} y {Pa Como los órdenes de las funciones f (z) y f (2) — A 
son iguales, según el teorema de Borel tiene que ser: 


p = max (n, 1) = max (m, ta). 


Pero en el caso considerado p no es un número entero, por lo cual 
pn y pm y. por consiguiente, 


P=T=TaA 


En resumen, para una función entera f (z) de orden fraccionario, 
los exponentes de convergencia de las sucesiones de A-puntos de esta 
función no dependen de A y coinciden con el orden p de la función, 

Esta proposición representa un complemento esencial del teorema 
pequeño de Picard (véase el ap. 1.5 del presente capítulo). En efecto, 
de este último solamente se deduce que la ecuación 


/(3-4=0 


posee un conjunto infinito de raíces para cualquier A; en otras pala- 
bras, los exponentes de convergencia para la sucesión de las raíces son 
positivos para cualquier A. Ahora se puede afirmar que estos exponen- 
tes tienen un mismo valor y son iguales a p. 


Consideremos como ejemplo los A-puntos de la función + 
z 


cuyo orden es igual a 4$ . Por lo demostrado, se puede afirmar que 
para cualquier A el exponente de convergencia de la sueesión de sus 


300 CAP. VHI. FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORFAS 


A-puntos también es igual a +. Supongamos, en particular, que 
son Yz 

z 
= 0, es decir, los términos de la sucesión n*, (20%, (By, ... 
Evidentemente, el exponente de convergencia es z7 

Para las funciones de orden entero puede existir un valor excep- 
cional 4 = Ao para el cual el exponente de convergencia do la suce- 
sión de los A-puntos es menor que p. Tal valor excepcional (denomi- 
nado boreliano)os, por ejemplo, el valor Ay que toma la fun- 
ción solamente en un conjunto finito de puntos (valor excep- 
cional de Picard), puesto que para los A¿-puntos 
correspondientes se debe considerar que ta, =Q. Puede servir 
de ejemplo la función e*, la cual no toma el valor 0, o la función 
p (2) ePG) (donde p (2) y P (z) son polinomios), la cual toma el valor O 
en un conjunto finito de puntos, que es igual al grado del polinomio 
p (2). Pero el valor excepcional boreliano puede no ser de Picard, 
es decir, puede tomar la función tal valor en un conjunto infinito 
de puntos. Puede servir de ejemplo la función de segundo orden 
e7? son z, cuyos ceros coinciden con los de sen z y, por consiguiente, 
poseen un exponente de convergencia que es igual a la unidad. Aquí 0 
es un valor excepcional boreliano, sin ser un valor excopcional de 
Picard. Se puede demostrar que no pueden existir dos valores excep- 
cionales borclianos, de modo que para las funciones de orden entero 
también se cumple siempre la igualdad t4 = p, a excepción, posible- 
mente, de un valor A = Ay, para el cual se cumple la desigualdad 
Ta <p. 


A =0. Entonces los A-puntos serán las raíces de la ecuación 


$ 3. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES MEROMORFAS 
EN FRACCIONES SIMPLES 


3.1. Las funciones meromorÍas se definieron anteriormente como 
aquellas que se expresan en forma de un cociente de dos funciones 
enteras: 


0-7 ag. (3.1:4) 


Do aquí se deduce que en los puntos finitos del plano una función 
meromorfa no puede tener otras singularidades más que polos. 
En electo, f (z) puede tener singularidades solamente en aquellos 
puntos en los que h (z) se anula. Si en tal punto g (z) no se anula, 
obtenemos un polo de f (2). Si g (z) Lambién se anula, entonces se 
deben comparar los órdenes de multiplicidad de este punto como 
cero de las funciones A (z) y g (z). Supongamos que z = É es un cero 
de orden y de h (z) y es un cero de orden ô de g (z). Entonces, para 
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f (2) tendremos: 

10) 10) 
w Gi. Es 
a) 


De 
Air. 


donde g(% (2) 40 y hiv (t) + 0, de lo que se ve que z 
punto regular para f (z) si ô >y y es un polo de orden y — ô si ô < y. 

Como los ceros del denominador A (z) no pueden tener un punto 
de acumulación en ningún punto finito del plano, los polos de la 
función f (2), comprendidos entre los ceros del denominador h (2), 
no pueden tener tampoco ningún punto de acumulación en un punto 
finito del plano. 

Consideremos una función uniforme arbitraria F (2) que no tenga 
otros puntos singulares en los puntos finitos dol plano más que polos. 
Si no tiene polos, entonces F (z) es una función entera y, por consi- 
guiente, pertenece a la clase de las funciones meromorfas. Si existe 
al menos un polo, pero el número de polos es finito: ¿,. S 
y sus órdenes son: Yy, .... Yny entonces formamos el polinomio 
P (a) = (a — E)... (E — En)", ol cual tiene un cero de orden y 
«en el polo £, del mismo orden. Está claro que el producto £ (z) P al 
es una función entera G (2). de donde F (2) =76. y de nuevo nos 
convencemos quo F (z) es una función meromorfa. 

Supongamos, finalmente, que F (z) posee un conjunto infinito 
de polos. Obsérvese que en cada círculo cerrado K: |2 ¿NR << œ 
sólo puede haber una cantidad finita de ellos. Jin efecto, en caso 
contrario oxistiría en X un punto de acumulación de polos, ol cual, 
siendo un punto singular no aislado de la función F (z), no puede 
ser polo. Pero la existencia de tal punto singular contradice a la 
definición de la función F (z). Como en cada círculo de radio finito 
existe solamente una cantidad finita de polos de la función F (2), 
éstos puedon ordenarse por módulos no decrecientes. Sea bi bz.. 
ey Én, + + + la sucesión de todos los polos de F (z), distintos entre 
SÍ, Y SEAN Ya, Pas + >> Yrs . sus órdenes. Está claro que lim £, = 
= oo; por consiguiente, según el teorema de Weierstrass do las funcio- 
nes enberas, se puede construir una función entera H (2) cuyos ceros 
sean solamente Jos puntos £; y cada uno de éstos sea de orden yy. 
respectivamente. Entonces el producto F (2) H (z) será una función 
entera G (2) que no se anula en ninguno de los puntos Z,. Resulta 
que en este caso F (z) representa también el cociente de dos funciones 
enteras: 


j El) 
PO 5* 


es decir, es una función meromorfa. 
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Las proposiciones establecidas permiten sustituir la definición 
admitida de función meromorfa por otra que es equivalente: 

Una función uniforme f (z) se llama meromorfa, si no tiene otros 
puntos singulares en los puntos finitos del plano más que, posiblemente, 
polos, 

Si el conjunto de polos de una función meromorfa es infinilo, 
enton como ya se vio, éste no puede tener un punto de'acumula- 
ción finito y, por consiguiente, tiene un punto único de acumulación 
en el infinito. Así, pues, en este caso, el punto del infinito es un 
punto singular no aislado de la función f (z); precisamente es un punto: 
de acumulación de polos. 

Supongamos ahora que f (2) posee solamente una cantidad finita 
de polos. Entonces el punto del infinito puede ser un punto regular: 
de f (z) o un punto singular aislado de carácter uniforme, es decir, 
un polo o un punto singular esencial. 

Demosremos que cuando z = co es un punto regular o un polo 
de In función meromorfa f (z), esta función es racional. 

En efecto, sean Ly, ..., En los polos de la función f (z) (tiene 
que haber solamente una cantidad finita de ellos, puesto que si 
hubiese un conjunto infinito de éstos, el punto co sería un punto 
de acumulación de polos y, por consiguiente, no podría ser ni punto 
regular ni polo) y sean g, (2)... .. gn (2) sus partes principales co- 
rrespondientes de Jos desarrollos de Laurent de la función f (2): 

A 


A 


7 4 


donde A-0, de modo que y, es el orden del polo £,. 
Designemos además con gu (z) el polinomio que representa la 
parte principal del desarrollo de Laurent de la función f (a) en el 


entorno del punto del infinito (suponiendo que go (2) = 0 cuando 
oo es un purto regular de la función f (z)), y sea 


q()=1 0-20. 
En un entorno del punto z; (j= 1, 2, ..., n) se puede representar q (2) 


en la forma 
=i 
o) th HEj l) Hg) -e H gala) 


y como el desarrollo de Laurent de la diferencia f (2) — g; (2) según 
las potencias de 2 — Ey no contiene términos con potencias negativas 
de z — E; y cada una de las funciones comprendidas entre corchetes 
es regular en z = 2;, la función q (2) también es regular en el punto 
z= z (j = 1,2, .... n). De aquí se deduce que q (z) es una función 
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analítica en lodos los punlos del plano, es decir, es una función 
entera. Pero en un entorno del punto del infinito q (z) so puede 
representar en la forma: 


(3 =f (3) —g (3) — 1g (+... +8: (0), 


y como el desarrollo de Laurent de la diferencia f (2) — go (2) según 
las potencias de z no contiene potencias positivas dez y cada una 
de las funciones comprendidas entre corchetes es regular en el punto 
z = œ, la función p(z) os regular en el punto z = oœ. 

Pero una función entera que tiene un punto regular en el punto 
del infinito, es idénticamente constante. 

Así, pues. 


112) = X g; (z) = const —e, 
de donde 
I= 


¿Foto 864:2 


es decir, f (z) es la suma de una cantidad finita de funciones raciona- 
les y, por consiguiente, ella misma es una función racional, 

Es obvio que también es válida la proposición inversa a la demos- 
trada, puesto que una función racional o es regular en el punto del 
infinito, o tiene en el mismo un polo. 

Por lo tanto, hemos descubierto una propiedad característica 
de la función racional: una función meromorfa es racional cuando, 
y sólo cuando, el punto del infinito es para la misma o un punto regular 
o un polo. 

La fórmula (3.£:2) obtenida proporciona la expresión de una 
función racional arbitraria / (2) en forma de una suma de funciones 
racionales, tales que cada una de ellas tiene un solo polo en el plano 
ampliado (co para go (z) y z; para g; (z)). Estas funciones son las partes 
principales de los desarrollos de Laurent de f (2) en los entornos de 
sus polos. Cada una de éstas se expresa en forma de una suma 


de potencias (de z o de = , denominadas fracciones 


simples; el desarrollo hallado se llama desarrollo de 
la función racional en fracciones simples, 
Ya veremos a continuación que se pueden obtener desarrollos 
similares según las partes principales para cualquier función mero- 
morfa. 
3.2. En un entorno de un polo ¢ de orden y la función f {z} 
admite un desarrollo 


A EE S E 


G= ii =p 
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EG ++. + representa la 
parte principal de f(z) en el punto £. 

Demostremos que, tanto los polos de una función meromorfa 
como las partes principales referentes a los mismos pueden darse 
a priori, de modo que siempre existen funciones meromorfas que 
poseen unos polos y unas partes principales en los mismos, previa- 
mente asignados. 


Teorema de Mittag-Leffler. Sea {tn} una sucesión 
de números complejos, distintos entre sí, que no decrecen en valor abso- 
luto, convergente hacia el infinito, y sea {Gn (2)) una sucesión de funcio- 
nes racionales, cada una de las cuales es de la forma 


donde la función racional 


Ao 


de modo que el punto E, es un polo de la función Gn (2) de orden Yn 
y ésta no posee más polos. Entonces existe una función meromorfa f (2) 
que tiene polos en los puntos $n, y sólo en estos puntos, y cuyas partes 
principales en los puntos $n coinciden con las funciones dadas Gh (2). 


Demostración. La función buscada f (z) la obtendremos 
en forma de la suma de una serie 


10 = Ñe (3.2:1) 


donde P, (2) son ciertos polinomios. Jividentemente, cualquiera 
que sea el polinomio P, (z), la suma Ga (2) + Pa (z) es una función 
racional con un polo en el punto E, y cuya parte principal coincide 
n Gr (2). En los puntos finitos del plano esta función no tiene otros 
polos. 


Demostremos quo se pueden elegir los polinomios P, (z) de tal 
modo, que en cualquier círculo |z | < R sea uniformemente conver- 


gente la serie > iG, (2) + Pa (2), que resulta de la serie (3.2:1) 
N+ 


al excluir unos cuantos términos primeros. Supongamos que H Er 
T 


es nua serie convergente de términos positivos. Si [, = 0, entonces 
suponemos que el polinomio correspondiente P, (5) es igual a cero. 
Supongamos ahora que ġa = 0 (k > 1). Como Gh (2) es una función 
analítica en el círculo [2 |< | €, |, su desarrollo de Taylor 


Al) =AP RA 


ER 
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es convergente en el interior del círculo indicado y es uniformemen- 
te convergente en el círculo |z |< 41 £a |. Elijamos n = ny de 
ta] modo que en el último círculo se cumpla la desigualdad 


(Gr (a) AP +... + AR| < Er 


y hagamos: 
Pale) = — AÑ... Aah, 
Entonces á 
(Cald +Pa()|<ew si 215 ll. (3.2:2) 


Sea [z| <R un circulo arbitrario con el centro en el origen 
de coordenadas y sea N (R) + 1 el índice, comenzando desde el 
cual todos los puntos £, están situados fuera de un círculo de radio 
doblemente mayor: 


la| >2R para k>N (R). (3.2:3) 
Consideremos la serio 
2 Ga) +P (a); (3.2:4) 
NRH 


todos los polos ¿ja de sus términos satisfacen a Ja condición (3.2:3), 
por lo cual El E, | es superior a R y, por consiguiente, el círculo 


12 |< R está contenido en cada uno de los círculos | z | < 4 ad 
Por esto, en virtud de (3.2:2), se puede afirmar que 


Galo) +Pr(2)|<ew si [3< R y k>N(R). 


De aquí se deduce que la serie (3. 4) es absoluta y uniformemente 
convergente en el círculo |z |< R y, por consiguiente, representa 
en este círculo una función analítica py (z). Por lo tanto, para la 
elección hecha de los polinomios P, (z), la suma de la serie (3.2:1) 
también será analítica en el círculo | 2 | < R. Esta puede escribirse 
en la forma 


NU 


R} 
1(6)= 2 [Gx (2) + Pa (2)} + Pr (2), 


de donde se deduce que los polos de la función f (z) en el círculo 
[z |< R coinciden con los términos de la sucesión {ta} que están 
situados en el círculo; además, Jas partes principales de la función 
f (2) en los puntos £, coinciden con Gh (2). 

Como esta conclusión es válida para cualquier círculo |z |< R, 
de aquí se deduce que la suma de la serie (3.2:1) es una función 


201234 
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meromoría que satisface a todas las condiciones propuestas en el 
teorema. El teorema de Mittag — Leffler queda demostrado. 
De éste, como consecuencia, se deduce la siguiente proposición: 


Teorema. Una función meromorfa arbitraria f (z) que posee 
la sucesión de polos (í,) y la sucesión de las partes principales co- 
rrespondientes {Gnr (z)), se puede expresar en forma de una serie 


10=0+ 2 [Gx (2) 1 Pato). (8.2:5) 

donde g (z) es una función entera y Pp (2) son ciertos polinomios, 
Para demostrarlo, construyamos, según el teorema de Mittag — 
Lofíler, una función meromorfa q (z) que tenga los mismos polos 
y las mismas partes principales quo la función f (2); obtendremos 


Es 
P (= Ji C (+ Pa (a) 
Es obvio que la diferencia f(z)—ọ (2) representa una función 
g(z) que es analítica en todos los puntos finitos del plano, es decir. 
una función entera. De aquí que 


1608 (94005 e BG P (0) 


Obsérvese que, como se deduce de la demostración del tgorema de 


Mittag—Loífler, en cada círculo |z |< R la serie 2 [Ga (2) + 
NH 


+ P, (2)1 es uniformemente convergente. (Para hablar de la con- 
vergencia y, on particular, de la convergencia uniforme de la serie 
(3.2:5), se deben separar de ella una cantidad finita de los términos 
primeros que tengan polos en el círculo considerado). 

Como una ilustración sencilla del teorema de Mittag — Leffler, 
resolvamos mediante el mismo el probloma siguiente: 

Sea {ča} una sucesión de números complejos distintos, no decre- 
ciontes en valor absoluto, que converge hacia el infinito, y sea 
{An} una sucesión arbitraria de números complejos; se pide cons- 
truir una función ontera q (z) que tome los valores A, en los puntos 
hb le=4 2...) 

Para la resolución, construyamos primero, aplicando el teorema 
de Weierstrass, una función entera h (z) que tenga polos simples 
en los puntos £, y sólo en estos puntos: 


Ed A 
++)» 
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y calculemos los valores de su derivada A” (z) en los puntos £,. Obto- 
nemos una sucesión de números (h' (£,)) distintos de cero. Por 
otra parte, basándose en el teorema de Mittag— Leffler, hallamos una 
función meromorfa q (z) que tenga polos simples en los puntos {fn}, 
Ak 


y sólo en ellos, con Jas partes principales correspondientes 
Tendremos: 


a Ar 
10-5 [no]. 


ln 
1 


donde Pr (2) son unos polinomios elegidos adecuadamente. 
Está claro que el producto kh (2) q (z) representa entonces una 
función entora f (z) que satisface a las condiciones del problema: 


e i L him AOA ta) REA 
E= lim ha p= lim [HEEE e et ] RE A 
(k=1,2,...). 


3.3. En algunos casos particulares los desarrollos de las funciones 
meromorfas que se obtienen según el teorema do Mittag — Leffler 
pueden sustituirse por otros más sencillos. Antes, en las aplicaciones 
de la teoría de los residuos (ap. 4.2, cap. 1V), ya vimos unos cuantos 
ejemplos. Consideremos aquí algunas aplicaciones de la fórmula 
de Weierstrass a las funciones enteras. Supongamos, por ejemplo, 
que se necesita construir una función meromorfa f (z) que tenga 
polos simples en los puntos de una sucesión (£,) (€, + 0), con 


las partes principales correspondientes > 


Construyamos según el teorema de Weierstrass una función ente- 
ra q (z) que tenga ceros simples en los puntos Çy: 


o a 


0t)=I] (1) exp P, 
1 
donde P, (z) = g+ E E E En el caso particular en que la 
h 
sucesión {tn} posee un exponente de convergencia finito T y, por 
consecuencia, existo el mayor número entero x para el cual la serie 
3 Tr“ divergente, en lugar de Pa (z) se pueden tomar polino- 
t 


20° 
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mios P, (2) de un mismo grado x; 
PA AE 
=> + 
Entonces, en cada círculo fijado |z|<< R, donde la serie 
» 
Y» [m(1-4)+2() 
EL ( 1) ] 
es absoluta y uniformemente convergente, se tiene: 
N(R) 


Lall = X [i (1) +20] + 
1 


e 
+3 (uba $ Pata]. 
de donde 


NIR) o 
vo At 1 ; 
1-9 3 CH +Pr oj 3, [rta] 


-Sft o] 


Está claro que f (s) = rR cs una función meromorfa con polos 
simples on los puntos € y con las partes principales correspondientes 
1 


=> Los polinomios que garantizan la convergencia de la serie 


tienen aquí una forma al PES 


= 4 
ir EEE E 
y en el caso particular en que eriste el número entero mayor x para 


el cual es divergente la serie Ser alr por consiguiente, es con- 


2 ) , se puede tomar: 


vergente la serie 
1 


P)=E+ 
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La función F (z) más general que resuelve el problema planteado 
se puedo expresar en la forma 


-1 
ge 


0 [+ a Jo 630 
i 7 


donde g (z) os una función entera y Va =% 0 vą = k, según que 
la sucesión (%,) posea un exponente de convergencia finito o no. 

Construyamos también una función meromoría que tenga polos 
de segundo orden en los puntos s con las partes principales co- 


: 1 
rrespondientes ¿753 
la serie obtenida anteriormente (la cual, como se deduce del método 
de su obtención, es uniformemente convergente en cualquier círcu- 


lo |z |< R, si nose tienen en cuenta una cantidad finita de términos 
de la serie que tienen polos en el interior del círculo). Resulta: 


. Con este fin, derivemos término a término 


ds j 5 1,2 adja? 
ro=r 0+) [ap] 
E 3 


Está claro que la función ® (z) = — F" (3) satisface a las con- 
diciones del problema. Designando la función entera g'(z) mediante 
h (2), tondremos: 


12 


o 
Examinemos, en particular, el caso en que la serie J} - Th 
1 


om0-1(0+ 3 th- 
t 


convorgente. Entonces se puede hacer v, = 2 (independientemente 
de que la serie Y e sea divergente o convergente), y tendremos. 
1 


0()=h(2) ++ Y lr E , (8.3:2) 
A t 


Naturalmente, para la obtención de las fórmulas indicadas no 
había necesidad de aplicar la fórmula de Weierstrass. Se podría 
haber buscado inmediatamente la función en Ja forma 


o» (+90) 
2 
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(en el primer problema) o en la forma 


ten el segundo problema) eligiendo después los polinomios Pp (2) 
de modo que quede garantizada la convergencia de las series. 

3.4. Consideremos un recinto G del plano ampliado, (para pre- 
cisar, que no contenga en su interior al punto z = 00), y en el mismo, 
una sucesión de puntos distintos {ba} cuyos puntos de acumulación 
todos pertenezcan a la frontera del recinto G. Supongamos, además, 
que se ha dado una sucesión de funciones racionales {8n (2)), cada 
una de las cuales tiene en el plano ampliado un polo único en el 
punto Én de orden y»: 


at Am 


bhrls 
(tn) 


Demostremos que existe una función f (2), uniforme y analítica 
en el recinto G, a excepción de los puntos {bn}, tal que en cada uno de 
los puntos En tiene un polo de orden y, con la parte principal gn (2) 
lista proposición, perteneciente también a Mittag — Leffler, repre- 
senta, evidentemento, una generalización del teorema del ap. 3.2, 
que corresponde al caso en que el recinto G es todo el plano finito, 
de modo que la frontera de G se reduce a un punto: al del infinito. 

Sea pn la distancia desde ĉn hasta la frontera P del recinto G. 
Si G no coincide con el plano finito (lo cual se va a suponer), enton- 
ces O < Pa < +00. Sin restringir generalidad se puede exigir que 
se cumpla la condición lim p, = 0. Para ello es suficiente cambiar 
adecuadamente la numeración de los puntos (f,). Primero hay 
que numorar de nuevo aquellos que distan de T no menos que 1, 
después todos los restantes para los cuales esta distancia no es me- 
nor que 1/2, luego aquellos para los cuales la distancia hasta T 
no es menor que 1/3, etc. 

Designemos con a, el punto de IT más próximo a £, (si hay unos 
cuantos, se toma uno de ellos). Entonces | En — ân | = Ph y en 
el recinto | £ — an | => pn la función gn (2), la cual se anula en el 
pas 2 = œ, se puedo desarrollar en una serie de Laurent de la 
orma: 


cp Sl 
tt (8.4:1) 
Fijemos una sucesión de números positivos (f2,) 1.1 que la serie 
S 


Y e, sea convergente. Como la serie (3.4:1) es uniformemente con- 
î 
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vorgente para | 2 — da | > 2p, existen unos números m, tales que 
mo om 
na- | <e5n para |z—an|>2p.  (3.4:2) 
a HN 


Formemos la serie 


S (ent) 5 +) ; (3.4:3) 


ün) 
ni i=i ) 


Sea F un subconjunto cerrado acotado arbitrario del recinto G y 
sea p la distancia entre F y T. Entonces, para n > N (p) tendremos 
Pm $ y. por consiguiente, todos los puntos do F pertenecen al 
recinto | z — an | > 2pni an E T. Por ello, para n > N (p) so cum- 
plen las desigualdades (3.4:2) en todos los puntos de F. Por lo tanto 
la serie (3.4:3) es uniformemente convergente en cada F c G y ro- 
presenta en el recinto G una función uniforme y analítica f (z) con 
los polos en los puntos £, y con las partes principales correspondion- 
tes gn (2). El teorema queda demostrado. 

De éste so puede deducir una generalización del teorema de 
Woierstrass respecto de la existencia de una función entera con los 
«eros asignados. Precisamento, se verifica el siguiento teorema: 

Para toda sucesión de puntos (En) perteneciente al recinto G y que 
no tenga puntos de acumulación en el interior de G, y para cada sucesión 
de números naturales {hn}, existe una función h (z) uniforme yzana- 
lítica en el recinto G, cuyos ceros coinciden con los puntos {bn} y.cada 
cero E, es de orden Àn. 

Conservando las notaciones del teorema precedente, construyamos 
una función f (z) que tenga los polos a los puntos £, con las partes 


principales correspondientes ga = 2—. En este caso, el desarrollo 
43.4:1) se reduce a la progresión geométrica 


A 
e Y amani 
En (2) =An 2 a 


Eligiendo los números correspondientes mn, obtenemos: 


HOEDEN -5 7 


a (¿—an)i 


j=i 
ma-1 


5 A apar 


¿=1 
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Si el punto 2€G es distinto de los puntos (£,), entonces, inte- 
grando desde zo hasta z en el recinto G, resulta: 


o= | 1()4= 


= Y) An [In (P5. E) 4 R, (Ra (20) J+ aiv (8), 
ui 
ma-i 


donde Ra ()= $) 


finalmente: 


hej =p o = T (222) esp R, (0— Ra (21) 
5 (8.4:4) 


La función h (z) satisface a todas las condiciones del teorema. En 
efecto, del método de su construcción se deduce que el producto 
infinito es uniformemente convergente en el interior del recinto G, 
y son ceros del mismo solamente los puntos Çn, teniendo cada uno 
de éstos el orden asignado Ay. 

A una función Z (z) que puede expresarse en el recinto G cn 
forma del cociente de dos funciones uniformes y analíticas en este 
recinto, G (z) y IT (z), la llamaremos meromorfa en este 
recinto. Está claro que las funciones que hasta ahora las lamá- 
hamos meromorfas son funciones meromorfas en todo el plano (finito). 

Si F (z) es meromorfa en G, entonces no puede tener aquí otros 
puntos singulares más]que polos. Como estos polos tienen que estar 
contenidos entre los ceros de la función H (2) (z (a) = 2) , éstos 
no tienen ningún punto de acumulación on ol recinto G. De aquí 
se deduce que los polos de la función / forman un conjunto finito 
o numerable de puntos del recinto G. Para convencerse de esto 
último es suficiente numerar primero todos los polos que distan 
de la frontera T no menos que 1, después los restantes que distan de 
T no menos que 1/2, ete. 

Demostremos que cualquier función f (z) que no tenga en ol re- 
cinto G otros puntos singulares más que polos, es meromorfa cn 
este recinto. Obsérvese primero que el conjunto de polos no puede 
toner ningún punto de acumulación en el interior de G, puesto que 
tal punto de acumulación tendría que ser un punto singular no 
aislado de la función f (z), en contra de la suposición de que f (2) 
tiene solamente puntos singulares aislados en el interior del recin- 
to G. Si el conjunto de polos es finito y consta de los puntos Li, . 
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+ En de órdenes %;, ..., An, entonces, formando el polinomio 

pl) =(—EJ0..., (E — t) y multiplicándole por f(z), re- 
fulta una función ql) = f (z) p (2) que es analítica en todos los 
puntos del recinto G. Por lo tanto, f (2) = a pal es una función mero- 


morfa en el recinto G. Si el conjunto de polos de la función f (z) 
es infinito, entonces, según lo observado anteriormente, éste es 
un conjunto numerable (£,) que no tiene puntos de acumulación 
en el interior del recinto G. Sean Ya, Ya, . -- Yns - ++ los órdenes 
de los polos. Formemos entonces una función Ah (2), analítica en el 
recinto G, que tenga en cada punto £, un cero de orden y, y que no 
tenga ningún cero distinto de los puntos £,. Entonces el producto 
f (2) h (z) será una función g (z) analítica on el recinto G, y de nuevo 


tendremos que f (z) = = es una función meromorfa en el recin- 


to G. 

De lo demostrado se deduce que la función meromorfa en un 
recinto dado se puede definir también como una función que no tiene 
en este recinto otros puntos singulares más que polos, posiblemente 
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44. La función Gamma T (z) es la más simple e 1m- 
portante entre el conjunto infinito de funciones meromorfas, median- 
te las cuales se extiende el concepto de factorial n! al caso de números 
complejos arbitrarios z. Por ciertas causas históricas esta función, 
introducida en la ciencia por Euler, se dofine de tal modo que eb 


valor n! resulta para z = n -+ 1, o sea, P (n +41) = nl. Por con- 
siguiente, la relación característica para el factorial 
n-(n—=1)!=n! 


se escribe para la función Gamma así: 
nT (1) =P (n+ 1). 
Además, para I (1) debe ser: 
T (1) =0!= 


Construyamos esta función, exigiendo ante todo que satisfaga a la 
relación 


a (=D (+1) 


para lodos los valores complejos de z. Así, pues, en la definición. 
de la función Gamma partiremos de la ecuación funcional 


l()=16+0, 10)=1- (OEN 


314 CAP, VII. FUNCIONES ENTERAS 1YMEROMORFAS 


No obstante, esta condición todavía no es suficiente para definir 
completamente la función. En efecto, si fa(z) es alguna función 
meromorfa para la cual 


2f0(2)=10(2+1), fo(1)=1. 


16) 
K] 
96)=p(14), p(1)=1 
es decir, q (z) es una función meromorfa de período 1 que toma el 

valor 4 para 3=1, 
“Tomando tal función arbitrariamenle, representamos cualquiera 
de las funciones f(z) que satisfacen (4.1:1) en la forma: 


1()=0 (0) fo (2). 


entonces para la razón q (2) = 


obtenemos: 


Apliquemos la relación (4.1:1) a los valores z, 241, ..., 2+n—1 
{n es un número natural) y multipliquemos las igualdades obtenidas; 
hallaremos: 
a(z+1) ... (+n—1)/ (À) =f (+n). (4.4:2) 
Do aquí, para z=1 obtenemos: 
fin+4)=n!, (4.1:3) 


es decir, en los puntos z = 2, 3, ...,n +4, ... los valores de 
Í (z) coinciden con los valores de los factorialos: 41, 21, . n! 
{esto os cierto también para z = 1, puesto que f (1) 
Si en la relación (4.1:2) z tiende a — (n — 1) = —m (m = 
=0, 1, 2, ...), resulta: 


i: — 1 
un 64m 1 or = E (4.1:4) 


Por lo tanto, f (z) tiene que tenor polos simples en todos los 
puntos z = —m (m = 0, 1, 2, . . .) con los residuos iguales a ee 
Sometamos f (z) a la condición complementaria 
$ (2) no tiene polos distintos de z= —m 


(m=0, 1, 2, ...), y no tiene ceros. (4.1:5) 
Si alguna función f, (2) satisface a las dos condiciones (4.4:1) 
y (4.1:5), entonces la función ELE22 4, (2), por ejemplo, satisface 


t 
a (4.1:1), pero no satisface a (445, puesto que ésta tiene un con- 
junto infinito de ceros y polos imaginarios. Sin embargo, junto 
con fo (z) satisface a las mismas condiciones (4.1:1) y (4.1:5) Loda 
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función de la forma q (2) fo (2), donde q (z) es una función entera 
de período 1, que toma el valor 1 en el punto z = 1 y careco de ceros. 

Así, pues, a pesar de haber introducido la condición (4.1:5), 
todavía queda cierta arbitrariedad en la construcción de la función 
Gamma. No obstante, aplicando esta condición se puede afirmar 
que la función 


P=4 (4.4:6) 


es entera y tiene ceros simples en los puntos z= —m (m =0, 4, 2.. .), 
no teniendo otros ceros más que los indicados. 
Por ello, ésta puede expresarse en la forma siguiente: 


> 2 
F (=e J] (14H), (4.1:7) 
1 
pes 
donde g (z) es una función entera (al elegir los; factores e ™ que 
garantizan la convergencia del producto se ha tenido en cuenta 
% 


P 1 ae m 
que la serie Dass convergente). Por consiguiente, toda función 


1 
meromorfa f (2) que satisface a las condiciones (4.1:1) y (4.1:5) 
tiene que tener la forma: 


1 
g (aA 


Evidentemente, ésta satisface a la condición (4.1:5), independien- 
temente de como se elija la (unción mea de . Para estudiar 
la condición (4.1:1), expresemos la fórmula (4.1:8) en la forma: 


nlexp [=e 09 + 5 i] 


r ? 
"7 yo == M— A CRESI 


: I (uz 
Haciendo para abreviar 


ntexp [se +) 4] 


EFD 


Ha) =e z- (44:8) 


105 lim ao 


Fy hA. 
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obtenemos: 
HD tim 
TEFD aso mn CFI 
n 
à 1 
=lim (44) op [— (0) +0 a+ Ai] 
nso i 


11425) op [ 04 0+0-(34—100)] . 
i 


=exp{—8 (0) +g (2+1)—0) 
Aquí C denota la constante conocida de Euler 


A 
> 1 ” 
C=lim (2 7— lun) =0,5772 ... 


En resumen, si se exige que la función entera g(z) cumpla 
la condición 


g(2+1)—g (2) =C+2kxi (k es un número entero), 


quedará satisfecha la ecuación funcional (4.1:1). 
Además, de la condición f(1)=1 se deduce que 


e [e +) Ż—na] 
1= lim fa (1)= limn—— =exp (—g (1) +0). 
penes moco 144 


n 
de donde 
g(1)=C+4 2ni (l es un número entero). 


Entre las funciones enteras que satisfacen a las condiciones 
halladas, la más simple es la función lineal entera 


go (2) =Cz. 

Efectuando precisamente esta sencillísima elección de la fun- 

ción g(2), quedará definida completamente la función Gamma. 

Designando esta última medianto T (2), según la fórmula (4.1:8) 
tendremos: 

1 


(+=) E 


D()=e% (4.4:9) 


ajs 
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Para la función entera resulta: 


1 
To 
m0 1] (142) EA (4.1:10) 
rol m is 


Como aquí el exponente de convergencia t de la sucesión de ceros 
es igual a 1 y el grado del polinomio Cz también es igual a 1, tendre- 
mos que, según el teorema del ap. 2.4, el orden de esta función es 
igual a 4. 

Los relieves de las funciones T (2) y pty, representados en las 


figuras 37 y 38 *), dan una idea visible del comportamiento de 
estas funciones, 

De la fórmula (4.1:10) se deduce una relación importante que 
liga T (2) y sen nz: 


i pe a 
oL r iiai I (+ 


= 22 
=-2- [e (-3]--2%E. (tm 
i 
o bien 
4 =M 
TGETI=j m 
Pero, según la fórmula (4,1:1), —2T (—2) =P (1—2), por lo cun! 
1 BETES 
Tura) a * 
4 sea, 
r() r4—-)= a (4.1:141) 


¡De aquí, en particular, resulta: 
y 
HIS 
y como en la fórmula (4.4:9) T (4) >0, se tione: 


r(3)-Vz. (4.1:12) 


*) Los dibujos se han adaptado do las « Tablas de funciones» de Jahnke 
y Emde. 
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FIG 37 
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La fórmula (4.1:9) para g(2)=Cz proporciona la siguiente 
expresión para la función Gamma: 


al [Sino] +In1] å 
pi 


s ma 
y como 
. 
Jim (35-109-c)=0 y oxp(zInm)=n*, resulta; 
a mint se 
LM tm * (4.1:18) 


Esta fórmula fue obtenida por primera vez por Euler y por ello 
debe llevar su nombre (en los libros de estudio, ordinariamente, 
figura con el nombre de Gauss). 

4.2. En este apartado se expondrán Jas expresiones integrales 
más importantes de la función Gamma. Demostremos ante todo 
que para Rez>>0 se verifica la fórmula 

e 
ra= f ettidt, (4.21) 
0 
donde la integración se efectúa a lo largo de la parte positiva del 
eje real. Esta fórmula también pertenece a Buler (integral 
culeriana de segunda especio). 
Consideremos la integral 
e 
F= |era, (4.2:2) 
0 
donde £%-2 denota exp [(z—1) In*]. Como 
[et] ment pa, 
esta integral es absolutamente convergente para cada z pertenecien- 
te al recinto D: z = Rez >0. Además, la función | et d1 


está uniformemente acotada en cl interior del recinto D, es decir, 
en cada conjunto acotado y cerrado de puntos de este recinto. De 
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aquí y como e~t- es una función entera de z para cada L.0<t< 
< œ, sacamos la conclusión, según el ap. 1.2, cap. cuarto, L. 1, 
que F (2) es una función analítica en el semiplano D. Antes de de- 
mostrar Ja igualdad (4.2:1), demostremos la relación auxiliar: 


T (2) =lim fî pe dl. (4.2:3) 


Efectuando la sustitución de la variable de integración (nt 
n 


en la integral Jn (2) = f (12)" r dt, obtenemos: 


1 
Fa (=n f (1—1) dr 


o bien, después de n integraciones por parles: 
1 


f pad mas 


Fa (2) > EFD TEF... CFM 


Pero de aquí se deduce que la fórmula (4.2:3) coincide con la 
fórmula (4.1:13) (para Roz>0) y, por consiguiente, es justa. 
Ahora no queda más que demostrar que 


F (2) =liw Fa (2), 2ED 


o bien que 


lim (| (iO ed. 0. 2D (4,2:4) 
} x 


(puesto que 7 (2) — lim f e't dt). 


naroa 


Observando que para |t|< n: 


obtenemos: 


por consiguiente, 
pr Pr erp an 
E E CU ll 


211294 
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Por lo tanto, 


eS Tera 


de donde se doduce (4.2:4). Así pues, la relación (4. 
demostrada. 
Representeros la fórmula (4.2:1) en la forma siguiente: 
1 m 
T(7)= f etea dt f etidi, Rez>0. (4. 
g 
Sustituyendo en la primera de las integrales del segundo miembro 
la función el por su desarrollo en serie de potencias e integrando 
término a término, obtenemos: 
1 


- f » 
y= fetar Ss Ej A re 20 
o 1 0 


Jfcmos establecido esta fórmula para Rez > 0. Pero la serie 
obtenida es absoluta y uniformemente convergente en cada recinto 
acotado, del que se han excluido los puntos 0, —4, —2, ... Por 
lo tanto, ésta representa una función « (z) uniforme y analítica 
en todo el plano finito, a excepción de los puntos 0, —1, —2, ..., 
en los cuales tiene polos simples. Por consiguiente, « (2) es una 
función meromorfa. Está claro que el residuo de q (z) respecto del 


polo —m esigual a PL, es decir, coincido con el residuo de Y (2) 


respecto del mismo polo. Por consiguiente, la diferencia Y (2) — 
— ( (z) es una función entera. Pero de la fórmula (4.2:5) se deduce 
que en el recinto D esta diferencia se expresa por la integral 


iFa AA 
1 fe tn ao” fe tt dt, 
f d 


) queda 


5) 


ds di. Mas esta integral, como fácilmente se observa, es 


1 
absolutamente convergente para cualquier z y representa una fnnción 
entera en todo el plano finito. Así, pues, para cualquier z so tiene: 
æ so 
= paor ¡alan Ye 
ro) ER era (4.2:7) 
D 1 
El paso de la fórmula (4.2:5) a la fórmula (4.2:7) se funda en la 
sustitución do la expresión integral de la función meromorfa q (z), 
que es convergente solamente en el semiplano D, por su desarrollo 
en fracciones simples, el cual es convergente en todo el plano. Evi- 
dentemente, la fórmula (4.2:7) representa el desarrollo en fracciones 
simples de la función T (2). 
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Deduzcamos otra expresión integral más para I (z). Designemos 
con G el recinto cuya frontera es la parte negativa del eje real (in- 
cluyendo el punto z = 0), y consideremos la integral 


a (2) = $ et dt, (4.2:8) 
Ye 

donde el contorno y, consta del segmento del semioje negativo 
=n<it<-—e (e > 0), de la circunferencia |z | = £, recorrida 
en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj, y, 
finalmente, del mismo segmento del eje negativo, recorrido en 
dirección del punto ¿=—e hacia el punto £= —n. Aquí se 
distingue el segmento —n < t< —e, recorrido por primera vez, 
del mismo segmento recorrido por segunda vez, considerándole 
alternativamente como el borde inferior o superior de un corte 
efectuado a lo largo del semicje negativo. Definiendo la función 
t en el recinto G según la fórmula ¿=exp(—2zln $), 
suponemos que en los puntos del borde inferior del corte t-* = 
exp (—2In |t] + inz) y en los puntos del borde superior 
= exp (— z ln |£ | — inz). 
Jn estas condiciones, Ja fórmula (4.2:8) determina una función 
uniforme y analítica en todo el plano finito, es decir, una función 
entera, Es obvio que la sucesión {yn (2)) es uniformemente con- 
vorgente en cada recinto acotado del plano, puesto que para | 2 | < R 
se tiene: 


| Pap (2) — Pa (2) | 


t 


f exple—zIn]e] + ino) de— 


-oiim 


-n 
- f exp (t — ztn |t| — inz) ajs 


Ce] 


a2 f exp (t—2<1n|t| 41/91) dt= 


hd 
np np 
-2 f etr eul dt < eR j Pa, 


de donde se deduce la convergencia uniforme de esta sucesión. 
Por esta razón limy()=0P(2) es una función entera que 


se expresa por la integral impropia 
POs fera, (4.29) 

ye 
an 
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donde p(9 consta de la semirrecla —oo < t < —e, de la circun- 
ferencia |z | = e y otra vez más de la misma semirrecta recorrida 
en sentido contrario. 

Demostremos que tp (z) no depende de s; en ofecto, la diferencia 
de dos integrales (4.2:9), tomadas a lo largo de y(% y y™ (e >n >0). 


se expresa por la integral | e't- de tomada a lo largo del circuito 


cerrado que consta de dos circunferencias |z|=e y |z|=n8 
y del segmento —e < ¿< —n que una estos puntos, doblemente 
recorrido, En virtud del teorema integral de Cauchy, esta integral 
es igual a cero (os suficiente representar la integral en forma de la 
suma de dos integrales, lomadas a lo largo de los semianillos en 
que el circuito considerado se divide por la parle positiva del eje 
real, y aplicar después el teorema a cada semianillo por separado). 
Do aquí que la integral (4.2:9) no depende de e. 

Supongamos ahora que æ < 1 y | £ | = eee, donde e < 1, y que 


e Liendo a cero. Jintoneos, como | ett" | = exp (e cos p+ x ln 1 + 


app) < erett, se Liene: 


f eidz| < 2ne—et Hr Wv | O si e 0. 


1z j=e 
Por consiguiente, p (2) para Rez <1 puede expresarse en la 
forma 


v()= f erdt, 
de 
donde y” es la parte negativa del eje real recorrida dos veces 
en sentidos opuestos. Precisando, 
g a 
f exp U—zln|t|A ami) de— | exp (t—z]u |t|— ani) dt — 


Y (2) = 


E $ z 
-em f e47 dt—emim È etr de= (et — emri) | emt- dt 
ù v 


5 ù 
Como, para" Rez < 1, se tiene: Re (1 — 2) > 0, resulta según 


la fórmula (4.2:1) que la integral f e UU-DA dt es igual a T (1 — 3). 
Por consiguiente, 3 

w (2) = 2i sen zzT (1—2); 

según In fórmula (4.1:11'), esta relación puede escribirse en la 

forma 
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Esta última fórmula se ha demostrado solamente para Ke 2 < 1; 
pero, como ambas funciones y E y $Ë son onteras, esta igualdad 
tiene que subsistir en todo el plano finito. Reemplazando 1 (2) por 
la expresión integral (4.2:9), la cual es válida para todos los valores 
de z, hallamos: 


To E fo érdi. (4.2:10) 


r (z) 
RG] 
Sustituyendo aquí z por 1—z y aplicando la fórmula ({4.1:41'), 
obtenemos: 
r= f etA dt. (4.211) 


yio 


NETA 


Obsérvese que para cualquier a, $ <a < a, el circuito y% 
se puede cambiar por el circuito y" (a) que consta del rayo rectilíneo 


FIG. 39. 


arg L = —a, |t]>e, del arco de la circunferencia |z |= e que 
se define por la condición ļ arg t | < æ, y del rayo rectilíneo arg i = 
=4, | |> e, que es simétrico al primero respecto del eje real. 

Comprobemos esto para la fórmula (4.2:10). La integral 


gri | etde, tomada a lo largo de cada uno de los circuitos ce- 


rrados Tí y P que tienen la forma de rectángulos curvilíneos 
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(Sig. 39), es igual a cero. Por otra parte, las integrales e et> de, 


tomadas a lo largo de cada uno de los dos arcos Cr y Ch de la cir- 
cunferencia | t|=R, que forman parte de Fr y IR. tienden a cero 
cuando R —> œ, puesto que en estos arcos se tiene: 


Jer? 


exp (R cos8—x In R 4- y8) < 
<exp[— R cos (1—a)— rln R+2r|y|)- 


Pasando al límite para R-—>00 en las relaciones 


1 1 
P ertdt=0 y +71 e=d=0, 


TR Th 
obtenemos que la integral pa N e't-7 dt, tomada a lo largo del 
camino formado por el borde inferior del corte — œ <t<— e 
y el arco de la circunferencia | £ | == e determinado por la desigual- 
dad — n < arg t< — a, es igual a la integral de la misma función 
tomada a lo largo del rayo arg t = —a, |t |> e. Resulta una 
circunstancia similar para el camino que consta del borde superior 
del corto — œ < t< e y del arco de la circunferencia |t | = £, 
nan >agt>a y del rayo arg t =q, |t]>e. 
De aquí que 


ae f ed f erat 
0] Do 


1 1 A A0" 
rosa | era (4.2:10) 
va) 
Análogamente 
T= arer Lena. (42:44) 
Da) 


4.3. Estudiemos aquí ol comportamiento asintótico de la fun- 
ción Gamma. Previamente nos hará falta una relación elemental 
existente entre las sumas e integrales, que representa un caso par- 
ticular de la fórmula de sumación de Euler. 

Sea f (t) una función, definida y continua para t > O junto con 
su derivada primera. Entonces, para cualquier número natural k, 
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se tiene: 


x z 
109 | 10010 | roaie) 
ma e 
» 


=1 (4) ¿ENE f O) (+3) dt. 
h=1 


Sea [t] la parte entera de + y sea £— [£l = (2) la parto fracejonaria 
de f; entonces, para k >t>k—4, se tiene: k= +4 y 


t=k+ ES = {t} — u + Evidentemente, {t} — 4s una fun- 


ción poriódica de período 1, la cual es continua para todos los valores 
de £ que no son iguales a números enteros y satisface a la desigualdad 


1 


1 1 
3 (M—3<z3- 
Sustituyendo bajo el signo de la integral (+3) por {t} -4 
(los valores de estas dos funciones son distintos solamento para 
t = k, lo cual no influye en el valor de la integral), obtenemos: 
k k 
R —1 4 e 1 
$ 10 EDS p [y4] 
k-i 


Ga 


Sumando las igualdades obtonidas para k= 1, 2,..., n, resulta: 


21w- | 100-210, ro [a-g] 


o bien 


n 


a a [o 
0 0 


dt. (4.3:1) 


Esta es la igualdad quo necesitábamos. 
Apliquemos ahora la fórmula de Eulor (4.1:13) 
; nin? 
P= p 
donde n*=exp (2 Inn); resulta: 


In ve = lim [X tn 41)—In (141) (21) In | A 
iat 


donde m, son números enteros 
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Suponiendo que el punto z está fijo y que no está situado en el 
semieje negativo (incluyendo también en el mismo el origen de coor- 
denadas), apliquemos la fórmula (4.3:1) a la función In (z + £); 
obtendremos: 


E 
mt 9- [mesa matla + a 


n 


o bien (observando que f Va (z-i) dt = (z +n) In (z+r)— znz =n) 


Y in g4) = (2404-23) In (041) 
» 
4 
trimr 
-(+-3) neser] e o 


Hagamos aquí z=1 y restemos término a término la igualdad 
obtenida de la igualdad dada; obtendremos: 


J (Ine 44)= 10 (141) = (240423) In (a+) 
o 


n 


3 1 -4 a 1-3 
= (n $) nd n- (z z) mza | R E 


t 
Por consiguiente, 


G Hn- 


nso 


SS Q 5) In(f+n)— 


— (24) 02 (1) Inn LL (1) 2mima] , (4.3:2) 
dondo 22 


ñ 1 


A 


h= j dt. 
o 


Escribamos en la forma que sigue el conjunto do términos entre 
corchetes que contienen logaritmos dependientes do n: 


(1) ln(z+n)— Inn] + (23) Ua ( 1-2) 1n (1 +70)- 


cis, aa wo ade 
E a 


Cha 
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donde la integración se puede extender, por ejemplo, a lo largo de 
segmentos rectilíneos. De aquí que todo este conjunto de términos 
tiende a {z — 1) cuando n > œ. 
'Transformemos ahora la expresión de Z, (2). 
Obsérvese con este fin que 
k k 
4 E.. E 
| (9-5) a= | (1r 15) dto, 
Ri hi 
y. por consiguiente, 
1 1 


00 (+) (0-a 
G] 


(0 
ES ĵ (5) a= 0490. 
è 


Por ullo, ọ (t) es una función continua y periódica, de perio- 
do 4, la cual toma valores reales que satisfacen a la desigualdad: 


—$<0 (0- UN 


n 


Empleando a la integral i 
0 


Ut 


z s Ñ A , 
z dt el método de integración por 


partes. obtenemos: 
a a 
20 jdt (qua: 
pOr ht i] EF f EFE’ 


de donde se deduce que 


p iis T q) de 
IO) j EFi 


Teniendo en cuenta lo dicho, se puede escribir la fórmula (4.3:2) 
en la forma 


mp = (01) (2-4) Inz+ 
+ f a-f Toi -2nim (2), (4.3:3) 
ò d 


donde m (z) es un número entero. 
Cerciorémonos primero que si gs: z < ô, | y | < 6 es una semi- 
franja fijada de anchura 28 que contieno a la parto negativa dol 


330 CAP. VII FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORPAS 


eje real, entonces, para todos los puntos z no pertenecientes a ga, se 
tiene; 


EARE asi 
| 


Ea efecto, 
Ñ COLA de a E S de 
CFI |<; i; GFR E EA 
5 ù 


Si 1<5 e |y|>ő, entonces la última integral, que es igual 
(arta E > f 
"Ry (E arctg ir) es menor que py; si 2>Ó0, entonces 


à dt DA ATG: 
8 j CFF ~E j GFE 
Así, pues, queda demostrada la relación considerada y, además, 
para C’ =$ De aquí se deduce que 


1 1 
In CIÓN Re Do ma] r. 


donde |C()| <-> si 28 go- 

En particular, esta fórmula se puede utilizar a lo largo de cual- 
quier rayo fijado arg z = a, donde 0 < |œ |< n (para |z | sufi- 
cientemente grandes). Por esta M a lo largo do tal rayo se tiene: 


-(z—4) la|z|+yargz+C (2), 
(4.3:3) 


lim TOT ar = — cos %, 
lze ari gj 


es decir, 
expl cosa+e) |z| In |a|) > qpr > P cosa— e)|z|ln]z]) 


para todos los valores de |z | suficientemente grandes. De aquí 
se deduce que la función entera 7 To" cuyo orden es igual a 1, es 
de tipo maximal (o == co), es decir, para ésta no existen tales cons- 
tantes positivas C y K de modo que se cumpla la desigualdad 


1) 
rare 


para todos los valores de z. 
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Deduzcamos una cotá para el módulo de + quo sea válida para todos 


los valores de z de módulo suficientemente grande. Fijando un núnpro $4 


hallaromos por la fórmula (5.3:3') que en cualquier punto z = pel” situado 
fuera de la semifronja $8 


nirp t +i no +C et, (43:50 


Gp (c)=—p (ln p—1) eos a+ pa sen a. 
Acotemos, mex o (2); s0 supondrá que p es suficiontemente grando (en todo 
ia 


donde 


o y que Pp (2) es una función par, examinemos su com- 
portamiento en el segmento |0, 11]. Se tiene: q; (2) = p (In p sen a + œ cos œ 


Y Pp (1) = — Po (0) = p (In p —4); como Ph (7) < 0, se alcanza el Max Po (a= 
= E pp (2) en un punto % E (0, a). Fácilmente se observa ñ 
inka raíz de la ecuación 


dp os la 


Inp sena +2, 00s4=0, 0 tgay=— — 
ón el intervalo (0, 1). 
Hagamos ay ==1—Pp, entonces 
n— Pp 
tgB,= mp * 
do donde 0 < Bp <q Er+ es decir, Pp = 3,2. donde 0 << 9p <1. Do la ecun- 
ción para fp so deduce que lim Inp tg fp = a; por ello, lim la p Bp = a 
es decir, lim Op = 1. Por consiguiento, para cualquier £ > OS tiono 20, > 
>2-e si P es suficientemente Stai Obsérvese también que 


1 
—f, a 3 
cospp=[1- MN “=[ tal! (ey ] = 
a 


mw Ha ppt 


Por lo tanto, 


ps, 0 (0 MB) 


= pmpcosh [rara (1 )]> 
20o 
0108 Dart Tapt J[- mt 


mn 28 
PEA OR 
mps 

Mp Mp el e 


O CS 


m ale 
ppu Mb aa El 
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ara todos tos valores de p suficientemente grandes, Por consiguiente, 
1 2, mp _“p(1—2) 
TSE ETT 


o sea, 


1 py [E p E | 43 
Tan <à) ep ET 2np l’ ii 
donde eo == 2e, z É ga y p es suficientemente grando. 

Supongamos ahora que z = pe € gy siendo œ = p cos q < —D; entonces 
pisena te òy —s= pi +E gy. Empleemos la fórmula (4.1:14) de ésta 
se deduco que 

1 


In —_—_—— = 
"aF pi 


mtp p-+In | sen (ape"®) |J— ln T T 4 


por la fórmula: (4,3:5): 


4 
o bieu, sustituyendo In——m—-— 
S T 


paas In p4 In |sen (ape) | qy (a e n) — C (pef 1) 41 


nl 
TT 

Del análisis efectuado anteriormente queda claro que 

Pp(a)=—p(Inp—=1), osea, —«p (atm. p(np—4). 


ima] 
Observando también que en ol caso dado 
| sen (ape'2) | <. ch (np | sen æ |) <¿ch nò, 
obtenomos: 


4 1 
1 ln p—19 45 lo Cató, 
Mp] <P 004 top +02) 


pura 2€ gs y todos los valores z) suficientemente grandes. En otras 
palabras, en la semifranja gp es válida la cota: 


1 pye 
<C (6) £r, 
Pe” v(e) 
De aquí se deduce que la acotación (4.3:6) es aplicablo también on el recinto gg, 


es decir, se puede aplicar la desigualdad (4.3:6) en todos los puntos del plane 
sin restricción ulguna, si |z] =0 es suficientemente grande. 


Volvamos a examinar la fórmula (4.3:3). Sea e un número positi- 

vo menor que n; designemos con De el recinto |argz |< n >= e: 
en esto recinto 

lim [ LO 


2 y 641% (4.3:7) 
] 


En efecto, para A > 0 arbitrariamente grande se puede indicar 
un R (A, e) tal que el punto z perteneciente a D, y situado fuera 
del círculo |2 |< R (å, e) estará también situado fuera de la 
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semifranja ga (esto es consecuencia inmediala de que la parle En 
situada on Da representa un conjunto acotado). De aquí se deduce, 


según lo anterior, que 
Ñ (9 de 
d GFF 


si z€ Da y |z] >R (A, e); por consiguiente, la relación (4.3:7) 
es cierta. 


F gar 


Finalmente, calculemos la constante EMO 


= co. Con este 


5 
fin, obsérvese que según la fórmula (4.1:11) 


i ELLES 
tar Ta 


de dondo, para z -iy, resulta: 


1 _yshay 
PUNT x=” 


Pero F (— iy) = I (iy) (debido a que T (z) toma valores reales 
para valores renles de z, como esto se deduce, por ejemplo, de la 
Fórmula (4.1:9”)); por esta razón, la relación obtenida se escribe así: 


1 ny 
Pap x 


Haciendo en la fórmula (4.3:3) z=iy, y>U, y separando 
en la misma las partes reales, obtonemos: 


> A+ y i reff ean =h 
3 


1 CA A EE 
TA E 


0 sea 


AY _ ¿04 
shea] 


2 P] 


P ” 
A | 


Pasando al límite para y—>œ y observando que, según 
lo demostrado anteriormente, 


P Toga 
bo Pe [ ) tra] =0, 
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hallamos que 


co=3 In2n—1. 


Definitivamente, la fórmula (4.3:3) toma la forma 


+f ed mim (z). (4.3:8) 


1 1 
Inra = 235) 102231 - 
( 3) 2 {rrF 


TE 


Esta se llama fórmula de Stirling, y puede escribirse 
en la forma 


D)=2 Av mo [ e [06] k (4.3:8) 


Como en todo recinto de la forma D, la integral que figura entre 
corchetes tiende a cero, se tiene: 


2E Do, 


ye 
o bien, empleando la notación de la igualdad esintótica: 


a) VA 2EDy. (4.337 


Ordinariamente, cuando se habla de la fórmula de Slirling, se 
supone que se trata precisamente de esta última fórmula. Su impor- 
tancia consiste en que ella proporciona una expresión asintótica 
de T (z) mediante una combinación finita de funciones elementales. 
òn particular, para 2 = n + 1 (n es natural) resulta F (n + 1) = n! 
y, por consiguiente, 


1 
n= VE (+4) E 


1 
1 1 3 
n+2 t$ iye 1y2 
=n" (14) 1) 
1 
o mE, obtenemos la expresión asintótica para el factorial 
nya 3g" 
n!~} “Zan (+) e (4.3:8") 


de donde, observando que (n+ 1) 
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5.1. Las funciones periódicas forman una clase especial muy 
amplia de funciones meromorfas. Se dice que una función meromorfa 
fíz)es periódica si existe un número w, distinto de cero, 
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tal que 

11 0)=/() (5.1:1) 
para cualquier z (on particular, si la función tiene un polo en el 
punto z, entonces tiene que tener también un polo en el punto 


z + œ). El número w que posee la propiedad (5.1:1), se llama pe 
ríodo de la función f (2). 


Sustituyendo z por z — œ, de la fórmula (5.1:1) obtenemos: 
1) =1(—0) 
para cualquier z. Así, pues, si es un período de la función f (2), 
entonces —w también es un período de esta función. 
Sean w, y œz dos períodos de la función f (2) (iguales o distintos 
entre sí). Entonces tendremos: 
Í(+01-1-0)=f(4 01) =f l), 


de doude se deduce que wm; + 0, lambién es un período do la lun- 
ción f (2). En particular, si œz = y, se tiene que considerar que O 
también es un período de la función f (z). Por inducción obtenemos 


que la suma w; |: . .. + 00, de cualquier número de períodos de la 
función f (2) también es un período de esta función. Do aquí se 
deduce que w + ... +o = nro y —0...—0 —no tam- 


bién son períodos de la función f (z). En otras palabras, si œ os un 
período de f (z), entonces cualquier entero múltiplo de w también 
es un período de f (z). El resultado general que sintetiza todas estas 
observaciones particulares consiste en lo siguiente: si On ... On 
son periodos de la función f(z) y my, ..., M, son unos nùmeros 
enteros, entonces MiO, +... + Mwn, también es un período de 
OR 

Demostremos que si f(z) const, entonces, el conjunto de 
todos los números complejos que son periodos de f {z} no puede 
tener ningún punto de acumulación finito. Suponiendo lo contrario, 
sea (y un punto de acumulación del conjunto de períodos. Esto 
significa que existe una sucesión de períodos {wp}, distintos entre 
sí, que converge hacia wg, por lo cual tendremos: 


10)-1(0)=1(0)=...=H09==.., 


es decir, f (z) toma valores iguales entre sí en un conjunto de puntos 
quo tiene un punto de acumulación finito œs, lo cual es imposible 
si f (2) se const. 

Supongamos ahora que w' 0 es algún período de una función 
f (2) = const. Entonces, también serán períodos todos los números 
de la forma mw’ (m = 0, +1, +2, ....), los cuales están situados 
en una recta Z que pasa por el origen de coordenadas y por el punto o” 
(fig. 40). En virtud de todo lo expuesto, el segmento [—o', w} 
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de esta recta contiene solamente una cantidad finita de períodos 
de la función /,(2). Por lo tanto, tiene que haber en éste unos períodos 
oí y —01, distintos de cero, que están más próximos al origen de 
coordenadas que los demás, los cuales, en particular, pueden coin- 
cidir con w y —o'. Así, pues, en recta L tenemos un segmento 
|—o,, 011, dentro del cual no existe ningún poríodo de f (2) distinto 
de ccro. Demostremos que cualquier período de la función f (z) 
situado en esta misma recta es de la forma no, donde n es un núme- 
ro entero. Supongamos lo contrario, y sea Q un período que se repre- 
senta por un punto de la recta considerada y que está situado entro 


FIG. 40. 


los puntos no, y (n + 1) 01. Entonces 0 < |Q — no |<] or |, 
es decir, Q — no; es un período de la función Í (z) que se representa 
por un punto interior del segmento [—w,, 04) y es distinto de cero. 
Ha resultado una contradicción con la propiedad del último segmen- 
to, de donde se deduce que Q O. 

Si todos los puntos de la función f (z) se agotan con los números 
no entonces f (2) se llama «monoperiódicar o «simlpe- 
mente periódica» y el número w; (o también —01), que 
posee la propiedad de que cualquier período de la función se expresa 
en forma de un entero múltiplo del mismo, se llama período 
Tundamental*) de esta función. 

La función exponencial e* puede servir de ejemplo elemental de 
función monoperiódica. Su período fundamental es 2xi (o —2ni). 

Supongamos ahora que f (2) posee períodos que no están situados 
en la recta Z. Sea œ, uno de ellos. Examinemos el triángulo D’ 
con los vértices 0, @; y w2 (fig. 41). Ya sabemos que el segmento 
10, wil no contiene otros períodos más que sus extremos ( y œ,- 
Si en el triángulo D’ (en el interior o en sus lados) existen períodos 


jén se Mama poríodo primitivo. (Nota del T) 
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distintos de los vértices de D’, entonces éstos no pertenecen al seg- 
mento [O, w] y hay solamente una cantidad finita de ellos. Por 
consiguiente, entre los mencionados habrá al menos un punto w, 
cuya distancia hasta la recta será mínima. De aquí se deduce que 
el triángulo D con los vértices 0, ©; y w2 ya no contione ningún 
período distinto de sus vértices: 0, ©; y 02. Si lo completamos hasta 
un paralelogramo A con Jos vértices O, Os Or + 02 y 0, entonces 
en este paralelogramo tampoco habrá ningún período distinto de 
los vértices del paralelogramo. En efecto, suponiendo que « es 
un período situado en A (dentro o en los lados) y distinto de 0, Or 
o + 02 Y 02, construimos un paralelogramo con Jos vértices y, 


FIG. 44. 


6, 02 y 01 + 02—0. El segmento los ws] es una de sus diago- 
nales y, por consiguiente, uno de sus vértices œ, «y -|- w — 6 (cada 
uno de éstos es un período) caerá en uno y otro en el otro de los dos 
triángulos en que esta diagonal divide A. Ha resultado que en el 
triángulo D hay un período (w 0 41 + wz — 0) distinto de los vér- 
tices de este triángulo, lo cual contradice a la construcción de D. 

Así, pues, en el caso estudiado existe un paralelogramo que 
contiene períodos solamente en los vértices: 0, e, 03 Y 4 + mg. 
Demostromos que en este caso cualquier período de Ja función f (2) 
puede expresarse en la forma mo, + mw, donde m; y me son 
números enteros. Con este fin, dividamos todo cl plano en parale- 
logramos congruentes a A que no tengan puntos interiores comunes 
dos a dos y que no dejen sin cubrir ningún punto del plano (r © t f - 
culo de paralelogram os). Cada wno de los paralelogra- 
mos construidós An, tendrá vérticos de la forma mot + mos 
(col ángulo inferior de la izquierda» del paralelogramo A.,,,,,), 
(mi + 1) os + mo, mio, + (m +1) o y (m+t+Do > 
+ (ma + 1) œx («cl ángulo superior de la derecha» del paralelogra- 
224234 
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mo Amm); además, cada punto de la forma 0; + H202 (Ju Y Mr 
son números enteros) será un vértice común de cuatro paralelogra- 
mos del retículo. Si se supone que existo un período Q distinto de 
cada uno de Jos vértices del retículo, entonces tiene que haber un 
paralelogramo Ayma al cual pertenece Q (fig. 42). Como Q no coin- 
cide con ninguno de los vértices del paralelogramo Amımp resulta 


IG 
EA E 


L-i t Mg AA 
j pe 


FIG. 42 


que Q — (mo, -+ m2202) es un período de la función f (z) que per- 
Lenece al paralelogramo A y es distinto de sus vértices. De la con- 
tradicción obtenida se deduce que 2 coincido con uno de los vértices 
del retículo de paralologramos: 


Q= m4 m02. 


Por lo tanto, en el caso considerado existen dos períodos tales, 
que cualquier período de la función f (z) se expresa en forma de una 
combinación lineal entera de estos dos períodos w; y ws. La función 
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meromorÍa correspondiente f (z) se llama doblemente poe- 
riódica o elíptica, los períodos œ; y 02 se llaman pe- 
ríodos fundamentales y cl paralelogramo construido 
A se llama paralelogramo fundamental de pe- 
ríodos, 

Fácilmente se observa que para una misma función doblemente 
poriódica existe un conjunto infinito de pares de períodos funda- 
mentales distintos entre sí, lo cual corresponde a un conjunto in- 
finito de paralelogramos fundamentales distintos entre sí. 

En efecto, supongamos que œ y œ” son dos períodos de la forma 


o =m o tmon 0=mo+m0, 


y que la expresión m;my—mim, es igual a + 1. 
` Entonces, de estas igualdades tendremos: 


o= t (Mo —m0), o= t (—mo'+m0"), 

y. por consiguiente, cualquier periodo Q = m,0, + m203 puede 
expresarso en forma de una combinación lineal de los períodos w 
y o” de coeficientes enteros: 


Q= [(Mim;—mam;) o + (— mim; 4 mam;) 0]. 


Por lo tanto, w’ y wœ” también representan un par de períodos 
fundamentales de la función f (z). Está claro que existe un conjunto 
infinito de tales pares, puesto que existe un conjunto infinito de 
cuaternas de números enteros que satisfacen a la condición mm; — 
-mm = +1. 

En esto apartado nos hemos convencido que las funciones perió- 
dicas meromorfas pueden ser o simple periódicas o doblemente perió- 
dicas (elípticas); otras clases más de funciones periódicas meromorfas 
no existen, 

5.2. Expongamos unas cuantas proposiciones que son válidas 
para cualquier función periódica meromorfa (simplemente o doble- 
mento periódica). 

Sca w 0 un período de la función f (z); a saber, el período 
fundamental si f (2) es simplemente periódica, o uno de los períodos 
fundamentales si f (z) es doblemente periódica. 


Haciendo la sustitución de la variable ¿ =*Ez, resulta una 
función meromorfa F ($) =f ($ £) de período 27. Por lo tanto, 


mediante una simple transformación, que se reduce a una rotación 
y una dilatación del plano z respecto del origen de coordenadas, 
el caso de una función de período arbitrario œ se reduce al caso de 
una función de período 27t. 


22% 
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Consideremos la función multiforme t=+ Ln £, definida en 


ol recinto G que se obtiene del plano £ al excluir los puntos t = 0 
y t =00. En cada punto tE G esta función posce un conjunto infi- 
nito numerable de valores que difieron dos a dos en enteros múlti- 


plos de 27. De aquí que F (+ La £) es una función uniforme de t, 
definida en el recinto G. Hagamos 


P (Eto 1) =P") (5.2:1) 


y cerciorémonos de que F* (t) es analítica en todo cl recinto G, a 
excepción de algunos puntos, correspondientes a los polos de la 
función F (€), en Jos cuales £* (t) Lambién tiene polos y, además, 
del mismo orden que F (£). 


a * 1 
Sea E, uno de los valoresde+ Ln tọ. 


a un entorno U del punto 


t», contenido en el recinto G, la función Ln £ tieneuna rama uni- 


forme y analítica qo (1) que se caracteriza completamente por el 
valor $a que toma en el punto fa. Esta rama transforma U biunívo- 
camente en cierlo recinto q (U) del plano ¢ que contiene en su 
interior al punto Xy. Si el punto £, es regular para F ($), entonces 
el entorno U se puede tomar tan pequeño que todos los puntos del 
entorno pu (U) (el cual se contrae hacia Co cuando U se contrae 
hacia fẹ) sean taembión regulares para F (£). Obtendremos que 
P* (t) = F ga (8) sorá analítica en Y, como función analítica do 
una función analítica. Si £, es un polo de la función F (2). el ontor- 
no U se puede Lomar tan pequeño que el punto E; sea el único polo 
de F (2) en el recinto pe (U). Por consiguiente, F* (1) = F Ipo (91 
será una función uniforme y analítica en Lodos los puntos del entor- 
no U, a excepción de l = ly. Poro lim £* (0) = lim £ (5) = 00; 


tate tato 
por lo tanto, ta es un polo de la función F* (t). No queda más que 
observar que si Čo es un polo de orden £ para F (£), de modo que 
lim (£— čo)" F (t) = A (40, 00), entonces 


[6-57 0: ( 


tim {Qur LOTA age (0, o) 


Loto 


lim (t— t)" F* (9 = 
Lota 


4 1 , A, 
(w«)= Ed, a+» œ). 
De aquí se deduce que el punto fẹ es un polo de la función F* (4) 
del mismo orden k. Por lo tanto, hemos demostrado que F* (1) 
es una función meromorfa en el rocinto G. 
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La fórmula (5.2:1) pone en correspondencia a cada función F ($) 
que es meromorfa en el plano y posee período 2x, una función F* (£) 
meromorfa en el recinto G. 

Recíprocamente, dada arbitrariamente una función D* (t), mero- 
morfa en el recinto G, podemos ponerle en correspondencia mediante 
la translormación £ = eX (recíproca respecto de la transformación 
=t Ing) la función O (2) = 0* (e$), la cual es meromorfa 
en el plano ¿ y posee el período 2x. 

A cada franja y limitada por rectas paralelas al eje imaginario 
y de anchura 2%, la llamaremos franja de períodos de 
Ja función F (£). Como se sabe. la función £ = el transforma biuní- 
voca y conformemente tal franja en el recinto I del plano £ que se 
obtiene del plano excluyendo de éste un rayo rectilíneo A que une 
los puntos Ó y œ (véaso el ap. 3.5, cap. H). Este rayo es la imagen 
de cada una de las dos rectas que limitan la franja. 

Adjuntando al recinto Y el rayo A, resulta todo el recinto G. 
De aquí se deduce que los valores que toma la función F* (£) en 
el rocinto G coinciden con los valores que toma la función F (£) en 
cualquiera de las franjas de períodos g, a la cual hay que adjuntar 
además una de las rectas que la limitan. En particular, el conjunto 
de polos de la función £* (£) coincidirá con el conjunto de las imá- 
genes de los polos de la función F (X) que pertenecen solamente a una 
de las franjas de períodos g (a la cual se la han adjuntado los puntos 
de la recta ¿). Por lo tanto, F* (1) tendrá en todo el recinto G un 
conjunto finito o infinito de polos, según que sea finito o infinito 
el conjunto de polos de F (2) en la franja gUl. 

Supongamos que £ (E) tiene una cantidad finita de polos en cada 
franja gUl. Entonces F* (() tiene una cantidad finita de polos 
en el recinto G y, por consiguiente, ( y co no serán puntos de acumu- 
lación de polos para F* (£). Por ello, éstos pueden ser solamente 
puntos regulares o singulares aislados de la función F* (t). De Ja 
relación £ = eè se deduce que |? |= e7, es decir, t tiende a 0 
cuando y tiende a œ (el extremo superior de la franja 
de períodos), y £ tiende acocuando y tiende a—oo (el extremo infe- 
rior de la franja de períodos). Por consiguiente, para averiguar el 
carácter del punto 0 (o oo) para la función P* (£), es suficiente estu- 
diar el comportamiento de la función F (2) cuando el punto £, man- 
teniéndose en una de las franjas de períodos, tiende a su extremo 
superior (respectivamente, a su extremo inferior). 

Son posibles los casos siguientes: 

a) F (E) se mantiene acotada en valor absoluto cuando £ tiende 
al extremo superior (inferior) de la franja. Entonces F* (t) queda 
acotada en valor absoluto cuando £ tiende a 0 (respectivamente a oc), 
y, por consiguiente, el punto t = Ô (o 00) es regular para P* (f), 
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de modo que F* (t) es desarrollable en serie F* (f) = Doa en 


un entorno ( £ | < r del punto O (respectivamente, F* (1) = Y) Pri” 
y 


en un entorno | t | œ> R del punto co). Por lo tanto, F (%) es desa- 
m * 1 
rrollable en serio J} gaet on el semiplano n => In $ ( respectiva- 


o 
SS 


mente, en serie A Bret on el semiplano y < Jn +) 


0 
b) F (£) tiende a co cuando ¢ tiende a) extremo superior (inferior) 
de la franja. Entonces F* (t) también tiende a œo cuando t-> 0 
(t — 00), y, por consiguiente, el punto ¿ = Ù (t = œ) es un polo 
para F* (£), de modo que F* (£) es desarrollable en serie P* (t) = 
e 


= Jat en un entorno |£| <r del punto O (respectivamente 
— 


a 
F* (t) = Y fat" en un ontorno |? | > R del punto oo). Por ello, 
Em 
» 
F (E) es desarrollable on serie J} æpe™t on el semiplano 1 >lu t 


=m 


(respectivamente, en serje X PB -aet en el semiplano n<ln 5) A 


In 

c) F (E) no tiendo hacia un límite finito o infinito cuando E 

tiende al extremo superior (inferior) de la franja. Entonces /'* (t) 

tampoco tiende hacia un límite finito o infinito cuando t —> 0 (t > 00) 

y, por consiguiente, el punto ¿ = Ú (o t = œœ) es un punto singular 

esencial para F* (t), de modo que £* (t) es desarrollable en serie 
+ 


F* (t) = Jj aat" en un entorno |t |< pr del punto O (respectiva- 
-5 
+o 
mente, F* (t) = Y P_at* en un entorno | t | >> R del punto o0). 
=$ 


+o 

Por ello, F (£) es desarrollable en serje J apet*t en el somiplano 
4 +o” 

y > In + (respectivamente, en serie Y, B-re? en el semiplano 


ncm) 
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Supongamos que F (£) es una función entera periódica. Enton- 
ces la función correspondiente /f* {t} caroce de puntos singulares 
en el recinto G y, por consiguiente, es dosarrollable en esto recinto 
en serie de Laurent: 


F= 5 ant”. (5.2:2) 


Volviendo a la función F (£) mediante la sustitución £ 
obtenemos para esta función el desarrollo 


E= X ae, 


La serio de Laurent (5.2:2) es uniformemente convergente en 
cada anillo circular 0 < r < |t |< R < œ. Como |t| = |e | = 
=e™, y al anillo circular le corresponde en el plano ¢ la franja 


liré£=y9<iR o ln > >n>ln F limitada por rectas para- 


lelas al cje real, la serie (5.2:3) es uniformemente convergente en 
tal franja. Tomando r suficientemente pequeño y R suficientemente 
grande, se puedo obtener una franja arbitrariamente ancha que 
Mo cualquier franja prefijada con los lados paralclos al eje 
real. 

Dojaquí'se deduce que la serie (5.2:3) es uniformemente conver- 
gente en todo el eje real y, on particular, en su segmento 5: — n < 
<Es<a, y =0. Multiplicando la serie (5.2:3) por e-"il e inte- 
grando a lo largo de este segmento, hallamos que 


+% 
fr Eeti dt = Yan f ets de. 
Al , 


=% ô 
Aquí 
[ro ena | Penta y [ati (ea da. 


Evidentemente, las últimas integrales se anulan si kn, y son 
iguales a 2x si k=n. Por consiguiente, 


f F ertt dg = 2na, 


de donde 
z 
m= | reia (2=0, +4, +2, 
a 


(5.2:4) 
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Sustituyendo el por cos k¿-Lísen KZ, podemos escrilir la serie 


(5.2:3) en la forma 
ER =at 2 Ierta) coski- ¿(a — an) sen kth, 

donde 

A 
m =ar | PO an 
EA 
E ES 3 
ar l aat j roa E G) cos kë d= a, 
En 
Fa 
i (tr — ttn) -4 f t ($) 

SA de 


(k=1,2,...). 


Por lo tanto, hemos obtenido para Æ (£) el desarrollo co serie 
de Fourier 


Pg) 22 D (az cos ke basen kt) (5.255) 
1 
von los coeficientes 


a ya 
ast { FE cos ide, met | PEsenkgdg (5.26) 
Ex $ 
(k=0, 1, 2...) 

Del método de obtención de Ja serie (5.2:5) se deduce que ésta 
cs uniformemente convergente en cada franja limitada por rectas 
paralelas al eje real. 

Si £ (£). cuando £ tiende hacia cada uno de los extremos de la 
franja de períodos, se mantiene acotada o tiende al infinito, entonces 
F* (1) tiene en el punto correspondiente £=0 o £ = co un punto 
regular o un polo. Por ello, la seric de Laurent (5.2:2) sólo puede 
contener on este caso una cantidad finita de Lérminos con coeficien- 
Les no nulos y, por consiguiente, F* (£) cs una función racional de ¿ 
de la forma especial 


O= S ae 


(el coeficiente @m 0 & -m puede ser igual a cero). De aquí so deduce 
que si la función entera F (X) tiende a un límite finito o infinito en 
cada uno de los extremos de la franja de periodos, entonces necesaria- 
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mente es de la forma 


a a 
FOS Y met = + Y (ag cos AE brsen ki) (5.227) 
i 7 
donde 
+a e 
a=H [Presta y a= | eO senkik, 
En ES 


es decir, es un polinomio trigonométric 

Fácilmente se observa que es cierta lambién la proposición 
recíproca: todo polinomio trigonométrico de la forma (5.2:7) es una 
función entera de periodo 2n que tiene límite finito o infinito en cual- 
quier extremo de la franja de períudos. 

Resumiendo, Ja propiedad indicada es una propiedad caractorís- 
tica que distingue a los polinomios trigonométricos entro todas 
las funciones periódicas enleras 

Señalemos obra propiedad característica de los polinomios tri- 
gonométricos: 

Una función entera F (€) sés const de período 27 es de tipo expo- 
nencial cuando, y sólo cuando. ésta es un pc ramo trigonométrico, 
En este caso, su orden es igual a 4 y el tipo coincide con el orden m del 
polinomio” trigonométrico. 

En efecto. si F ($) es un polinomio trigonométrico (5.2:7) de 
grado m (al menos uno de los coeficientes &m O % -m es distinto de 
cero), entoneos el orden de su crecimiento es igual a 1 y el tipo es 
igual a m, puesto que para valores suficientemente grandes do | 5] 
so cumple la desigualdad | F (t) | <elmeniil (e >0) y, por otra 
parte, existen valores de £, arbitrariamente grandes en valor abso- 
luto, para los cuales |P ($n) | > eme lën], 

Recíprocamente, sea F (2) una función entera de tipo exponen- 
cial y de poríodo 27. Entonces F (2) satisface a una desigualdad 
de la forma 


IPOI<eCI para |£]>Ro 


y, por consiguiente. en los segmentos de las rectas n - In HR 
comprendidos en la franja de períodos —a< E<a satisface a la 
desigualdad 


[FE -+ m|<expIC|EstlnR|] -esp [Cta | ti] ] 
xp [Cn R (14+57)] <oorc+ e) Inf]= 
ROS para R>R(e). 
Al hacer la transformación £ ei, a los segmentos indicados 
de rectas les corresponden en el recinto G las circunferencias | £ | = 2 


2 
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y |t| = 2. Por ello, en Ja primera de éstas se cumplo Ja desigualdad 
pa 1 5.2:8 
Ya Oe (5.2:8) 


y, en la segunda, la desigualdad 
Iocu. (5.2:9) 

Para valores suficientemente grandes de R (R > R (e) puede 
usarse una y otra desigualdad. Por consiguiente, la primera es 
válida para todas las circunferencias | 1 | = p de radio sufrcionto- 
mente pequeño (e =< Ta’ mientras que la segunda, para 
todas las circunferencias | £ | = p de radio suficientemente grande 
(=R >R (8). 

Basándose en la desigualdad (5.2:8), demostremos que en el 
desarrollo de Laurent de la función ¥* (t) son iguales a cero todos 
los coclicientes de las potencias negativas de £ cuyos subíndices 
son mayores que [C] en valor absoluto. 

En efecto, para a -+ se tiene la fórmula 


ph 


lala | La] remar 


y para todos los valores suficientemente pequeños de p, en virtud 
do (5.2:8), se tiene: 


P 2 ice 
(al O, 


De aquí que, si p tiende a cero, resulla 2,0 para k>C +e, 
o bien, como e es arbitrariamente pequeño 

aa=0 si k>/C]. 

Exactamente igual, basándose en la desigualdad (5.2:9), si el 
radio de Ja circunferencia | £ |=p tiende aco, hallamos que también 
son iguales a coro todos los coeficientes de las polencias positivas 
de £ cuyos subíndices son mayores que ÍC]: 

aj=0 si k>[C). 
De aquí se deduce que 


164] 
K(i) = Y ot 
-iĉ 


a 19) 1c) 
P)= Dy at= + D) (a, cos kb- by sen Kt), 
-1C] 1 


es decir, F(£) es un polinomio trigonométrico. 
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5.3. Una vez estudiadas las funciones periódicas, demostremos 
que toda función meromorfa periódica F (¢) de período 21, puede 
expresarse en forma de un cociente de dos funciones enteras perió- 
dicas del mismo período 2x. Claro, este hecho no se desprende de 
la definición de función meromorfa, ya que por el mero hecho de 
ser una función periódica el cociente de dos funciones enteras no 
se puede sacar la conclusión de que cada una de estas funciones 


enteras cs periódica (por ejemplo, sen z = 722 


z 
zsen z, no son periódicas). 

No obstante, consideremos la función F* (t) que corresponde 
a la función F (z). Ya se demostró anteriormente que ésta es mero- 
morfa en el recinto G, en el sentido de que no puede tener aquí otros 
puntos singulares más que polos. Por consiguiente, es también 
meromorfa en este recinto en el sentido de que F* (t) se expreso 
en forma de un cociente de dos funciones que son analíticas on el 
recinto G (ap. 3.4): 


, donde z, así como 


oO] 
PU) =p" 
Por lo tanto, para F (£) obtenemos la expresión 
. orit oH l 
= F* (eè) = —— rA 
TO= = ti FE 


donde 
DOD y VOe) 
son, evidentemente, dos funciones periódicas enteras de período 2n. 

El aserto en cuestión queda demostrado. 

Ha resultado que cualquier función meromorfa de período 27 se 
expresa en forma de un cociente de dos funciones enteras del mismo 
período. Pero, como ya se vio anteriormente, toda función entera 
(periódica) puede expresarse por una serie de Fourier, convergente 
en todos los puntos. De aquí que, toda función periódica meromorfa 
F (E) se expresa en forma de un cociente de dos series de Fourier, con- 
vergentes en todos los puntos: 


+ Y; (an cos kg- bp son kx) 
O a 
En + Y) (An cos kt + Basen Kt) 
1 
Resulta un caso particular importantísimo cuando F (£) posee 


una cantidad finita de polos en cada franja de período y, además, 
tiende a un límite finito o infinito en cada uno de los extremos de 


348 CAP. VII FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORPAS 


la franja de períodos. Entonces la función correspondiente P* (1) 
posee solamente una cautidad finita de polos en el recinto G y, ade- 
más, los puntos O y co son para ésta puntos regulares o polos. De 
aquí se deduce que F* (£) no posee otras singularidades en el plano 
ampliado £ más que polos, por lo cual es una función racional de t. 
Por consiguiente. F* (1) es de Ja forma 

70 DAA Amt 

ga BABELIA HB > 


de dondo 
AA Ae mo 
mps BARBA HBT 


En resumen, en las hipótesis mencionadas £' (£) es una función 
trigonométrica de E. Es obvio que cualquier función trigonoméLsica 
satisfaco a estas condiciones. Por lo tanto, la clase de las funciones 
trigonométricas puede definirse como la clase de aquellas funciones 
meromorfas de periodo 27 que poseen solamente una cantidad finita 
de polos en cada franja de períodos y tiende a unos limites determina- 
dos en cada extremo de dicha franja. 

Todo lo expuesto se extiende a las funciones de período arbi- 


trario w mediante la transformación z == 


ticular, para una función entera periód 
rrollo 


Pr Jin par- 
v 


f (2) obtenemos el desa- 


e 


16) ==h+ Y (04005 2x 24 by sen k 2 2), 


y para una función meromorfa, el desarrollo de la forma 


S 2 
5 +3 (on cos k HE 2409 son p ZE 2) 


i= 


2+ (Arcos 424 Dy sen E z) 
1 


$ 6. FUNCIONES ELIPTICAS Y FUNCIONES LIGADAS CON ELLAS. 
THETA-FUNCIONES 


1. Ocupémonos del estudio de las funciones doblemente perió- 
dicas (elíplicas). Se establecerán aquí algunas propiedades gene- 
rales de las funciones elípticas antes de exponer ejemplos concretos 
de las mismas. Sea f (z) una función meromorfa doblemente perió- 
dica; sus periodos fundamentales los designaremos con 2, y 203, 
conservando la notación 262 para la suma 26, + 203. la cual 
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representa el vértice del paralelogramo fundamental de períodos A 
que es opuesto al origen de coordenadas. En virtud de las propieda- 
des de los períodos establecidas en cl ap. 5.2, los vectores 201 y 
20, no están situados en una recta. Distribuiremos las notaciones 
201 y 2w; entre los dos períodos fondamentales de tal modo que 
el recorrido del contorno del paralelogramo de períodos, correspon- 
diente al orden de los vértices 01, 202, 203, se clectúc en sentido 
contrario al del movimiento de las agujas del reloj (la parte interior 
dol paralelogramo queda a la izquierda del observador que hace 
el recorrido). Es fácil comprobar que esto ocurre cuando, y sólo 


cenando, cl númoro complejo Zo, Posce una parte imaginaria posi- 
1 


tiva: Im E- 


Diremos que dos puntos distintos del plano z, z’ y z”, son ¢ on- 
gruon tes (respecto de los períodos 201 y 203) si, y sólo si, 
z’ — z" es cierto período: 7 — 2" = 2mo; 2m203. Es evidente 
que ol paralelogramo de períodos no contione ningún par de puntos 
congruentes, mientras que los puntos que están situados en sus lados 
y son distintos de Jos vérlices se den on pares de puntos con- 
gruentes entre sí, y los vértices del paralelogramo representan una 
cuaterna de puntos congruentes entre sí. 

Convengamos en adjuntar a continuación a cada paralelogramo 
Ami m con los vértices 2m,0, + 2mz03, (2m, +1) 1 + 2MeW2, 
(2m, | 1) o + (2m: + 1) òa 2m0; + (2m + 1) (04 su extremo 
inferior de la izquierda 2mw; + 2mm, y los puntos de los lados 
inferior e izquierdo, oxcluyendo de éstos sus extremos (2m; |- 4) œ; | 
2m,03 y 2m01 + (2 ma + 1) w3. Debido a esto, queda adjun- 
tado al paralelogramo solamente un punto de cada par o cuaterna 
de puntos del contorno congruentes entre sí. El paralelogramo de 
períodos completado con estos puntos, el cual, igual que anterio: 
mente, lo representaremos por As, ma» posee las siguientes propieda- 
des evidentes: 

a) dos puntos cualesquiera distintos del paralelogramo Amy, mẹ NO 
son congruentes entre sí; 

b) para cada punto z” del plano, en el paralelogramo Amy, me 
siempre hay un punto z, y sólo uno, que es congruente con z’. 

Obsérvoso que si f (z) y q (2) son dos funciones elípticas con unos 
mismos periodos 2w, y 2wa, entonces su suma, ri producto y 
cociente (se forma este último solamente cuando el divisor no es 
idénticamente nulo) son funciones meromorfas con los mismos perio- 
dos, es decir, son funciones elípticas. 

En general, efectuando operaciones racionales con cualquier 
cantidad de funciones elípticas f; (2), ..-. fa (2) que tienen unos 
mismos períodos 2%, y 2%; (excluyéndose la división por una función 
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idénticamente nula), resulta una combinación racional de las fun- 


ciones dadas 
Rifi (8), + fa (3), 


la cual sorá una función meromorfa con los períodos 20, y 20a, o 
sea, será una función elíptica. 

— Consideremos también la derivada de una función elíptica f (2). 
Siendo la derivada de una función meromorfa, ella misma es moro- 
moría, Además, de la igualdad 

Í (2+ 2m0, — 2m0) =f (2), 
que se cumple para cualquier z, se deduce que también 
f' (z+ 2m0, -- 2m,05) = f’ (2) 


para cualesquiera z, es decir, f' (z) posee períodos 2%; y 203. En 
resumen, la derivada do una función elíptica también es una fun- 
ción elíptica, 

6.2. Demostremos los teoremas siguientes que expresan las 
propiedades principalos de las funciones elípticas. 


Teorema 41. Una función elíptica f (2) x% const no puede 
ser entera. 

En efecto, suponiendo que f (z) es una función entera, hallare- 
mos que en el paralelogramo cerrado de períodos Á ésta es continua 
y. por consiguiente, está acotada en valor absoluto: 


15) 1<C. 


Como en cualquier punto del plano z' la función toma el mismo 
valor que en el punto congruente z, perteneciente al paralelogramo A, 
la desigualdad obtenida tiene que cumplirse en todos los puntos 
del plano. Por consiguiente, según cl teorema de Liouville, f (z) = 
= const, lo cual contradice a la hipótesis del teorema. 

De la demostración del teorema 4 se deduce que una función 
elíptica f (z) + const tiene por lo menos un polo en el paralelogra- 
mo de períodos. 

La cantidad total de polos pertenecientes a uno de los paralclo- 
gramos de períodos tiene que ser finito (suponiendo lo contrario, 
hallaríamos en el paralelogramo cerrado de poríodos un punto de 
acumulación de polos). 

Junto con el paralelogramo A, consideremos un paralologramo 
D construido sobre otro par de períodos fundamentales: 


20,=m-20,+n-209, 20,=p-201+9-209  mg—np=1. 
A cada polo b €D le corresponde un polo $ € A congruente con 


él, y sólo uno, y recíprocamente. Además, los órdenes de los polos b 
v f son iguales. En efecto, como f (z) es periódica, su desarrollo 
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de Laurent en un entorno de f se convierte en el desarrollo en un 
entorno de b mediante la sustitución de z — b por z — f sin que 
se alteren los coeficientes. De aquí se deduce que Ja suma de los 
órdenes de todos los potos que pertenecen a un mismo paralelogra- 
mo de periodos no depende de la elección de los períodos fundamen- 
tales. Esta suma (la cantidad de polos situados en un paralclogra- 
mo, teniendo en cuenta sus órdenes), se lama orden do la 
función elíptica. 


Teorema 2. La suma de los residuos de una función elíptica 
1 (2). respecto de todos los polos situados en el paralelogramo de períodos, 
es igual a cero. 

Para la demostración, es suficiente observar que la integral 
de f (z) a lo largo de un circuito que contenga en su interior a todos 


20, Lis 
2,205 


La, 
Zo Zoty 
FIG. 43. 


los polos pertenecientes a uno de los paralelogramos de periodos A 
y que no contenga a otros polos, es igual a cero. Si en el contorno F 
del paralelogramo cerrado A no hay ningún polo de Ja función f (2), 
entonces este contorno servirá para la integración. Supongamos que 
en P hay polos de la función f (z). Los que están situados en el lado 
de la derecha o en el lado superior del paralelogramo no se incluyen 
a A. En particular, no se incluyen a Á los polos que pueden estar 
situados en el vértice inferior de la derecha o en el vértice superior 
do la izquierda del paralelogramo A. Por ello, se puede sustituir el 
circhito T por el contorno 1” de un paralelogramo A” con los lados 
paralelos c iguales, respectivamente, a los Jados del paralelogramo A, 
de modo que en T” no haya ningún polo de la función f (2), y en el 
interior de I” estén contenidos todos los polos pertenecientes a A, 
y sólo estos polos (en la fig. 43 los polos están indicados con redon- 
deles). Para esto es suficiente desplazar I por la diagonal del para- 
lelogramo A en dirección desde el vértice 2w; hacia el vértice O 
en una magnitud menor que la distancia desde el conjunto de polos, 
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pertenecientes a A, hasta el conjunto de puntos pertenecientes al 
lado de la derecha y al lado superior. Los vérlices del circuito de 
integración I” los denotaremos con zp, Zo + 204, Za -+ 209 Y Zo + 203 
(si I” coincido con T, entonces z, = 0). Resulta: 


it q sn q atga 
ar jioa= | Odar | fd 
qe zo toto 
4 zu lo zo 
+ $ 14h | HOLA (6.2:1) 
204209 zof20s 


Demostremos que la suma de la primera y tercera integrales 
del segundo miembro, así como la suma de la segunda y cuarta 
integrales, es igual a cero. 

En electo, si la ecuación del lado que une los vértices zp y 
Zo + 2o, es 

2=% +20, 0<t<it, 
entonces 
ira y 
ai 
ar f 1()d== US |- 2011) de. 
E 

La ecuación del lado que une los vértices 294209, 2p-- 20s, 
se puede escribir en la forma 
203+ (202 —209) t = 20 + 203 | 2041, Dutti, dl 


y, por consiguiente, 


ej tos > 
e Fi z f iai- i Í (a 20+ 20,0) dt = 
20209 
1 a 
& -5| fe 2011) de, 
0 


Vemos, pues, que la suma de las dos integrales calculadas es 
igual a cero. Del mismo modo nos convencemos que la suma de las 
dos integrales restantes del segundo miembro de la igwaldad (6.2:1) 
es igual a cero. Por consiguiente, 


4 
= f (2) dz=0 
> 
es decir, la suma de los residuos de la función f (z) respecto de todos 
los polos que están situados en el interior de T” es igual a cero, 
como se quería demostrar. 
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Corolario, El orden de una función eliptica f (z) Hs const 
no es menor que dos. 


En efecto, supongamos que f (z) posee en el paralelogramo de 
períodos un solo polo P y que éste es simple. Entonces. Ja parte 
principal del desarrollo de Laurent de la función f (z) en un entorno 

B 


del punto Ê tiene que tener la forma , donde B es el residuo 


de la función f (z) respecto del punto B. Según lo demostrado en el 
teorema 2, B = 0, de donde se deduce que f (2), en la realidad, no 
tiene polos en el paralelogramo de períodos y, por consiguiente, 
según el teorema 1. f (2) = const. 


Teorema 3. La cantidad de A-puntos de una función elíptica 
f (2) + const, pertenecientes al paralelogramo de períodos, no depende 
de A y es igual al orden de la función elíptica (o sea, al menos es igual 
a dos). 


Para A = œ la tesis del teorema se deduce de la definición 


del orden de la función elíptica. Sea A > oo; recordemos (ap. 3.5, 
cap. 1V), que la integral z moi, tomada en sentido positivo 
a lo largo del circuito que contiene en su interior a todos los polos 
y a todos los A-puntos pertenecientes a uno de los paralelogramos 
de períodos, es igual a la diforencia entre el número de polos y A- 
puntos. Por esta razón, es suficiente convencerse de que esta integra) 
es igual a cero. 

'or circuito de integración tomaremos el circuito I” introducido 
en Ja demostración del teorema 2, exigiendo además que en I’ no 
estén situados los polos de la función f (2), ni tampoco sus A-puntos *). 

La función q (z) = LH siendo una combinación racional 
de las funciones elípticas f’ (z) y f (2), es también elíptica, con los 
mismos períodos 20, y 2ws. Por ello, se le puede aplicar toda la 
demostración del teorema 2 y, por consiguiente, 


1 1 de 
E di= 7 | q) d2 =0. 
p) à 


Con esto se termina la demostración del teorema 3. 


Teorema 4. La suma de todos los A-puntos de una función 
elíptica f (z) = const, pertenecientes a un paralelogramo de períodos, 


*) Si el contorno T del paralelograma A no satisface a estas condiciones. 
entonces lo desplazamos por la diagonal desde 2w» hasta O en una magn 
menor que la distancia desde el conjunto de todos los polos y todos los A-puntos 
del paralelogramo A (para un A fijado) hasta el conjunto de los puntos del Jado 
de la derecha y del lado superior do este paralelogramo. 


231234 
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es congruente a la suma de todos los polos, pertenecientes también a 
un paralelogramo de períodos. 

Para A = oo la tesis es evidente: supongamos que A + oo. Con- 
sideremos el circuito I” que se emplea en Ja demostración del 
AS dz. Según el ap. 3.5, 
cap. IV, esta integral es igual a la diferencia entre la suma de todos 
los A-puntos situados en el interior de T” y la suma de todos los 
polos situados también en el interior de 1”, Por ello, es suficiente 
demostrar que la integral es igual a algún período de la función f (2). 
Representando, para abreviar, los Jados del circuito T” por Y, II, 
111 y IV, de modo que sus puntos iniciales y finales sean: zo Y Za + 
+ 2w, para el segmento I, zo + 20, y za +- 202 para el segmento IF, 
Zo + 203 y 2o + 20: para el segmento III y Zo y zo + 20, para 
ol segmento IV, respectivamente, obtendremos: 


A t th E O MO) 1 PE 
de d= zi paa dit pa 1t- 


y us 
l 1 P p 
2.) TA > + meri (622) 


teorema 3, y formemos la integral z= zu La 
č 


Demostremos que la suma de la primera y tercera integrales 
del segundo miembro, así como la suma de la segunda y cuarta 
integrales, representan unos períodos de la función f (z). En cfecto, 
el segmento I tiene la ecuación z = zp + 20,1, 0K t< 1. Por 
lo tanto 


£ tzot 2011) 


+20 0—A di. 


La ecuación del segmento IIE se puede expresar en la forma: 
2=20 | %o + (20—203) t= z- 20 201, OGG, 
de donde 
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Por consiguiente, 


1 1 (2) LT La Š i 
Ini j 2709-14 Ez dle 70-a a= 


i 
2 ” (za +20; 2 
=— 20, PA de F [En {/ (20 + 2010) — A = 
5 


209 | y FGot20)—A_ 203704 
- a Tone Ln1= 


Tu 
= — 4E 2kni= — 2ko= período de f (2). 


Del mismo modo hallamos que 


1 fo i 
i) dz (i 2 


W ) TO-A zaq = 2o = periodo de f (2). 
r 


Así, pues, 


1 1 9 
a $ zgi Èr lo — 2k = 
donde Q os cierto período de la función f(z). 

El teorema queda demostrado, 

6.3. Para la construcción do las funciones elípticas nos hará 
falta también la siguiente proposición. 

Lema. La serie 


y dE 9 
y ur" (6.3:1) 
donde la sumación se extiende a todos los periodos 
Q = 2ko, + 2log 


(el signo * sobre la suma denota que se excluye el valor Q = 0), 
es convergente si h > 2. 

Obsérvese que todos los periodos Q excepción, distintos de 
cero, están situados en los contornos de ciertos paralelogramos que 
sou semejantes entre sí, con los centros en el origen de coordenadas; 
tres de ellos están representados en la fig. 44, El primero de los 
mencionados contiene en su contorno ocho períodos distintos, 
el segundo contiene diecist Si suponemos que el contorno del 
k-ésimo paralelogramo contiene 8% períodos, entonces, proyectán- 
dolos sobre cl (k -+ 1)-ésimo paralelogramo en direcciones paralelas 
a 20, y 203, obtendremos que a cada período situado en el contorno 
del k-ésimo paralelogramo y distinto de los vértices, le corresponde 
en cl contorno del (k -} 1)-ésimo paralelogramo un período, mien- 


23% 
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tras que a cada uno de los cuatro vértices le corresponden dos perío- 
dos (véase la fig. 44, donde se ha supuesto que k = 2 y la correspon- 
dencia se indica con flechas). Si a todo esto se añaden los cuatro 
vértices del (k + 1)-ésimo paralelogramo, obtendremos en su con- 
torno ocho períodos más que en el contorno del paralelogramo pre- 
cedente, es decir, en total 8 (k + 1) períodos. 


FIG. 44. 


En resumen, la cantidad de períodos crece en progresión aritmé- 
tica con la diferencia 8. Como los paralelogramos son semejantes 
y su situación es homotética respecto del punto z = 0, designando 
con d la distancia del origen de coordenadas hasta el contorno del 
primer paralelogramo, tendremos que la distancia desde el mismo 
punto hasta el contorno del k-ésimo paralelogramo es igual a kd. 
Por lo tanto, para el módulo de cualquier período Q situado en el 
último circuito, se tiene la desigualdad 


IQ|> kd, 
de donde 
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y, por consiguiente, la suma de los términos de la serie (6.3:1} 
que corresponden a todos los 8% períodos situados en el contorno 
del A-ésimo paralelogramo no es superior a 

E 
AE AT 


De aquí se deduce, finalmente, que la suma parcial de los tér- 
minos de la serie (6.3:1) que corresponde a los períodos que están 
situados en el interior y en los lados del k-ésimo paralelogramo, no 
es superior a 


sjo 


k 
4 

23 PT 

1 


1 9 á 
— €s convergente para 2 œ 2; por esta razón, la 
j 


1 
serie (6.3:1) también es convergente para 2 > 2, con Jo cual se 
termina la demostración del lema. 

Si designamos con D el mayor de los módulos de los períodos 
situados en el contorno del primer paralelogramo, hallaremos del 
mismo modo que la suma parcial de la serie (6.3:1) que corresponda 
a todos los períodos situados en el interior y on los lados del 
k-ésimo paralelogramo no es inferior a 


k 
8 4 
wA 


De aquí se deduce que la serie (6.3:1) es divergente si 2 < 2. Así, 
pues, el exponente de convergencia de la sucesión (Q) (los períodos 
son distintos de cero y están ordenados por módulos no decrecientes) 
es igual a 2. 

Del lema se desprende que la serio 


$ 7 (6.3.2) 


es absoluta y uniformemente convergente en cada recínto acotado 
del plano (donde cada vez se excluye una cantidad finita de tér- 
minos de la seric que tienen polos en este recinto). Es suficiente 
suponer que z pertenece a un círculo fijado arbitrario con el centro 
en el origen de coordenadas |z |< R, y considerar los términos 
de la serie que corresponden a los períodos Q que están situados 
fuera de un círculo de radio 2R. Entonces, para estos términos. 


Pero la serie $) 
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<4, y obtenemos la acotación siguiente: 


lá 

a 
5 1 zi 1 1 8 

alma. ( y er <Tep* 


BEN 
El 


de donde, en virtud del lema, se deduce la convergencia absoluta 
y uniforme de la serie (6.3:2). 

Designando la suma de la serie mediante f (z), representémosla 
en ol círculo |z |< R en la forma 


191 >Rk 


> Mot 
Ia- Ys 

12 Sk 
La primera suma del segundo miembro es una función racional que 


tiene un polo de Lercer orden en cada poríodo perteneciente al cir- 
culo |z |< R. La parte principal correspondiente tiene la forma 
1 


La segunda suma solamente se diferencia en un número finito 


(=)? 
de términos de la serie Ý} PEE cuya convergencia uniforme en 
121 >2R 

el círculo |z | < R acabamos de establecer. Por consiguiente, ésta 
es una función analítica en el círculo |z | < R. Así, pues, la función 
Í (2) es analítica en cualquier círculo | z | < R, a excepción de polos 
de tercer orden en todos los períodos pertenecientes al circulo indi- 
cado. Por consiguiente, ésta es una función meromorfa (en todo 
el plano finito). 

Demostremos que 2w, y 2w, son períodos de la función f (2). 
En efecto, 


(6.3:3) 


1(¿+20)= Y) TG)" * 
Pero Q — 2%; también os uno de los períodos dados: Q — 2a; = Q, 
y cuando £ recorre el conjunto de todos Jos períodos dados, Q’ 
recorre también todo este conjunto, puesto que la transformación 
l — 20, = significa un desplazamiento del retículo de perío- 
dos, según el cual éste se transforma en sí mismo. Por lo tanto, la 
serie (6.3:3) solamente se diferencia en el orden de los términos de 
la seric absolutamente convergente (6.3:2), es decir,su suma es igual 
a f (2). La resumen, 


1(6+20)=F() (j=1,3). 


Demostremos que 2w, y 203 es un par de períodos fundamentales 
de la función f (z). En efecto, sea © un período cualquiera de esta 
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función. Como Q es un polo do la función f (2), Q + œ tiene que 
ser uno de los polos, o sea, 
Q4+0=9, 
de donde 
o= QR’ —Q= 2,0, + 2309. 


Por consiguiente, cualquier período de la función f (2) es combi- 
nación lineal de los períodos 2w, y 2w3 con coeficientes enteros 
My y Ma. 

De aquí se deduce que f (z) es una función meromorfa con los 
períodos fundamentalos 2w; y 2w9. 

Por lo tanto, hemos construido una función elíptica que posee 
unos períodos fundamentales prefijados. Cada vértice del paralelo- 
gramo fundamental 0, 201, 202, 204 es un polo de tercer orden para 
f (z). pero de todos estos cuatro pólos solamente uno, el que está 
situado en el origen de coordenadas, se incluye al paralelogramo 
fundamental, mientras que los otros Lres pertenecen a los paralelo- 
gramos vecinos. De esto se deduce que f (z) es una función elíptica 
de tercer orden. 

Obsérvese tamb 


que ésta es una función impar. En efecto, 


TAS 


ay. * 

Pero el conjunto de tudos los números —Q coincide con el conjunto 
4 4 1 ; . 

de todos los Q; por esta razón, la serie D ua se diferencia 


de la serie (6.3:2) solamente en el orden de los términos y su suma 
es f (2). De aquí que 
H—23=-—1(), 

es decir, f (z) es una función impar. 

Partiendo de esta función e integrando se puede obtener una 
Sunción elíptica de segundo orden (par). 

En efecto, sea z, un punto arbitrario del plano y distinto de los 
polos de la función f (z). Integrando término a término la serie 
(6.3:2) a lo largo de alguna curva rectificable y que no pase por los 


polos y que una z, con otro punto z, también distinto de los polos 
de la función f (z), resulta: 


a IO 
pl 


La serie (6.3:4). que se ha obtenido al integrar la serie uniforme- 
mente convergente (6.3:2), también es uniformemente convergente 
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en cualquier recinto acotado, si se desprecia una cantidad finita 
de términos de la serie que tienen polos en este recinto. Por con- 
siguiente, ésta es una función meromorfa que tiene un polo de segundo 
orden en cada punto Q. Escribamos q (z) en la forma 


oO C++ 3 7. (6.34) 


donde la suma se extiende a todos los puntos Q distintos del origen 
do coordenadas, De la última fórmula se doduce que q (2) -+ zh 
es una función meromoría, para la cual el origen de coordenadas es 
un punto regular. Su valor para z = Q es igual a 


O IS) 


Elijamos la constante de integración C de tal manera que este 
valor sea igual a cero. Entonces, restando término a término 
.3:4%) de (6.3:4”), obtendremos: 


+ (+3 emar] 


La función meromorfa que figura entre corchetes se difcrencia 
de ip (z) solamente en un factor constante. Esta función, introducida 
por Weierstrass, se representa por Ẹ(z) (se lec «pe de z», y el signo 

ma signo de Weierstrass). Así, pues, según 


4 X [ler] (8.3:5) 


Jista es una Înnción meromorfa con polos de segundo orden en cada 
uno de los puntos Q (incluyendo el origen do coordenadas). La parte 

q”. P . 1 
principal correspondiente al polo Q tiene la forma Ea: 
Demostremos que esta serie (6.3:5) es absolutamonte convergente. 
En efecto, considerando solamente los términos de la serio para los 
cuales |Q | >2|z |, obtenemos: 


tf 2 
cy Q 
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de donde, en virtud del lema del presente apartado se deduce la 
convergencia absoluta de la scrie (6.3:5). Fácilmente se observa 
que (2) es una función par; en efecto, 


kr 1 
ea [1] 
G [i 1 
+2 lrtor- Em)» 
y la última serie se diferencia de la serie (6. solamente en el 


orden de los términos, por lo cual su suma es $ (z). 
La derivada $'(z) tiene la forma 


e0--+-3 9-20 


es decir, se diferencia solamente en un factor numérico de la 
función elíptica f(z) de períodos 20, y 203, considerada anterior- 
mente. Por consiguiente, 


Y (220 
de donde, integrando: 
Y (120)—9 (3) - Cj. 
Poniendo aquí z= —4, resulta; 
(0) —Y 
o bien, como $ (z) es par: 
C,=0  (=1,3). 
De aquí se deduce que 
Y (+20) = P (2), 


o sea, Y (z) es una función doblemente periódica de períodos 205 
y 203. Del mismo modo que en el caso de la función f (z), nos con- 
vencemos de que 2w, y 2w3 son los períodos fundamentales de la 
función $ (z). De aquí que al paralelogramo fundamental de períodos- 
de $ (z) con los vértices O, 291, 202, 203 se le debe adjuntar solamen- 
te un polo doble en el origen de coordenadas, o sea, $ (z) es una 
función elíptica de segundo orden. 

He aquí un resumen de todo lo que hemos conseguido demostrar: 
$ (z) es una función elíptica par de segundo orden, de períodos funda- 
mentales 2m, y 20s, con polos dobles en todos los puntos Q = 2m,0, + 


+ 2m305 y las partes principales correspondientes de la forma Ta 


De la construcción misma de esta función o directamente de la ecua- 


¿9 (3=0  (¡=1,3), 


Ej, 
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ción (6.3:5) se deduce que la diferencia $ (2) -í se anula para 
z = Ù, La derivada de la función $ (2) 


ro--25 == (6.3:6) . 


es una función elíptica impar de tercer orden, de períodos fundamenta- 
les 2, y 203, con polos triples en todos los puntos Q y con las partes 


principales correspondientes de la forma y 


Estas dos funciones, Y (z) y $” (z), son las fundamentales en 
la teoría de las funciones elípticas. Ambas se llaman funciones 
elípticas de Weierstrass. 

Como el orden de la función $” (2) es igual a tres, del teorema 3, 
ap. 6.1, se deduce que para cada A esta función tiene tres A-puntos 
en el paralelogramo de períodos. Si 4 = oo, estos tres puntos se 
confunden en uno — en un polo triple de la función y” (2). Sou 
A = Ü, ontonees tenemos que obtener tres ceros de la función Y” (2). 

De la relación 


Y (3-9) 
se deduce que 
(wz) = -p (8) —((=1,2,3), 
de donde, para z— wy resulta: 
P (w)= — g (0) 
y como $” (wj), se tiene: 
£(0)=0 (j=1,2,3). 

Hemos obtenido tres ceros w1, ws. (93, pertenecientes al parale- 
logramo fundamental de períodos con los vértices U, 201, 207 y 20a. 
Uno de ellos, œz, está situado en el centro del paralelogramo, y los 
otros dos, œ; y ws, en los puntos medios de los lados. listá claro 
que cada uno de eslos ceros es simple. En caso contrario la cantidad 
total de ceros de $” (z) en el paralelogramo de períodos sería mayor 
«ue tres, lo cual es imposible. Obsérvese que la suma de Jos ceros 
hallados w, + 02 + 03 = 201 + 26 se diferencia de la suma 
de los polos 0 + 0 +- 0 = Ô, en un período, como tiene que ser 
según el teorema 4 (ap. 6.1). 

El orden de la función $ (z) es igual a dos. Por consiguiente, 
para cualquier A existen dos A-punios de esla función en el parale- 
togramo de períodos. Si A = co, ambos puntos se confunden en 
uno — en un polo doble (es decir, en el origen de coordenadas, si 
se trata del paralelogramo fundamental de períodos). Si A tiene 
uno de los valores Y (0;) = ej, los A-puntos correspondientes se 
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confunden dos a dos en los puntos œp (j = 1, 2, 3), puesto que en 
cada uno de ellos $” (w;) se anula, mientras que Y” (wj) + 0, es 
decir, los puntos œ; son dobles para $ (z). Para todos los demás 
valores de A (A = œ, A = e;, j = 1, 2, 3) tenemos que tener 
pares de A-puntos distintos entre sí. Suponiendo lo contrario, obten- 
dríamos que $” (z) tendría ceros en el paralelogramo de períodos 
además de los tres puntos m,, w2 y 03, lo cual es imposible. 

Señalemos la posición de cada par cn el paralelogramo de pe- 
ríodos. Como la función $ (2) es par, se tiene: 


Y(—=2)= $ (2) 


de donde se deduce que 
$(20—23=Y()  (J=1, 2,3), (6.3:7) 


es decir, $ (z) toma valores iguales en los puntos z y 2%; — z, los 
cuales son simétricos respecto do wj. Sea A + œ y A Æ ej; Si zo 
es uno de los A-puntos de la función $ (z), entonces zo ++ 0 y zo % 0). 
Si Zo está situado en el interior del paralelogramo fundamental de 
períodos, entonces 207 — zo también está situado en el interior 
del mismo, simétricamente respecto del centro œz del paralologra- 
mo y, por consiguiente, es el segundo A-punto de la función $ (2). 
Si Zo está situado en el lado que une los vértices 0 y 2%; (j = 1, 3) 
del paralelogramo fundamental, entonces el punto 2w;— zp está 
situado en el mismo lado simétricamente respecto del punto medio 
a; de este lado y, por consiguiente, es el segundo A-punto de la 
función Y (2). En resumen, los A-puntos de la función y (z) para 
todos los valores cumplejos posibles de A están situados simétrica- 
mente respecto del centro del paralelogramo (en el interior de él) 
o respecto de Jos puntos medios de sns lados (en los lados). Los 
puntos que están situados en el centro o en Jos puntos medios de 
los lados son dobles, del mismo modo que es doblo también el punto 
que está situado en el ángulo inferior de la izquierda del paralelo- 
gramo (polo doble). 

En la figura 45 está representada la superficie u = | Ẹ (2) |, 
que os el relieve de la función y (2)*). 

Empleemos Jos resultados obtenidos para estudiar más detalla- 
damente el comportamiento de la función $ (z) en dos casos parti- 
culares importantes. Supongamos primero que 2w, es un número 
real positivo 20 (æ `> 0) y que 20, es un número imaginario puro 
con la parte imaginaria positiva: 2o, = 2i (B > 0). En este caso 
los paralelogramos de períodos son rectángulos. 

` Estudiemos el comportamiento de la función $ (z) en el rectán- 
gulo D: 0<x<«a, 0<y <B, que forma una cuarta parte del 


*) El dibujo se ha adaptado de las «Tablas de funciones» de Jahnke y Emde, 
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paralelogramo fundamental de períodos. Debido a lo demostrado 
riormente, no pueden pertenecer a este rectángulo dos A-puntos 
intos de la función e (2), a excepción de los puntos dobles que 
están situados en los vértices del rectángulo. Por lo tanto, $ (2) 
toma valores distintos en diferentes puntos del rectángulo D, o sea, 


¿ 


es una función univalente en este recinto, Por consiguiente, Y (2) 

transforma D biunívoca y conformemonte en cierto recinto G del 

plano z; además, la frontera del recinto G es la imagen de la frontera 

del rectángulo D (véase el ap. 1.1, cap. quinto). Así, pues, no nos 

queda más que estudiar la imagen de la frontera del rectángulo D. 
Partiremos de la fórmula 


FIG. 45. 


è 1 ë 1 1 
Ye kia) ppt 3 le w_ (Ema 2mpya ]. 


De ésta se deduce que los valores $ (1 +iy) y Y (2— iy) son núme- 
ros complejos conjugados. En efecto, 


a RT 1 = 1 
vto +2 la= u ma F Snip Tamm]: 


Pero los números 2m4 — 2rif para todas las combinaciones posibles 
de números enteros m y n forman, evidentemente, el mismo con- 
junto de números (los períodos de la función $ (z)) que los números 
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2ma + 2niP. Por ello, todos los términos de la última serie sólo 
se diferencian en el orden de los términos de la serie 


i 1 : 1 1 
er ==. Ea Fama] 
y. por consiguiente, 


Y (+) =P (2 iy), 
es decir, Y (24 iy) y Y (2— iy) son números complejos conjugados. 
Hagamos aquí, en partícular, y= 0; obtendremos: 
Y (2) = 9 (2), 
es decir, Y (7) cs un número real para cualquier x real. 
Supongamos ahora que 2=0—iy. Entonces, por una parte 
P (2 | iy) =P (Mi), 
y por otra, 
9 (a+ iy) +- Y (a— iy), 
puesto que los puntos æ +- iy y æ — iy son simétricos respecto del 


semiperíodo w, = &. Por esta razón, los valores y (% + iy) tam- 
bién son reales para cualquior y. 


Observando que 
9 (zip) =9 (z — ip) 


(puesto que 2if es el período de la función g (2)), sacamos la con- 
clusión de que los valores Y (z + iP) también son reales para cual- 
quier x. 

Finalmente, como 


Y (iv) =Y (— iu) 
(puesto que la función $ (z) es par), hallamos que todos los valores 
$ (iy) son reales. 

Por lo tanto, observamos que la función $ (2) toma valores 
realos en los lados del rectángulo de períodos y en sus líneas medias. 
En particular, todos los valores que toma la función $ (z) en los 
lados del rectángulo D son reales. Por ello, cuando el punto z des- 
cribe el contorno del rectángulo D en sentido contrario al del movi- 
miento de las agujas del reloj, comenzando desde el vértice z = 0; 
el punto w = f (z) se mueve de nn modo determinado sobre el 
eje real, comenzando desde $ (0) = oo y terminando en este mismo 
punto. Además, w = Y (z) se desplaza todo el tiempo hacia un 
mismo lado, es decir, no pasa dos veces por un mismo punto. Esto 
se debe a quo los valores de $ (z) en el contorno del rectángulo D 
se toman también una vez en cada una de las partes de sus líncas 
medias y de sus lados que no pertenecen a D. Por lo tanto, varian- 
do continuamente desde —co hasta co, el punto w = $ (2) tiene 
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que describir una sola vez Lódo el eje real. Para los valores reales 
z = z próximos a cero, en la expresión de # (z) predomina el térmi- 


no 3 , de donde se deduce que el punto w parto de +00 y se mueve 


luego por el eje real dirigiéndose hacia —oo (cuando z=iyey 


es pri 


imo a cero, entonces en la expresión de $ (iy) predomina el 
ai 1 pi NES 
término =5). pasando por los puntos intermedios siguientos 


Phn) =p a= plo) =9(04P)=e, Pl0)=P (Bi) = es. 


en el orden en que están escritos. Como este orden es de decreci- 
miento, en el caso dado se tiene: 


>> y 


Como el contorno del rectángulo D se transforma en el oje real, 
este rectángulo se transforma en un semiplano. Pero el rectángulo D 


Y) 


FIG. 46. 


queda a la izquierda del observador que recorre su contorno en el 
sentido indicado. Por lo tanto, el semiplano correspondiente tieno 
que quedar a la izquierda del observador que recorre el eje real en 
dirección de decrecimiento, es decir, éste es el semiplano inferior, 
Por consiguiente, hemos demostrado que la función w = Y (2), de 
períodos fundamentales 2a. y 2fi. transforma conformemente el reclán- 
gulo 0<x<0a, 0<y<B en el semiplano inferior (fig. 46). 
Como Ẹ (z) toma valores iguales en los puntos que son simétris 
cos respecto de Jos semiperíodos, sacamos la conclusión de que 
esta función toma dos veces todos los valores reales del intervalo 
(es, +00) cn el lado del paralelogramo fundamental 0 < z < 22, 
y == Ü, toma dos veces los valores del intervalo (es. e) en la línea 
media x = a, 0 < y < 28, toma dos veces los valores del intervalo 
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(€s, e2) en la línea media 0 < x< 2a, y = p, y, finalmente, Loma 
dos veces los valores reales del intervalo (—oo, e,) en el lado z = 0, 
0<y< 2p. 

Como Ẹ (z) cs una función de segundo orden, enztodos los demás 
puntos del paralelogramo Iundamental ésta toma valores imagina- 


pe 


i i 

i i 

i | 

| 

| i 

1 

f | 

| E E eS 
Dz 


rios. Jin las figuras 47—50 están representadas las gráficas de las 
funciones Y (2), Y (a + iy), P (z + ip) Y (iy), las cuales dan 
una idea completa de todos Jos valores reales de la función g (z) 
en ol caso en que uno do los poríodos fundamentales es real y el 


pizti) 


e £ 


E BOY 


FIG. 48. 


otro imaginario puro. Naturalmente, hay que tener presente que 
la función, por ser periódica, toma estos mismos valores on un 
conjunto infinito de rectas paralelas al eje real o imaginario. 

Veamos ahora el caso en que $ (2) posee un par de períodos 
conjugados 20, = 2a — 2bi y 2wa = 2a + 2bi. Entonces, los para- 
lelogramos de períodos son rombos cuyas diagonales son paralelas 
al eje real e imaginario, respectivamente, 

Wn este caso $ (z) también posee un período real 4a = 2w; + 
+ 20, y un período imaginario puro 4bi = 2w, — 204. Pero, a 
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pizrip) 


FIG. 49. 
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diferencia del caso anterior, estos períodos no son fundamentales, 
puesto que el rectángulo construido sobre los lados 4a y 4bi con- 
tienen en su interior (en su centro) un período, precisamente 2a + 2bi 
(fig. 51). 

De un modo semejante a lo que se hizo anteriormente, de la fór- 
mula 


” A 1 e 1 
rr t A le bimi apia 


deducimos que 


P (x> iy)— P (2—iy). 


De aquí, en particular, se deduco que 
Y (o) - Y (2), 


es decir, que $ (+) es real para cualquier x. 
Por otra parte, 


Y Qaz iy) =p (Qa—iy) y Y (a+ iy) =P (3a— iy) 


(puesto que los puntos 2a + iy y 2a — iy son simétricos respecto 
del semiporíodo wa = 2a). Por ello y (2a + iy) también toma 


piz) 


al 


D 


S 
y 
s 


ba Sa 


FIG. 52. 


valores reales para cualesquiera y. Así, pues, $ (z) toma valores 
reales en cada una de las diagonales del rombo. En el segmento 
0z 2a, y = 0 decrece desde -+o hasta Y (w2) = Y (2a) = es 
y después en el segmento x = 2a, 0 < y < 2b continúa decreciendo 
desde ez hasta —oo. De aquí se deduce que Ẹ (z) toma dos veces 


241234 
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cada valor real mayor que ez en la diagonal del paralelogramo fun- 
damental situada en el eje real, y toma también dos veces cada 
valor real menor que e, en la diagonal del paralelogramo (del rombo) 
que es perpendicular al eje real. Por lo tanto, en los puntos del 
paralelogramo fundamental que no están situados en la diagonal, 


pla +y) 


WT 


FIG. 53. 


osta función toma valores imaginarios. En particular, son imagi- 
narios y, además, conjugados, los números 
=9(0)=9(U—b) y e=8(0)=9(0+01). 


Como (z) es periódica, en el cje imaginario esta función 
también toma valores reales 


Y (iy) = p (2a+1(y+20)1. 
En las figuras 52—53 están representadas las gráficas de g (x) 
$ Qa + iy). 
6.4. De la fórmula (6.3:5) es fácil obtener el desarrollo de la 
función y (z) en serie de Laurent en un entorno del origen de coor- 


denadas. Con este fin, desarrollemos la función cn =- a (Q +0) 
en serie de potencias de z: 
1 - zy nti yn 
E=ay a a [(U— 1]- y po 


La última sorie es convergente en el círculo | 3 i <12 |. De aquí 
se desprende para $ (z) el siguiente desarrollo en serie de potencias 
de z 


o 


=4 H2 t D retn) Y rH 
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el cual es convergente en el recinto Ô < |z | << ô (6 es el menor de 
los módulos de los períodos distintos de cero; la reducción de los 
términos semejantes es legítima, debido a lo dicho en ol ap, 7.1, 
cap. II). 

Como la función $ (z) es par, todos los coeficientes de las poten- 
cias impares de z tienen que ser iguales a cero. Por ello 


19 (2) = Here eee Hiaml" A (6.4:1) 
donde 
cn=(2m+1) Sa (6.4:2) 
Derivando término a término (6.4:1). tendremos: 
Y ()=-— e + eg e Ma (64:9) 


Apliquemos los desarrollos hallados para obtener una relación 
algobraica entre Y (z) y $” (z). El método que utilizaremos con- 
siste en formar una combinación racional sencilla de las funciones 
Y (z) y Y (z) que no tenga polos en el paralelogramo fundamental. 
Tal combinación, si se consigue construirla, tiene que set una fun- 
ción elíptica sin polos y, por lo tanto, constante (teorema 1, ap. 6.2). 
Escribiendo esto, obtendremos la relación pedida. Observando 


que la parte principal del desarrollo de y” (z) es — 2 y que la parte 


principal del desarrollo de $ (z) es a formemos primero la com- 
binación 
19 (3419 (9. 
Reemplazando aquí $ (2) y Y (2) por sus expresiones (6.4:1) 


y (6.4:3) y elevando a las potencias indicadas las series absoluta- 
mente convergentes respectivas, hallaremos que 


AS t.) e 


4 (AHR Hat) ú 


ER Ba... 


z 


(los términos no escritos contienen potencias no negativas de 2), 


Añadiendo a la expresión considerada el término 20c, $ (2), 
resulta: 


19" (2)? —4 [9 (6) 1* + 20c28 (2) = —280 +... 


Esta es Ja combinación pedida. El primer miembro representa 
una función elíptica que no tiene polos en el paralelogramo funda- 
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mental de períodos. Por consiguiente, ésta es una constante. Pero, 
como muestra el segundo miembro, para z = ( el valor de la fun- 
ción es —28c,. Por la tanlo, 


IP (2)1?—419 (2) + 200,9 (2) = — 28c4, 


o sea, 


19 (2)? = 419 ()P — 20028 (2) — 2804» 


Hemos obtenido una ecuación diferencial de primer orden, a la 
eual satisface $ (z). Los cocficientes 20c, y 28c, se designan con g: 
Y ga, respectivamente, y se llaman invariantes de la fun- 
ción Y (2). 

La última denominación se debe a que gz y ga no dependen de la 
forma en quo se hayan elegido los períodos fundamentales de la 
función $ (2). 

En efecto, de las fórmulas (6.4:2) se deduce que 


g=200=60 0) o g= 28e =140 NL, (6:4:4) 


o soa, g2 y Ea se expresan en forma de sumas do series absolutamente 
convergentes (véase el lema del ap. 6.3), extendidas al conjunto 
de todos los períodos de la función $ (z) que son distintos de cero. 
Mas este último conjunto es el mismo para cualquier par de períodos 
fundamentales de esta función que sean elegidos. 

Escribamos definitivamente la ecuación oblenida en la forma 


19 (DP =419 (1 — 829 (2) — 83 (0.4:5) 
o bien, haciondo Y (2) = w, 
[E] = igw Es. (6.4:5) 


La ecuación hallada se puede expresar en otra forma. Obsérvese 
que 9” (z) posee los ceros ws, 62, Wa. Por consiguionto, el polino- 
mio 4u — gaw — ga tiene que anularse para w; = Y (0; = e; 
(į = 1, 2, 3). Por ello 

4u — gaw — gs = 4 (w— es) (w— e3) (w— e3), (6.4:6) 
Y, por consiguiente, la ecuación (6.4:5) adquiero la forma 
19 (91 =418 (2) —e 119 (9 —e2) 19 (2) —esl. 

Como es, eg y e, son números distintos entro sí, el discrimi- 

nante de la ecuación cúbica 
lu go — ga 0 
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tiene que ser distinto de cero, es decir 
AL (2276) = (ees)? (ee (1—0) 0). (84:7) 


Obsérvense también las siguientes fórmulas que se desprenden 
de las relaciones (6.4:5) y (6.4:6): 


el ea pe=0, 


bertee Heem mt, (6.4:8) 


tr =£ y 
La ecuación (6.4:5') proporciona para cada w dos valores de w" 
que se diferencian entre sí sólo en el signo. Esto último concuerda 
con ol hecho de que Ẹ (2) no varía al sustituir z por —z, mientras 
que Y” (z) cambia el signo. No obstante, $” (z) es una función 
uniforme de z. Por ello, en la relación 


v () VIP OEP ()—85 (6.4:9) 


entre los dos valores de la raíz cuadrada se debe elegir cada vez 
uno de ellos (el que da el valor de g” (2). 

Consideromos alguna curva rectificable y que una algún punto 
zo con otro punto z y que no pase por Jos polos de la función $ (2). 
Escribiendo (6.4:9)¿cn la forma 


e integrando a lo largo de y, obtenemos: 


E aý (a) 
Y Vir OP ey O= 


Si la imagen de la curva y en el plano w cs la curva Y (y) = P, 
la cua) une los puntos wa = $ (zo) y w = Y (z), entonces la últi- 
ma expresión puede también representarse en forma de la integral 
a Jo Jargo de F: 


2—2% 


z—a= Í de 


e VPO 


Esta integral determina una función multiforme de w. En efecto, 
el valor de la integral a lo largo de distintos caminos T que unan ty 


*) Véase, por ejemplo, A. G. Kurosch, Curso de álgebra superior, 
Fditorial Mir, Moscú 1968, págs. 352—354. 


374 CAP. VII. FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORFAS 


y w siempre será el mismo, si los caminos en cuestión pertenecen 
a un mismo recinto simplemente conexo que no contenga a los 
puntos singulares de la función subintegral e,, ez y ez (en cada uno 
de estos puntos la expresión subradical se anula). Mas no se puede 
afirmar ya que los valores de las integrales serán iguales para dos 
eaminos entre los cuales esté situado uno o varios puntos eli = 
= 1, 2,3), pues a un mismo valor de w = # (z) le corresponde 
un conjunto infinito de valores distintos de z. Todos ellos están 
contenidos en la fórmula 


z 


+7 -}2mo, +2n03, 


doude 2” es alguno de los w-puntos de la función Gl) ymyn 
son números enteros arbitrarios, Uniendo z, con uno de estos puntos 
zdela curva rectificable y y tomando la integral desde Vaz 
a lo largo de la imagen $ (y) = F de csta curva, obtenemos como 
valor de la integral el número correspondiente z — Zo. 


Cuando zp! tiende a cero, 10, = Y (zo) tiende a oo y como la 
integral impropia 


[a dt 
y ViB=gt—=g3 


es convergente, resulta 


== (6.4:10) 


d ViB= 85 


En esta igualdad w = Ẹ (2) y el valor de la raíz cuadrada bajo 
el signo integral tiene que coincidir con @' (z). De la fórmula (6.4:10) 
se deduce que la función g (2) es inversa respecto de la integral 
(04:10). Esta última se llama integral elíptica de 
primera especie en la forma normal de We er- 
strass. 


En genoral, se llaman integrales elípticas las de 
la forma 


x 
| REV aTa a de, 
A 


donde R (t, v) es una función racional y el polinomio bajo el signo 
de la raíz cuadrada es un polinomio do cuarto grado (a, + 0) o de 
tercer grado (a, =0, az +0). 
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La denominación de integrales elípticas es debida a que la lon- 
gitud del arco de la elipse se expresa por ellas. En efecto, la longitud 


del arco de la elipse Z-+L =1 se expresa por la integral 


x x 


t= (varmis 


donde 


E 


Eo 


Wsta es una integral elíptica. 

De las integrales, la denominación citada se extendió a las 
funciones que son inversas respecto de las integrales elípticas. 

Poniendo en la fórmula (6.4:10) z = w; y observando que w = 
=P (0, = ej, resulta: 

y : 
t A 
o, f VET i (8.4:11) 


En estas fórmulas se deben lomar como caminos de integración 
Tas imágenes de cualesquiera curvas reclificables que unan el punto 
z =() con los puntos (1, 2 y 0), respectivamente. Si en ellas se 
emplean caminos de integración arbitrarios que unan el punto oo 
con el punto ey, entonces en el primer miembro resultarán distintos 
semiperíodos de la forma œ; + 2mo, + 2n07, donde m y n son 
números enteros arbitrarios. En este caso, la elección de tal o cual 
valor de la raíz cuadrada no es esencial, puesto que esto solamente 
influye en el signo del somiperíodo. 

6.5. En el ap. 6.4 se demostró que cada función w = Y (z) es 
solución de la ecuación diferencial 


(FY agw 


donde ga y ga son los invariantes de Y (2). 

Empleando esto se demuestra fácilmente que los invariantes 
determinan univocamente la función $ (2), es decir, que no pueden 
existir dos funciones distintas Ẹ (z) con unos mismos invariantes. 
Está claro que es suficionte establecer la unicidad de la solución 
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analítica de la ecuación dada que satislace a la condición inicial 
9 (0) = œ. 

En ofecto, sea Zo algún punto que no sea semiperíodo de y (z) 
y sea w = p (z) una función analítica en un entorno de zg que satis- 
faga a la ecuación en cuestión y a la condición inicial q (0) = oo. 
Entonces ésta puede expresarse en la forma: 


e()=8$!1s(2), 
doudo s(2)=$" (2) es una función analítica en un entorno de 
Zo. Se tiene: 
[2] 9 e (9 es 


pues (2), según la condición, es solución de la ecuación 
dada, Por otra parto, q (z) satisface a la misma ecuación; por ello 
4 ap)? f aË (72 [de y? aa 

(EL) eoe O0- 
Comparando ambos resultados obtenemos: (1 de donde 


de 
s= 4 24-C” y, por consiguiente, 
90)=9(x 2 +0) =9 +0). 
Si se exige [que la función tọ (z) satisfaga además a la condición 


p(0)=00, entonces resulta que C es un período de la función 
Y (2), o sea, 


pl) =£ (2). 


Ahora surge Ja siguiente pregunta natural: ¿se puede afirmar 
que a cualquier ecuación diferencial de primer orden 


(E marear 


dondo g” y g” son unos números complejos dados, siempre satis- 
face alguna función elíptica de Weierstrass w = Ẹ (2)? Evidente- 
mente, a los números g” y g” es necesario imponer una restricción, 
a la cual tionen que someterse los invariantes de la función de 
Weierstrass, a saber: 


gg 40. 


¿Pero es suficiente sólo esta condición? 
La resolución de esta cuestión representa el llamado proble- 
ma de la inversión de una integral elípti- 
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ca. En efecto, se trata de demostrar que la función inversa de la 


integral elíptica 
w 


x es f VA 


es una función elíptica w = Ẹ (z) con Jos invariantes g” y g”” 

El problema de la inversión quedaría resuelto si demostrásemos 
la existencia de unos números complejos 2w" y 2w", cuya razón 
no sca un número real y que satisfagan a Jas ecuaciones: 


m f 1 m y 1 
lr CI A: 


En efecto, construyendo una función $ (2) de períodos funda- 
mentales 20” y 20”, podríamos afirmar que sus invariantes coin- 
ciden con los números dados g” y g” y que, por consiguiente, satis- 
face a la ecuación diferencial propuesta. 

Aquí nos limitaremos a resolver el problema de la inversióm 
en el caso más sencillo y, a la vez, más importante para las aplica- 
cionos, en que g” y g” son números reales, 

Se distinguirán dos casos: 


a) A=(g7—2187)>0, hb) Amal) <0. 
En cl caso a) todas Jas raíces de Ja ccuación 
4 — g"t— g" =Ù 


son reales y distintas. Designémoslas mediante e”, e”, e”, eligiendo 
estas notaciones de tal modo que se cumplan las desigualdades 


e e 
Observando que el polinomio 
40—g ig =4 (te) (e) ((—e") 


toma valores reales para £ real y, además, positivos si t>e” 
y negativos si t< e”, hagamos: 


= j äi = T u 
Lya gete p VUS ESN Ee 
e TY è 


e A 


”=f de ai f de i 
4y e 22 YUU" H 
(6. 
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Evidentemente, o” es un número real positivo, mientras que o” 
os un número imaginario puro con la parte imaginaria positiva. 
Tomemos w' y œ” por semiperíodos de la función elíptica y (2) 
y demostremos que esta función representa la solución del proble- 
ma planteado, es decir, que posee los invariantes g” y g”. 

Transtormemos previamento las fórmulas (6.5:1). En la prime- 
ra de ellas introducimos una nueva variable t >Q bajo el signo 
«de la integral según la fórmula 


l= + 


y 


Observando que a los límites de integración e” y oo las corres- 
ponden ahora los límites nuevos 1 y 0, obtenemos: 


Peer 
7 


7 
i ay (ee (—t3) (<= 1) 10 
H 


0 


dí 


o= 


7 


dr 
Vi ae y 


donde 


Análogamente, sustituyendo primero en la segunda de las fór- 
mulas (6.5:1) £ por —£, hallamos: 


dt 


e (1>0) 


y efectuando los cálculos necesarios, obtenemos: 


f SE 
= $ VOe km) 
aK 


dondo 


=14—k <1. 
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De las fórmulas oblenidas se deduce que 


de 
f VaLa k) 


Cuando k* crece desde O hasta 1, Ja integral que figura en el 
1 
de 


numerador crece desde iv =% hasta el infinito. En este 


caso k'* = 4 — k? decrece desde 1 hasta O y, por consiguiente, el 
denominador decrece desde el infinito hasta 5 De aquí que la 
razón e crece desde O hasta oo, pasando por todos los valores 


positivos cuando /* = crece desde O hasta 1. 


Por esta razón, a cualquier valor de la razón e dado a priori, 


le corresponde un valor de k? comprendido entre O y 1, y sólo uno. 


Determinando k? por los valores dados de wœ y œ”, de la fórmula 
1 


de ii 
= | r i 
| Vase aea) 
hallamos e” — 


. Por ello, se puede suponer conocido también 
e” — e" = (e' — e”) kè y, finalmente, empleando la relación e' 4- 


+ 0” +e" = 0, obtenemos cada uno de los números e”, e” y e”. 
En resumen, dando a priori los valores de las integrales 


Veze 


e 
de 


v- f y ef 
a r r === 
Ying te E vy i a 8") 


(do modo que œ y Z sean números positivos), podemos determinar 


univocamente los valores de las raíces e', e” y e” de la ecuación 
48 — gt — g” =0 y, por consiguiente, también los valores de 
los coeficientes g” y g”. Utilizaremos esta observación para demos- 
trar que los invariantes gə y g3 de la función construida f (z) 
coinciden con los números g” y g”, con lo cual se termina la resolu- 
ción del problema de la inversión en el caso considerado. 

En el ap. 6.3 ya se estudió la función $ (z) con un período real 
y Otro imaginario puro, y nos convencimos que w = Y (2) Loma 
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valores reales y decrece desde co hasta e, =$ (w') cuando varia ` 
a lo largo del eje real desde ( hasta o”. 

Designando con ga y ga los invariantes de la función Ẹ (2) y 
observando que $” (z) toma valores reales negativos para 0 - “2 = 
=x<o0', obtenemos: 


L! o= -VeA e 


de donde 


A f de 
w= E 
i VIP 585 
Análogamento, $ (z) toma valores reales y crece desde —oo 
hasta es cuando z = iy varía desde O hasta œ” a lo largo del eje 
A N de (2) 
imaginario. Además, la derivada ¿2 = 
imaginarios puros con partes imaginarias negativas. Por lo tanto, 
para z = iy, donde ( < y <% obtenemos: 


de (iu) a pi 
1 toma valores 


9 (y) = — i V — (19 (Pe (1) —80), 
de donde 


ari de 
e. j Va 
E Eat — ga) 
Como, según lo demostrado, los valores de los coeficientes del 


polinomio subradical se determinan unívocamente por los valores 
de las integrales consideradas 


w= f Gs laz 
pr A VAT 
y Ce t3— gl — 83 


e, 
" dt ; de 
=1i = ` 
w i VANA , Fe V —45—gt—g9) 


resulta ga= 8" y ga=8”, con lo que se termina la demostración 
en el caso a). 
Consideremos ahora el caso )). Aquí la ecuación 
140 =0 


tieno que tener una raíz real e” y dos raíces imaginarias conjugadas 
eye. 
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Elijamos las notaciones de tal manera que la parte imaginaria 
de la raíz e” sea positiva. Observando que el polinomio 


4 gig" 4 (te) (t— e) (t—e") 


toma valores reales para t real y, además, positivos si ¿>e” 
y negativos si t< e”, hagamos: 


10 EN E 
o ) YEE 
y (6.5:2) 


Š 
dt di 

Bi = z . 

pi j Y 00-415 rota J 


Aquí a y B son números reales y positivos. Construyamos una fun- 
ción elíptica € (z) de períodos 2%o' =œ — ip y 2o" =a + ¿B 
y demostremos que ésta representa la solución del problema de 
inversión planteado, es decir, que posce los invariantes g” y g". 

Transformemos previamente las fórmulas (6.5:2). Hagamos en 
la primera de ellas la sustitución de la variable 


t=” 4 (>00). 
Obtendremos: 


en f 2r dr =f dr 
» 2VARI MTI H Ye FAM Ame”) 


Hagamos e” —e =pel? y, por consiguiente, e” —e”=pe-19, donde 
0<q<x. Entonces tendremos: 
o 


ar $ A AA 
y Yet cos pHo" 
o finalmento, haciendo t= }/pt: 
iel A 
Vitlacos opi 


Del mismo modo, sustituyendo primero en la segunda de las 
fórmulas (6.5:2) £ por —+!, hallamos: 


de 
ps A VITARA 
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y haciendo después 
=—7 +t (>O 
y efectuando los cálculos necesarios, obtenemos: 


m f de Si de i 
y MAP MPAA]; VA copt 


Finalmente, haciendo aquí t=) pt, resulta: 


- E de 
PVo= f Yran ospi 


De las fórmulas halladas se deduce que 


g 


y VEH cosphi 
A 


î de 
y Vni cos q +1 


Si q varía en el segundo miembro desde O hasta xt, cos y decrece 
desde 1 hasta —1 y, por consiguiente, la integral que figura en el 
numerador crece desde i == 5 hasta el infinito y la integral 


dt 
Fa 
0 


que figura en el denominador decrece desde œ hasta 5 De aqut 
se deduce que la razón g erece desde O hasta oo y, por consiguiente, 
a cada valor de la razón £, dado a priori, le corresponde un valor 


único g entre los límites 0 y xr. 
Determinando q por los valores dados de « y f y poniéndolo 
en la expresión de a, hallamos: 


o 
va de 

= | y===== :0. 
Po Í MES cospi 


Por consiguiente, los valores de p y q se determinan univoca- 
mente por los valores dados de œ y f. Por lo tanto, se determinan 
unívocamente las diferencias e” —e” y e” — e” y luego, mediante 
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Ja relación e + e" + e” = 0, todas las tres raices e', e” y e” de 
la ecuación 4 — gl — g” =0 y, finalmente, sus coeficientes 


En resumen, dando a priori Jos valores de las integrales 


E di E dl 
le A A 
rl: 
BARA r 
p Ver 2 Yyang 
(de modo que æ y f sean números positivos) se pueden determinar 
unívocamente los coeficientes g” y g” del polinomio 4# — g"t — g". 
Utilizaremos esta observación para demostrar que los invariantes 
Le y ga de la función analítica que hemos construido coinciden con 
los números dados g” y g”. 

En el ap. 6.3 ya se estudió la función $ (z) en el caso on que 
ósta tiono un par de períodos fundamentales conjugados œ — iĝ 
y a +i, y nos convencimos que w = f (2) toma valores reales 
y decrece desde +o hasta e, = Ẹ (a) cuando z =x recorre ol 
segmento del eje real desde O hasta œ. Observando que la derivada 
$" (x) tiene quo tenor on este caso yalures reales negativos, obte- 
nemos: 


V = -VE O gg Es 
de donde 


e 
Y f dt 
o T VBen ss 


Análogamente, $ (z) loma valores reales y decrece desde ez 
hasta —oo cuando 2 = % + iy recorro el segmento de la recta para- 
lela al eje imaginario desde el punto œ hasta el punto œ -l- ip. 
Además, la derivada 


aya _ g2 a+iv) 
=P, 
E dy 
toma valores imaginarios puros con la parte imaginaria positiva. 
Por ello, para 2=ú—iy, donde Ù< y< ĝ: 


P (al iy) =i y METE (a EE), 
do donde 


rea | 
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¡Como, según lo demostrado, los valores de los coeficientes del 
«polinomio subradical se determinan imívocamonte por los valores 
de las integrales consideradas 

a 


i de de 
a=] 3, E ; 
e VE — VE 
AS } 


fo 


e e 
ee de e dt 
pea A y-er eien D j. Yere e) p 


resulta g2 = g” y ga = g”, con lo cual se termina la demostración. 

Del estudio realizado se deduce, en particular, que si los inva- 
riantes ga y gs de la función $ (z) son números reales, entonces 
% (2) posee o un par de períodos fundamentales, uno de los cuales 
es real y el otro imaginario puro (si el discriminante A es positivo), 
o posee un par de períodos fundamentales conjugados (si el discri- 
minante es negativo). En efecto, en cada uno de estos casos w = 
= f (2) representa la in ersión de la integral elíptica 


w 
i de 

1= | === 
d VAB- enga 


y, por consiguiente, según lo demostrado, o posee un par de 
períodos fundamentales de la forma 


a "y 
dt de 
20; == y Ly — 
E 1 -yinga y É E d ar s2—50) 


(cuando A>>0), o es un par de períodos fundamentales de la forma 


a 
di de 
e. e 
p e VB pa 
A 


a—if= f w él į MENNE. Se 
po ye VO et E 


(cuando A < 0). 

Obsérvese, finalmente, que la condición de que sean reales ambos 
invariantes es necesaria y suficiente para que la función @ (z) 
tome valores reales en el eje real. 

En efecto, si ga y ga son números reales, entonces, como acaba- 
mos de ver, Y (z) o posee un período fundamental real y el otro 
imaginario puro, o dos períodos fundamentales conjugados, En cada 
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uno de estos casos, como se mostró cn el ap. 6.3, y (z) toma valores 
reales en el eje real (y también en el eje imaginario). 

Recíprocamente. si $ (z) toma valores reales en el eje real, 
entonces el polinomio 


418 (929 (2) —2:=10" (212 


también toma valores reales para 2=x. Por ello 


Y (x) Im g2-- Im g¿=0 
para todos los valores reales do x, de donde 
Im ga =m g3=0, 


O sea, ga y g, son números reales. 

6.6. Si se comparan las funciones doblemente periódicas con 
las simplemente periódicas, entonces, como analogía de la función 
Y (2), la cual tiene un polo doble en cada uno de los períodos Q = 


2mo, + 2nw3 con la parte principal a» se puede señalar 
la función cosec? z, la cual también posee un polo doble en cada 


n da 1 
uno de sus períodos w = nx con la parte principal Es Entro 


las funciones trigonométricas hay también funciones más simples 
que cosec? z y que están estrechamente ligadas con esta función: 
tales son: cotg z con polos simples en cada uno de Jos períodos œ 


y con las partes principales correspondientes 3 y sen z con ceros 


simples en cada uno de los períodos. En lo que se refiere a Jas rela- 
ciones de estas funciones con cosec? z, dejando a un lado las relacio- 
nes algebraicas, se tiene, evidentemente: 


(cotg 2)" = —cosec? 2 y (Ln sen 2)' = cotg z. 


Entre las funciones elípticas no pueden existir funciones con 
polos simples en los períodos (y que no tengan otros polos más), ni 
funciones enteras. Sin embargo, sin exigir que sean elípticas, se 
pueden construir funciones que estén ligadas con Y (z) del mismo 
modo que Jas funciones cotg z y sen z están ligadas con cosec? z. 
Ahora nos dedicaremos a definir y analizar las funciones que son 
análogas a cotg z y sen z, las cuales desempeñan un papel impor- 
tante en todos los cálculos con funciones elípticas. 


251234 
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La función análoga a cotg z es la función ¢ (1) theta-fun- 
ción de Weierstrass”), definida por las siguientes con- 
diciones: 


actas del MS . 
LOr=-e( y im[to-]-0. (6.6:1) 


Esta función puede expresarse también en la forma: 
z 


0-+=-j [o-i] 


donde la integración se efectúa a lo largo de cualquier curva recti- 
fiecable que no pase por los puntos Q 0. Reemplazando $ (z) 
por su desarrollo en fracciones simples e integrando término a tér- 
mino, obtenemos: 


-j D [eat] S [+ 5. 


v 


ta- 


o sea, 
1 yde! FE E 
c+ Y tot) wia 
La función £ (z) es meromorfa y tiene polos simples en los puntos 
£=Q con las partes principales correspondientes ¿7 . 
Fácilmente se observa que £ (z) es una función impar. lùn efecto, 
6) +E—21 E (2) E (2) =-—8 (2) + 4 (2) =20 
y. por consiguiente, 
+3 =C, 
0 sea, 
t 1 
Eo-+]-ca++]=c. 
Para z—>0 el primer miembro tiende a 0; por consiguiente, 
C=060 y 
t(—3)=—8 0). (6.5:3) 
*) No hay que confundirla con otra theta-función que desempeña un papel 
importante en la teoría de los números y que se define mediante la serie de 
Dirichlet: € ()= 3+ (osta scrie es convergente en el semiplano Re z > 1). 


$ 
Fsta última función fue introducida en la ciencia por Euler; sin embargo, por 
tradición, esta función se llama ordinariamente theta- función de 
Riomann. 
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Obsérvese también que 
E (420)—86)1=8 (420) (2) = ()—$9 (2+ 20) =0, 
por lo cual 
¿6+20)—5()=2, (j=1, 2 3) (6.6:4) 


es decir, cuando z varía en 2w, la función ¢ (z) varía en una cons- 
tante aditiva 2n,. Entre las cantidades 2%; y 21, existen unas rela- 
ciones muy simples. Para deducirlas integraremos la función ¢ (2) 
a lo largo del contorno y del paralelogramo con los vértices — oz, 
01 — 03, 02, — 01 + (03. Como ¢ (2) tiene en el interior de este 
paralologramo un polo único z = 0 con el residuoY1, se tiene: 


IS 2ni. 
v 


Por otra parte, esta misma integral puede expresarse en forma 
de una suma de dos diferencias de integrales, extendidas a los pares 
de lados opuestos del paralelogramo: 


1 1 
[E 0:—0+ +20) 204 de— | E(—0,+ 69 + 201) 204, 1] + 


4 1 
+[[ toost Zos 203 dt— | (0,034 205) 209 dt]. 
0 


y 
En virtud de (6.6:4) esto puede expresarse on la forma 


— hams + 40991 
de donde 


203: — 20,94 = Mi. (6.6:5) 
Observando que 2w: = 20+ 20; y 
2na =E(2— 209) —E (2) = [$ (24 201 + 20a) — (2+ 209)] + 
+I + 203) — t (2)] = 21: + 29, 
obtenemos de (6.6:5) las siguientes relaciones: 
Lomo — 20m = — ai, 20m — 2om= — ni.  (6.6:5) 


Las igualdades (6.6:5) y (6.6:5') se Haman relaciones de 
Legendre. 
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Construyamos ahora la función análoga a sen z. Esta función 
se representa por o (z) (sigma-función) y se define del 
modo siguiente: 

dlng()_0()_ 
de "O 


Para osta función se tiene: 


=b) y lin 22 1, (6.6:0) 


et bo-+]a= 5 [tn (1-5)+4+25]- 


Kg 
de donde 


a(z) =zexp {Í [z (-+] ds) =at (1-4) Aa, (6.0:7) 


Hemos obtenido un producto infinito, extendido a todos los 
Q +0. De esta representación se ve que øg (z) es una función entera 
con ceros simples en los puntos Q = 2n6, + 2m03. 

Su orden es igual a 2, puesto que el exponente de convergencia 
de la sucesión de sus ceros es igual a 2 (véase el ap. 5.3). 

Obsérvese que 


0(—2)= -2 { f [e m-4] da) =—20xp { ¡[sto-2Ja) 


(aquí se tuvo en cuenta que la función £(z) es impar); por lo 
tanto, 
o(—2> —0 (2), (6.6:8) 


es decir, 0 (3) es una función impar. 
De las fórmulas (6.6:6) y (6.6:4) se desprende que 
0 (6420) ot) 5a 
serar o (=1,23, 


de donde, integrando: 
0(:+20)) 


La — a 


= 22 — ĉj, 
o sea 
o (2-20) = 0 (2) 29944, 


Pongamos aquí 2=—oy; entonces, teniendo en cuenta que la 
función a (z) es impar, se tiene: 
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Por consiguiente, 
o(2-20)=—0 (8 ete) (¡=4, 2, 3). (0.6:9) 


En resumen, cuando z varía en 2oy la función 0,(z) adquiero 
el factor exponencial. 

6.7, Cualquier función elíptica puede expresarse en forma finita 
mediante las sigma- y theta-funciones. Aquí consideraremos las 
funciones elípticas de períodos fundamentales 2%; y 2o3 y las fun- 
ciones ¢ (z) y o (2) que se construyeron partiendo de estos períodos 
fundamentales. 


Teorema 1. Sea f (2) una función elíptica de orden n y sean 
Otro. Un Y Br». -+ Pn Sus ceros y polos, respectivamente, (escri- 
tos de acuerdo a sus órdenes de multiplicidad) pertenecientes al parale- 
logramo fundamental de períodos. Entonces 


=ç eola) 6.7:4 
A TO ia 


donde C es una constante y Pa = (%1 +... + an) — (Bit... 
ee t Bai) >). 


Demostración. Como o (z) tiene polos simples en todos 
los puntos Q = 2m6w, + 2nw, la función o (z — c) tiene un polo 
simple en cada uno de los paralelogramos de períodos: en el punto c 
dol paralelogramo fundamental y en todos los puntos que son con- 
gruentes a él. De aquí que 


a) = LE) + 0 (24m) 
AO PD... 0(0—Bm 
es una función meromorfa que tiene n ceros y n polos en cada uno 
de los paralclogramos de períodos de la función f (z), los cuales son 
congruentes a los ceros y polos de la función f (z) situados en el 
paralelogramo fundamental. Obsérvese que, en virtud del teorema 4, 
ap. 6.2, Prh—Br=(0+-.+0)—(Br+--- + Ba) es uno 
de los períodos de la función f (z) y, por consiguiente, Bh es congruen- 
te con Ên. De aquí se deduce que los ceros y polos de la función 
q (z) coinciden con los ceros y polos de la función f (2) en cada para- 
lelogramo de períodos. 

Cerciorémonos ahora de que q (z) es doblemente periódica y, 
por consiguiente, es una función elíptica. En efecto, según las fór. 


*) Obsérvese que en el último factor del denominador en la fórmula (6 7:1) 
el número fp se sustituye por gy: (Note del T.) 
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mulas (6.6:9) 
Q (24 203) =exp (29,604 +0) +... +(¿—0n +0) — 
(Pito)... —(—Br 001) 9 (2) = 
= exp (20, Bit - - - + Br) — (04... +0m)1) 9 (2) =q (2) 

G=1, 2, 3). 


Por consiguiente, el cociente f (z) : p (2) es una función elíptica 
sin ceros y polos, es decir, es una constante C. La fórmula (6.7:1) 
queda demostrada. 

De la demostración misma se deduce que los puntos ay, . . ., Cn 
y Bn... Ba se pueden sustituir por cualesquiera otros puntos 
congruentes, siempre que so cumplan las relaciones de igualdad 
entre la suma de los ceros considerados y la suma de los polos. 


Teorema 2. Sea f (z) una función elíptica, cuyos polos en el 
paralelogramo fundamental de períodos son los puntos di, ..., 


con los órdenes Xy . . ., x, y las partes principales correspondientes: 

a= z 
aia bn (ebah 

Entonces 

SS ahy 
1()=0+ Y {4 tet (604) A 
pa 
a9 A 


AG NA o), (6.7:2) 


donde C es una constante. 

Obsérvese que ¢’ (z — ba) = — @ (z — ba) y, en general, 
ED (a — ba) = — POD (z — dy). 

Demostración. Está claro que £ (z — b) tiene polos sim- 
ples en todos los puntos b + Q con las partes principales 2005 A 
y £0)(2 — ù) tiene polos de orden j H en todos los puntos b + Q, 

inci — 199 2 .P a suma 
con las partes principales (— 1) retan" Por ello, la suma que 
figura en el segundo miembro de la fórmula (6.7:2) representa una 
función meromorfa q (z) para la cual los polos, sus órdenes y las 
partes principales coinciden con los polos, órdenes y partes prin- 
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cipales de la función f (z). Demostremos que q (z) es una función 
elíptica de períodos 2%, y 2w3. En efecto, on virtud de la fórmula 
(6.6:4), se tiene: 

p(+20)—p(2)= 


=X AP (+20, —E(—b81=20, Y AP. 


hæt h=1 


r 
Poro Y AQ es la suma de los residuos de la función elíptica 
» 
f (z) respecto de todos sus polos pertenecientes al paralclogramo 
fundamental de períodos. Por lo tanto, J; 4% =0 (teorema 2, 
11 


ap. 6.2) y, por consiguiente, 
$6+20)—p()=0  (¡=1,2, 3), 


es decir, «p(z) es una función elíptica. En resumen, f(2)— (2) 
es una función elíptica sin polos, o sea, 


fp ()=C, 


con lo que se termina la demostración de la fórmula (0.7:2). 
Si se hace una analogía con la teoría de las funciones racionales, 
entonces Ja función ø (z) se puede comparar con 3, mientras que 


la función ¢ (2) con +. Entonces el teorema 1 del presente apartado 
corresponderá exactamente al teorema de la posibilidad de expresar 
una función racional de orden n con los ceros finitos a, y los polos 


finitos Ba (k = 4, 2, ..., n) en forma de un cociente de dos poli- 
nomios descompuestos en factores lineales: 


y el teorema 2, al desarrollo de una función racional en frac- 
ciones simples: 


p Us) 
TE A > 
qe tr. P D 


Proponemos al lector construir las expresiones análogas para 
las funciones trigonométricas, donde en lugar de o A se debe tomar 
sen z, en lugar de £ (z) se debe tomar cotg z y, finalmente, en lugar 
del paralelogramo de períodos se debe tomar la franja de períodos. 
En este caso los ceros y polos de la función trigonométrica deben 
tomarse en alguna de Jas franjas de períodos, por ejemplo, 
=1<z<n. 
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Como aplicación de los teoremas de este apartado, consideremos 
el problema del cálculo de la integral elíptica 


| R(t, VIP=Z 0 dt, 


donde NR (t, q) es una función racional y A = g} — 278 0. 

Para tener derecho a aplicar los resultados del ap. 6.5, referen- 
tes a la inversión de integrales elípticas, supondremos ademas que 
ge y ga son reales, pues éste es el caso más importante en la práctica. 
Debido al ap. 6.5, existe una función elíptica Y (2) que satisface 
a la ecuación 


19 (31 =48* (2) —2:9 (2) — 8s- 

Sustituyendo en la integral £ por (2), podemos reemplazar 
VB —gf=gs por $” (2) y, por consiguiente, resulta la integral 
| RIY), OY. 

Pero RIY (2), P (218 (2)— f (2) es una función elíptica. Expresán- 
dola según la fórmula (6.7:2) e integrando, obtendremos: 


[1ed =0 404 3 [aL | re-maii teh) t 
as het á 


Aa 


Para calcular las integrales { E (z— ba) dz se sustituye E (z —- br) 


por 4 Lno(z—ù,). Resulta definitivamente: 


[rt a=Co+C0+ 3 (al Eno (09-00 +. 
A 


an 
sta 


AN) > 


Este os el resultado de la integración, al cual, para volver a 
la variable inicial, se debe agregar además la relación 

1 

t=$g(2) o sea =| 


Vi 


6.8. De los teoremas del apartado precedente se pueden deducir 
numerosas identidades de la teoría de las funciones elípticas. Seña- 
lemos solamente las más importantes. 


£3 
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Sea 3 un número complejo que no sea período de Y (z). Exami- 
nemos la diferencia 


1H)=8 ()—$ (3)- 


Esta es una función elíptica de segundo orden. Sus ceros son los 
puntos 3, —3 y todos los puntos que son congruentes con los indi- 
cados. Si 3 — (— 3) == 23 no es un período (o sea, si 3 no es un 
semiperíodo), entonces } y —3 no son congruentes entre sí y, por 
consiguiente, cualquier cero de la función f (z) es congruente con 3 
o con —¿. Si 23 es un período, entonces 3 es un semiperíodo quo 
no es período. De aquí que Y” (3) = 0, es decir, z es un cero doble 
de la función Y (z) y de nuevo cada cero de la función f (2) es con- 
gruente con 3 y —3. Observando que f (2) tiene un polo doble en 
el origen de coordenadas, apliquemos el teorema 1 del ap. 6.7. 
Hagamos œ; =3, az =— 3, Py =0, Ph = 0. Es obvio que aquí 
se cumple Ja condición P;= (æ; + %2) — Bı- Tendremos: 


— pol 0 (244) 
popo =P, 
de donde, multiplicando por z? y pasando a límites cuando z——> 0. 
rosulta: 


1=0 2t deW — Co? (3), 


lim == 
0 Z 


O sea, 


TE 
En resumen, 


o(a—3)0 (+a) 
ož (2) 0è (3) 


v(0-40)=-= 


Hagamos aquí 3=0w,; entonces P(¿)=e, y en virtud de las 
fórmulas (6.6:0) 


o(+o)=—o0(2—0Je%, 
de donde 
o(2—0) = — 0 (z + 004 
y, por consiguiente, 
+0) 


2 
a aA 
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Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros, obtenemos: 
Ven ERC (6.8:2) 


Se ha elegido aquí una de las dos ramas de la raíz cuadrada; 
precisamento la que representa al segundo miembro de la fórmu- 
la (6.8:2). 

Hagamos las notaciones 
o(z+0w) 

aloj) 


17 


=0,(0) (j=1, 2, 3). (6.8:3) 


Está claro que las funciones 0, (2) son enteras; éstas se llaman 
o—funciones asociadas. Las fórmulas (6.8:2) se escriben 
mediante ellas en la forma 


1718) 


VEO = 5 (6.8:4) 


y, por consiguiente, 


y OP=4P(—ally (e 19 ael TAO, 


de donde 


n 04 (2) -02 (2) -03 (3) 
a 


Para elegir aquí correctamente el signo, multipliquemos ambos 
miembros por 2* y pasemos a límites para z — 0. Como 2 Y” (z) — 


==> 1 y, finalmente, 0; (0) = 1 (debido a la definición), 


lloran: que en la última fórmula se debe Lomar el signo menos. 
Asf, pues, 


$ ()= RO. (6.8:0) 


Volvamos a examinar la fórmula (6.8:1). Tomando en ambos 
miembros la derivada logarítmica respeoto de z, obtenemos: 


yagit +e- (681) 
o bien, cambiando de sitio z y 3: 
yodga- (68) 


Sumando y dividiendo por 2, hallamos: 


=E(24 3) 5 (2) —E(3)- (6.8: 6) 
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Derivando ambos miembros de la igualdad (6.8:6) respecto de z, 
resulta: 


128 IVAR a 
200 7 wero "O PEH) i va. 


Cambiamos de nuevo de sitio z y 3: 


1 Y AA A . 
0 077 woro "PE TD+VO, 


y sumamos término a término las igualdades obtenidas 
1-0 _ 11 C int A C) paea 
yaro TS A 

(68:69 


Obsérvese finalmente que de la ecuación 
19" (2)1* = 48° (2) — 828 (2) — 83 
se deduce que 
29" (2) y” (2) = 124° (2) Y (2) — 828" (2), 
o sea 
Y O- by (24 ga. 
Por lo tanto, 
ty (040) 


2 pyar (a 


ERICALES a ETA 
ZO" =318 (2) + 4 (3)1 
y, por consiguiente, la relación (6.8:6) puede expresarse en la 
forma 
1 Te Y (972 : 
error [EG sm 

Esta es una de las formas del teorema de la suma para 

la función elíptica $ (z). En efecto, la fórmula (6.8:7) representa 


una relación algebraica entre Y (2+3), P(2)yg (3), si se 
emplean además las ecuaciones: 


18" (J? 49% (2) — 828 (2) — 83, 
16 (3)1* 48” (3) — 82 (3) — 82- 
6.9. Como un ejemplo simple de aplicación de las funciones 
de Weierstrass, consideremos el problema del péndulo esfé- 


rico. Así se llama un punto material que se mueve sin rozamiento 
sobre la superficie de una esfera. 
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Elijamos un sistema de coordenadas cilíndrico así como se 
muestra en la fig. 54. Entonces la ecuación do la esfera se expresa 
así: 

P=, (6.9:1) 
donde 1 es el radio de Ja esfera. Como el péndulo está bajo la acción 


de la fuerza de gravedad —mg y la reacción normal de la esfera, 
según el teorema de las fuerzas vivas, aplicado al péndulo, tendremos: 


y2 14] 
“r y = — m8 (u—us), 


o sea, 


—2gur h, (6.9:2) 


donde k cs una constante. 

Por otra parle, como las fuerzas que actúan sobre cl péndulo 
siempre están situadas en un plano con cl eje u, se puede aplicar 
también el teorema de las áreas, el cual afirma que la velocidad 


Y 


FIG. 54. 


areolar del movimiento de la proyección del péndulo sobre el plano 
u =( respecto del origen de coordenadas se mantiene constante: 


de y 
eh=C. (6.9:3) 


De aquí se deduce que el ángulo p es una función monótona del 
tiempo t. Las ecuaciones (6.9:1), (6.9:2) y (6.9:3) determinan las 
coordenadas u, p y y del punto móvil en función del tiempo. Demos- 
Pas que estas coordenadas se expresan mediante las funciones 
9 tyo. 


$ 6. PENDULO ESFERICO 397 


Determinemos primero u, para lo cual eliminamos p y p en 
las ecuaciones en cuestión, 
Se tiene: 


di 


Š 
e=VF=E, 4- 


F 


_de (dy y? CAN EAU 
e de) e (+ (a) 
Por consiguiente, de (6.9:2) obtenemos: 
ut c r 
gaa ea e 
donde se ha puesto ww. De aquí que 


Bu’? = (h — 2gu) (1 —u*) — C? =q (u), 4) 


donde g (u) es un polinomio de tercer grado. 
Si uo (— l < uy < 1) es la coordenada del péndulo en el momento 
inicial, entonces, evidentemente, tendremos que tenor: q (uy) >0 


(puesto que la velocidad u’ = + vaa es un número real). 
Observando que q (+ 00) = + 00, q (1) = — C < 0, q (uo) => 0, 
q(— h = — C? <0, q (— œ) = — œ, sacamos la conclusión de 


que todos los ceros 14,, 17, ua del polinomio de tercer grado q (u) 
son reales. Si q (tia) > O, entonces éstos están situados on los inter- 
valos (l, + 00), (uo, 1) y (— l, o), uno en cada intervalo. Desig- 
nómoslos en el orden siguiente: 


-lK u LLU Ll KUn (6.9:5) 


Si q (s) = 0, entonces on el intervalo (l, + 00) habrá igual 
que anteriormente un cero u, de modo que el número total de ceros 
en el mismo será impar, mientras que cl intervalo (—oo, —/) no 
contendrá ningún cero (puesto que el número total de ceros eu el 
mismo es par). Por consiguiente, dos ceros tienen que estar situados 
en uno de los semiintervalos (—1, up] o lo, I) y resulta la misma 
disposición que antes, con la sola diferencia que entre ta y us O 
entre uy y ie aparece el signo de igualdad. ln particular, es posible 
cl caso en que 


Ug = Ug = Ugo 


Entonces q (u) = 2 (u — u) (u — uo)?, y. como fácilmente se 
observa, la ecuación (6.9:4) es integrable cn funciones elementales. 
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Omitimos la discusión de este caso particular *). Así, pues, a con- 
tinuación se supone que todas las raíces de la ecuación g (u) = 0 
son simples. 

En este caso q (u) se mantiene no negativo en el segmento [uz, ugl, 
que contiene el valor uy, y cambia de signo al pasar u por la frontera 
de este segmento. De aquí se deduce que durante todo el tiempo 
del movimiento la coordenada u tiene que satisfacer a las desigual- 
dades 


—l<uw<u<u<!, (6.9:6) 


es decir. el péndulo se mantiene todo el tiempo dentro de cierto 
segmento esférico. Volviendo a examinar la ecuación (6.9:4), haga- 
mos en la misma una sustitución de la forma 


u=av+b, 
donde a=U y b son unos coeficientes reales. Resulta: 
atlu? = g (av+b) o sea v’? =a g (w8). 
Elijamos a y b de tal modo que el polinomio Ta qg(av+-b) tome 
la forma 
4 gw — Es 


Para ello es suficiente igualar a cuatro el coeficiente supcrior del 
polinomio e igualar a cero el coeficiente de v?. Entonces tendremos: 


2n h i 
a=, b= (6.9:7) 
Después de esto la ecuación (6.9:4) se escribe en la forma: 
w? =h gW — 8. (6.9:8) 


Los ceros del polinomio 4v? -= gav — g, son: 


ui—b 


(=1,2, 3), 


donde e, >: >e3, puesto que u¡>z¿>us y a>0. Al segmento 
Ugs u< Us le corresponde ahora el segmento (4 <.v< en. 
Do aquí se deduce que el discriminante 


A=8g—27g>0, 


*) Véase este caso, por ejemplo, en el libro do G. K. S ú s l o v, Mecánica 
teórica (T. It. C yc ao m, Toopermieckas mexamura, Manane tperso, Pocrex- 
manat, 1944, erp 204—207). 
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y, por consiguiente (ap. 6.5), existe una función elíptica $ (t) con 
los períodos fundamentales: uno real 22 y uno imaginario puro 
2if, la cual satisface a la ecuación 


[9 (01 =419 (1228 (1) — 83 (6.9:9) 
Los períodos 2% y 2iß se calculan por las fórmulas (6.5:1): 
o A o 
Vees" 2, V-M ehe) 


a 


Si t = 0 + ip, entonces, como ya so vio en el ap. 6.3, # (1) = 
— Y (o + if) es una función de o de período 2a, la cual es dife- 
renciable y creciente desde ez hasta e, en el segmento [0, a] y decre- 
ciente desde ez hasta e, en cl segmento fa, 2al. Los mismos valores 
loma también ® (t) en cualquier recta t= 0 + (2k +1) ip 


{k =0, +1, ...). Hagamos en la ecuación (6.9:8) una sustitución 
más de la función incógnita v: 
v= (0 + ip). 
Resulta: 


(PLE (207? 419 (0+ iD eg (0 +18) 80, 
de donde 


o soa, 
o= + (t — to), 

donde + tọ es la constante de integración y, por consiguiente, 

v= [+ ((— t) +ib. 

Como 
Y (—0+ iB) = y (0 — ip) = Y (0 + iP), 
la elección del signo en el resultado obtenido es indiferente. Harc- 
mos 
v= 9 [(t— t) +18 

de modo que para t= to $ (ip) =es=minv. Calcularemos el tiempo 
t desde este momento; entonces tendremos: 


v=Ẹ (t+ ip) 
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$ 
amar et. (6.9:40) 


Así, pues, Ja ecuación (6.9:4) queda resuelta. Como lu’? — q (u) 
es una función meromorfa de w, la cual se anula para todos los 
Ü <1 t< oo, o sea, para todos los u del segmento uz < u < uz, re- 
sulta que, en virtud del teorema de unicidad para las funciones 
analíticas, ésta es idénticamente igual a cero. Por consiguiente, 
para cualquier número complejo v se tiene: 


Pu’? — q (u) = PR"? (1)— glag (1) +b]=0. (6.9:41) 

Esta observación la emplearemos más adolante, 

Ha resultado que u es una función periódica de t, de período 2%, 
la cual se expresa mediante una función elíptica $; además, alcan- 
za el valor mínimo us en los momentos t = 0, 2a, 42, ... y el 
valor máximo us en los momentos £= q, Ba, 50... 

Para calcular el ángulo q = q (1), expresemos dp en la forma 


Cu Ca 1 
de m a a a zyr). 
Obsérvese que la función u=ag (1) +b toma los valores +1 para 
+i 


$(1== . 


Pero 


ETEEN 2b ub, 
> Y AA 


Por consiguiente (véase el ap. 6.3), el valor de 1 que satisface a la 
condición 
u=aP (1) +b=1, 
puede expresarse en la forma 
t=0-Liy, 

y el valor de que satisface a la condición 

u=a9 (1) +b=—1, 
en la forma 

t=ið, 


donde y y ô son números reales. 
Así, pues, 


u—1=al9 (0) —y (a iy)l, u+ l= aig ()— 9 (68)] 
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gaea i 1 Jk 


ar L yO r aF VOe 
Para calcular aquí la constante C, obsérvese que debido a 

(6.9:41) y (6.9:4) 

als (a+ iy)? =q () = —C.2 


(6.9:11) 


$ 
arte [gr G q (—D CA. 
De aquí que 


19 (ei) 16 UON — — Ez. 


Como 
Y (a i iy) =Y (—a—iy) -- P (a— ip) =1 
y 
Y (i) > y (— 18) — —1, 
mientras que 


9 (24 iy) = —y (—24— 19) = —y (a— iy 


$” (i) -- — y" (— ið), 


se pueden elegir los valores de y y Ó de tal modo que se cumplan 
las igualdades 


Y (ai) y) =E 
junto con las igualdades Pla ! fy)=1 y (ð) —L Intouces 
la ecuación (6.9:11) se escrile en la forma 
yie VD a 
d yy yya y 
o, en virtud de la fórmula (6.8:1°) 
2 = glið 1) —E(i8—1) - 25(18) 
Hila | iyt htl iyt) g(a- iy). 
de donde ` 
2ig +- Ln A— Ln a (t4 iò) + Ln o (t— ið) + 2 (i8) L 


+Lno(t—a+iy)— Ln o (t—a—iy)— 2 (+ iy) t 
201234 
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y. por consiguiente, 


cti paq e) 0 (e — 18) 
CCA Ap) 0 (0 00) 


Para ¿—6 resulta: e2ieo= A; por lo tanto, 


esp? (BE (e | pls. 


a(t +a diy) o ttid) 


eiie- = oxp 21E (0) —E (a HEDI t r ayot F 


(6.9:12) 


Las fórmulas (6 D) y (6.9:12) resuolvon completamente el 
problema del movimiento del péndulo esférico, De la fórmula (6.6:9) 


se deduce que, cuando £ varía en una magnitud igual al período 2a, 
el segundo miembro de la fórmula (6.9:12) adquiere un factor de la 
Torma 

oxp2(2015(i8) Ela . ip)l 2m (22 -iy — 18) 


y, por consiguiente, el ángulo q varía en una cantidad constante 
En la figura 55 está representada la trayectoria del péndulo esférico, 

6.10. En este apartado nos dedicaremos a construir las Fun- 
ciones elípticas de Jacobi mediante tas sigma- 
funciones asociadas (ap. 6.8). 

De las fórmulas (6.8:3) y de las propiedades de la función o (3) 
se deduce que 0, (z) (f = 1, 2, 3) son funciones enleras con ceros 
simples en los puntos 

2na +2mos—o; — (¡=13,2, 3). 


listos coros vienen escritos en la tabla siguiente: 


mia ozin aa 


i 
t 


lrdy laga =i) | non 1 09 o 
i 


En Ho 2ming 
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Está claro que 
SS -ny 
aa GE Hay Po (apt, 
de donde, en virtud de (6.6:9) 


0(20)) 


oj{—3) -F =0;(3), 


oí) 


osea, o; (2) (¡=1, 2, » son todas funciones pares de z. Obsérvese 
que oy (0) =1 (j = 1, 2, 3). Por otra parte, mediante (6.0:9) se 
obtienen Jas siguientes fórmulas que muestran cómo varían las 
funciones g; (2) al sustituir z por z + 20r: 
0la4 03420) 

(o) A 
y 19 olro) 
= —oxp lny (3+ 20) +2 (HaHa 

= —exp [2 (2+ 07) + woy — 200,1 0; (2). 

Si aquí jæ k, entonces, según las fórmulas (6.6:5) o (6.6:5) 


2 0,— 20, = + ni 


a; (2201) =exp [ — ny (2 + 20,)] 


y, por consiguiente, 
0(2- 209) 6F9 y, (2); (6.40:1) 
si jode resulta: 
0 ( +20) = — e070; (2). (0.10:2) 
Consideremos las siguientes razones de las sigma-fnuciones: 


Ma= 2. 7 ()= 


_ 0212) 
a" 


mG) 

Todas estas funciones son meromorfas, con unos mismos polos, 
simples en los puntos 2nw, + (2m — 1) 93. Sus ceros vienen escri- 
Los en la siguiente tabla: 


(6.10:3) 


ren | mio | ia 


2604 + imwa | (n —4) 014 MOa 


Ru— N 0 +(2m—1) 09 


Todos ellos son simples. La función A (2) es impar, mientras 
que Jas funciones A, (2) y ^z (z) son pares, siendo 


2(0)=0, W (0) lim 20, 


== (0)=1. 
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Debido a las fórmulas (6.6:9), (6.10:1) y (6.10:2), se tiene: 


4 = ZEP (2m (+ opto) 
Aip Foot) “+0 
- expli tomo _, 
AO pta rara 0 
De un modo similar hallamos: 
MEt2o)=— ml) h (220) — hi (2), 
da (2420) = de (2) da (2203) = — ha (2). 


De aquí se deduce que las funciones on cuestión son doblemente 
periódicas y, por consiguiente, son elip con los pares de perio- 
dos 4w, y 2w; para A (2), 40, y 202 para 4; (2), 20, y 4003 para da (2). 

F mente se 0 va que estos pares de períodos son fundamen- 
tales para las funciones correspondientes. Comprohomos esto para 
A (2). Si A (z + Q) =2 (z) y z es un polo de la función 2 (z): z = 
s 2n + (2m — 1) ws, entonces z +Q también tiene que ser 
un polo y, por consiguiente, 


22 = 200, + (2m'—4) ws 


de donde 

Q =2401 | 2903, 
donde p y v son números enteros. Si u es un número par, entonces 
Q es una combinación lineal entera (de coeficientes enteros) de los 
períodos 46, y 20y. Suponiendo que y es impar: p = 2p’ + 1, obte- 
nemos: 


Q—4p'w,—2v03 = 20, 


es decir, 2wy tiene que ser un periodo de Ja función 2, (2). Pero esto 
contradice a que 4 (2 + 201) =—2 (2). En resumen, cualquier 
período Q de la función A (z) es combinación lineal entera de log 
periodos 4w, y 2wa, es decir, estos últimos son Jos períodos funda- 
mentales de la función À (z). 

En la fig. 56 están representados Jos paralelogramos Fundamen- 
tales de períodos para 2 (z), A; (2) y Ža (2). en los cuales tos coros 
de las funciones correspondientes se señalan con redondoles y los 
polos con cruces. 

Vemos. pues, que Lodas estas funciones son elípticas de segundo 
orden, así como la función $ (z). La diferencia esencial con esta 
última consiste en que ambos polos de cada una de las funciones 
2 (2), A (2) y Az (z) son simples, mientras que $ (2) posee en el 
paralelogramo de períodos un solo poto doble. 
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La diferencia entre las funciones 2 (2), %4 (2) y Że (2) y las fun- 
ciones elípticas de Jacobi clásicas no es esencial. Para obtener estas 
últimas, consideremos el número complejo Vz; — €, lez = Y (0))- 


FIG. 56 


Fijando algún valor de la raíz cuadrada (por ejemplo, Ve, — e, = 


CAC 
ay" véase Ja fórmula (6.8: 


notaciones: 


), introduzcamos las siguientes 


, —iK',  (6.10:4) 
y hagamos: 


snu == pereh (2) 17 


“ 


Vi 
Vaa 


m 
22, dn u +A (e) - ( 


as 


emu — (3) 


u 


el 


)) 
(6.10:5) 
Estas se llaman funciones de Jacobi. Sus denomina- 
ciones se leen letra por letra (por ejemplo. «ese ene u»). Todas sus 
propiedades se deducen inmediatamente de las propiedades de las 
funciones A (3). Ay (3), As (2). En la fig. 57 se muestran las gráficas 
do las funciones de Jacobi para z = z real (en este caso se supone 
que K y K’ también son reales). 
i ne aquí las propiedades más elementales de las funciones de 
Jacob 
1) sn u es una función elíptica de segundo orden, con los perío- 
dos fundamentales 4K y 2iK”, con los polos simples 2nK + 
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+ (2m — 4) iK’ y con los ceros simples 2nK + 2miK”, Esta es 
una función impar; adomás, sn0 =0 y sn 0=1. 

2) enu es una función elíptica de segundo orden, con los pe- 
ríodos fundamentales 4K y 2K + 2iK”, con los polos simples 2naK + 
+ (2m —1) iK' y con los ceros simples (2n — 1) K + 2miK'. 
Esta es una función par; además, en 0 = 4, 


FIG. 57, 


3) dn u es una función elíptica de segundo orden, con los po? 
ríodos fundamentales 2K y 4iK”, con los polos simplex 2nK -J 
+ (2m — 1) iK’ y con los ceros simples (2n ~ 14) K 4- (2m — 1) iK'. 
Ésta es una función par; además, dn 0 = 

Comparando las fórmulas (6.10:5) y (6. 8:4) hallamos las siguien- 
tes expresiones de las funciones de Jacobi mediante 


la función de Weierstrass $ (2) (2 = mi V e; —es): 


Via Vea 
Vr =>" VO es 


Yre, 
Vrae 
(6.10:5") 


snu= , mus 


y m= 


De aqui so deducen inmediatamente las siguientes relaciones alge- 
braicas entre las funciones de Jacobi 


sn?u- entu 1, kèsn?u+dn?a— 1, (6.10:6) 


donde 


f 2 AMAT 
k=Y iea (6.10:7) 


es un número que se llama módulo de las funciones de 
Jacobi. 
De la primera de las fórmulas (6.10:5') obtenemos: 


$ 6. THETA-VUNCION DP JACOBI 407 


do donde 
El 
(ese? (su uy" 
sou 


o=- 
Por otra parte, de la fórmula (6.8:5) se deduco que 
—9 A) ne, [ at)’ 


PS =-2% (£) 02 (2) 03 (2) 


IN “0 e Lose 
a pR. eaae 
= —2enudnu: y= 2 (04 e dnu 
mie? 


Comparando las dos expresiones de $” (z), hallamos: 
(nuy =enudnu. (6.10:8) 


Decivando las relaciones (6.10:6) y aplicando la fórmula (6,40:8) 
obtenemos para las derivadas de cnu y dnu las fórmulas: 


(nu) — —snudnu, (dnu) 


—k*snudnu. (640:9) 


Mediante las relaciones (6.10:6) la igualdad (6.10:8) pucde 
exprosarse on la forma 


(snu) -V (my (1 


donde se debe tomar el valor de la raiz que es igual a 1 para 
u=U. De aquí que 


k? Sn? u), 


snu 


{6A0 


es decir, la función sn u es inversa respecto de la integral elíptica 
de primera especie cn la forma normal de'Legendre. 

6.11. Para los cálculos numéricos en los que figuran funciones 
elípticas es importante tener unas expresiones analíticas de las 
mismas que poscan una convergencia rápida. Por cierto, no satis- 
facen a esta condición los desarrollos en fracciones simples de las 
funciones @ (z) y E (2), ni tampoco el desarrollo en producto infi- 
nito de Ja función «a (z), es decir, el aparato analítico mediante el 
cual expresamos diversas funciones elípticas. 

Sin embargo, existen unas expresiones de las funciones clípticas 
que son rápidamente convergentes. En el caso de Jas funciones de 
Jacobi éstas pueden obtenerse sustituyendo los cocientes de las 


sigma-funciones por los cocientes de otras funciones periódicas 
enteras. 
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Consideremos de nuevo las fórmulas (6.6:9): 
o (z+ 20) = — o (2 eE) (6.14:1) 


Es fácil señalar una función elemental entera que al sustituir z 
por z + 20, adquiera el mismo factor que Ja función o (2). Jn 
vfecto, sea f (2) = exp (az? + fz), donde a y f son unos coeficientes 
que se determinarán a continuación. Se tiene: 
(24 20)) += exp (uz? Ba) exp [40 (2-1 00) Bol 
Para obtener el factor necesario para y 4. hagamos: 
Mi > 

o Y 

ntoncos para, la [unción 


9 


tendremos; 
9 (120) =p (2), 
P(E- 2m) = — (2) exp [ 


T MOE (a 03) p E 


a 
-—Q (3) exp ( -3 °) 


(hemos aplicado aquí la fórmula (6.6:5)). 
entonces tendremos: 


Hagamos =v y ento —- 


201 
9420) p(a, e (24-203) -- —p(z) 


La función que hemos construido difiere de ø (2) solamente 


(6.11:2) 


en el factor exp -i z- za) que carece de coros, y tiene la 


ventaja ante o (z) de que ella es periódica y ésta última no lo es. 
Jfallemos el desarrollo de la función periódica y (2) en serie 
2 az 


de potencias de e 4% =¿2atr = g? (véase (5.2:3). donde $ = 


121; 
w To) 


q (3) = È aas"; 


esta serie es absoluta y uniformemente convergente en cualquier 
conjunto cerrado que no contenga Jos puntos s = Q y s = oo. Susti- 
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tuyamos aquí z por z + 2w, y observemos que con esto v se reem- 
o a A 2 
plaza por v + 2 =o+ tv y è por $em — sgt, Resulta: 
7 


97 2a) = È ags, 


de donde, en virtud de (6.11:2), 


Y) ags — — 


Como el desarrollo en serie de Laurent posce la propiedad de 
unicidad, de aquí se deduce que 
Ang?" -: — ras 
0 SO, 
ita ES (a ds0 12.) 
Por ello 
A 


a Ec, 


donde C es wma constanto, de aquí que 
12 
4 
E E) 
y, por consiguiente, 


(apto 


= Cono y ai) qe 


žhe imie, 


a 1,2 
PEE 
La función iX (19 g (7) ethnie representa una de los 


thota-funciones de Jacobi; se representa por 0, (0). Así 
pues, 


a a 
do) =i X, (1 E) atom 


E 158 
- 2 aya) son (2 +1) 10 (6.14:3) 
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Por consiguiente, 


9 (3) +0 (2) 0xp (— 


0 (2) > —Ciexp ZE 0, (0). 


Para determinar aquí cl valor de la constante C, dividamos 
ambos miembros por Z— 2v y pasemos a límites para z— 0. 
Resulta: 


unn AW O 
1=—Cilim TE =— z 40, 
o soa, 
_ 2 
Ci EHON 


Por consiguiente, 


ol) = 2w esp gi e HA (641:4) 


Esta fórmula permite deducir todas las propiedades de la función 
Y, (v) de las propiedades respectivas de la función o Q: 

De agui o directamente de (6.11:3), sacamos la conclusión que 
ð, (v) es una función entera impar de período 2. Como q = ent 


y Im t= Im (2) > 0, resulta [q 1<1 y, por consiguiente. cl 


Lys 
t-i 
desarrollo (6.11:3), cada término del cual contiene el factor gA 3) ñ 
posce una convergencia extraordiuariamente rápidu. La ventaja 
de tas theta-funciones de Jacobi ante las sigma-funciones de Weier- 
strass estriba precisamente ea la existencia de un desarroll) some- 
Jante. 

Como todos los ceros de la función o (z) son simples y tienen Ja 
lorma 2 = 2n61 + 2mos, de la fórmula (6.11:4) se desprende que 
todos los ceros de la función Ú, (1) también son simples y están 
«contenidos en la fórmula 

j=n e. > 9 
u=n mt (= > m, a=0, +1, +2, see 

Del mismo modo que la función 0, (v) está ligada con la función 
a (z), las otras tres theta-funciones de Jacobi están ligadas con las 
funciones o; (2) ($ = 1, 2, 3). Mediante la fórmula (6.11:4) se halla 
que 
-apleto 

cw) 
2 M „a 0720 my aa E 
O En dj Zoi ti Ja (e 


o(a) =e 
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de donde 


at= coa, (3). 
eta) Cato, (04143) 


os (=C enn, (15). 


Del desarrollo (6.14:3) se deduce que 


FA (r $ +) = 5 q animis, 


æ 12 
o (+ 473) =5 qË) eitn- imin PENE 
o 
i a 
=q "eme 2 qeshim, 
` (644:5) 
v i e ¿OY aan -1E 
¿(0+3) el e e == 


Par e-me y (4) gezime, 
Hagamos > UNE 
PS a 
da (0) = Na) elti=bate 2 Y; O cos (2m+ 4) 20, 
Si T 3 


Da (0) = 3 geo =4 42 2 g”? cos 2ma, (6.14:6) 


a 
4, (0) 25 a „aži —1)" g cos maw. 


Estas son las otras tres PEON de Jacobi. Comparando 
las fórmulas (6.14:5) y (6.11:6) sacamos la conclusión que 


0 (e13)=00, forte 


i 1 
=g Tennet (w), 0 (v +F) = iq Teivon (614:7) 
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Por lo tanto, para las funciones 0,(2) hallamos las siguientes 
ox presiones: 
Mz 
Ha (0), 02(2) — CeT y (6), o) = 


Aat 


ar th (o), 


Pongamos aquí 2—U (y, por consiguiente, v- 0). Obtenemos: 
Aa Cida (0), 1—C¿0, (0), 1=C¿0, (0), 


por lo cual 


andi e O) 
o; (5) iS Dias 0 


0125. (6.41:8) 


De los desarrollos (6.11:3) y (6.11:6) es fácil deducir unas fór- 
mulas análogas a (6.11:7), las cuales expresan las variaciones de 


MG -1,2,3, 4Jalsustituiro poro + L,v+ For, 
vol A, vor, 04- 1 +r. Dejando los cálculos a cuenta del Icctor, 
expondremos Jos resultados en la tabla signient 


ler] orto [pegea eds | en Joer 

a | | MO, | M0, | —% | va, | Nós 

de | hy | M0, | a, | -0 | 00 | -ree 

0 | MA | Mis | ao, | ds | NO | Nd 

t | da | MO, | MO | ð | =Ni; | N0, 
ai 

Anu wt Tion empleado Tna ¡notaclon sg Taah N= 


= q'e-2nie, 
Formemos también una tabla de los ceros de estas funciones. 

De la fórmula (6.1 se deduce que © (0), bs (v) y V, (w) lienen 

ceros simples, los cuales se obtienen de los ceros de la función 1 (o) 


1 ES š 
rotando 7, 3 + y Y ge respectivamente, Por lo tanto, resalta 


la tabla siguiente: 
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an | tato | ta | din 


mp | 


ohh + 


TET 


Señalemos que las funciones ty (( 
cual so deduce de Jas fórmulas (6.41 

6.12. Examinemos ahora las expresionos de las funciones elíp- 
ticas Y (2), sn u, en u y dn a mediante las theta-lunciones, Debido 
a las fórmulas (6.8:4), (6.11:4) y (6.11:8), se tiene; 


A A Aja es E a 
a 2 (621) 


da (v) y H, (v) son pares, lo 


donde == + En particular, para z= y j=3 resulta: 
i 


1 
Via alz) om no. 
i 20104 (0) T w0, (0) M * 
a(z) 


análogamente, para 2=02 y j=83 tendremos: 


S. 
0500) aG) NO hi 
ETAJ m (++ 3) 2010, (0) De 0) * 
z+ 2 


Ver—er- 


Por consiguiente, 

de (07? 312:9 

aa]: (6.12:2) 
De las fórmulas (6.40:5), (6.11:4) y (6.11.8) hallamos Jas siguien- 

tes expresiones para las funciones elípticas de Jacobi snu, enu 

y dnu 


(u=V e —e92= 2w V e —eyu=2Kv): 


FT, 204 De — 00) 016) 
snu=) o e y gS 
GO AO 42040 ) (6.12:3) 


2 AORC] KAORI 
mupe, nus PRO, 
De i fórmula (6.12:2) so deduco que a es uno de los valores 
dz Fijemos este valor: 
1 dao) 


TON lA 
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Jlaciendo Juego 


k 


(612:3) 


Este número se lama módulo complementario de las 
Inncioncs elípticas de Jacobi. 

Por cousiguiento, -èig es uno de los valores de VF. 

Fijemos este valor: 


(6.12:8) 


Observando que 


MOE 
A T: 


eseribamos las fórmulas (6.12:3) cn la forma 


da 700 FAO 
snu OR u=y/ E 0: WUSV A TN 


(6.42:7) 
Para usar estas fórmulas con los períodos dados 2w, y 2%; de la 
función $ (z), obramos del modo siguiente: Calculamos t == 
y 9 = e™; por las fórmulas (6.14:6) hallamos 


e 1 e 
9%00)-2 Xa), 0,0142 Y gu y 1,0) 
T T 
=1 2 (19 


y por las fórmulas (6.12:4) y (6.12:6) calculamos > y VF. Para 


u E de 
pasar de w av = yg es necesario conocer también el valor de K = 


= Vaa = OS os decir, además de lo hallado hay 


que hallar también el valor de 


E hai 
90-23 1"En+1)29002). 
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De lo expuesto se deduce que para determinar las funciones 
snu, en u y dn u, los períodos 2w, y 203 no desempeñan ningún 
papel. Solamente es esencial su razón + o el valor q. 

Los cálculos con los valores de las theta-funciones y sus deriva- 
das para v = Q se simplifican si se utiliza la relación 


0, (0) =A10% (0) d (0) H (0). (6,12:8) 
Para demostrarla, escribamos (6.12:1) en la forma 


1 IPC A Ud 
OO {i TES ko] 7 ) 

(aquí se ha tenido en cuenta que las funciones thys (v) (G — 1, 2. 3) 
son pares y que la función 0, (v) os impar). De aquí que 


we Oy (o CTO 
Sow E IS 


y como el desarrollo de Laurent de la función Y (20,4) en un entorno. 
del origen de coordenadas no contienen el término independiente, 
resulta: 


re Gw did AS 
ol ao) 0129 602 


De aquí que 


U 0,00 
(O 2 $0 
por 


e 


0 sen, 


£ ys 9,0 
0% (0) i NO] 
= 


> (6,12:10) 


Volviendo a examinar los desarrollos (6.11:3) y (6.11:6), con- 
sideremos las funciones 0, (v), Oz (v). U, (o) y 9, (v) como funciones 
de dos variables: t (mediante q = e"%) y v. Como funciones de v 
éstas son enteras. Si v está fijado y + se considera como variable 
compleja que toma valores del semiplano superior (Im t >> 0), enton- 
ces las series mencionadas serán uniformemente convergentes para 
Im r>e>0, es decir, para |g |= exp [— a im q) < ee < i 
y cualquier e > 0, de donde se deduce que éstas son funciones ana- 
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líticas de t para Im 71>>6 y que estas series pueden derivarse tér- 


mino a término respecto de +. De (6 hallamos: 
+ 2 
Poo ea q ETT) into 


1. 
NO w e » 
ht Ye y (Es y aq) eroa, 


Por consiguiente, 


PAM 
E 1 


Es fácil comprobar de wn modo exactamente igual que a esta 
cenación en derivadas parciales satisface cada una de las theta-fun- 
ciones. Así, pues, 


020, (w) 90, (0) 
Ai O jA 3,4) (64211) 
De aquí que 
020, (0) GG] MO) a 
hal a O ARA) 


(Es inmodiato comprobar que la permutación del orden de deriva- 
ción es legítima). 
Haciendo en las ecuaciones (6.12:11) y (6.12:11") v =0, obte- 


nemos: 
r (0) 


20; 10) 
i 
t (0) -= 4ni -i 


> w (0) Ani 


Por lo tanto, la relación (6.12:10) toma la forma 


3 
20 e dtja (0) 
22/40-3/ haO. 


j=1 


de donde 
O (0)= Cta (0) 0, (0) 0, (0). 


No queda más que detorminar la constante C. Se tiene: 


1 1 
WO 2097 (13H), 09 (0) 297 (14 g 
W0) 1h <<, 0,(0)= 12 +. 
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o bien, poniendo en la rolación hallada anteriormente: 
A O ÓN 


Como esta identidad liga las sumas de series de potencias de y que 
son convergentes para | q |< 1, sacamos la conclusión do que los 
términos independientes del primero y segundo miembros tienen 
que sor iguales y, por consiguiente, C = n. La igualdad (6.12:8) 
queda completamente demostrada. Aplicando esta igualdad las 
relaciones (6,12:1) pueden sustituirse por las siguientes: 


“OT 20 y 0000) da) 
0 A 0 


Pla =p A 010 4 () 
Uy => 
Por otra parte, para Ven —e, obtenemos: 
n= Lts OE a al 
Ve, —es a" IT 
Va Ta =D. (6.12:12) 


Finalmente, para K=0, Ve, — es y ¿K'=05/ 2, — ez hallamos: 


A leE, (6.12:13) 


6.13. Finalmente, tenemos que deducir también Jas fórmulas 
que expresan los desarrollos de las theta-funciones en productos 
infinitos y aplicarlas para la representación de las funciones Y (2) 
y ¿(2) en forma de series de fracciones simples rápidamente con- 
vergentes. Naturalmente, Jos desarrollos de las theta-funciones en 
productos infinitos se pueden obtener fácilmente del conocido des 
rrollo en producto de la función o (z). Mas aquí nos interesarán 
aquellos desarrollos en los que las theta-funciones se consideran como 
funciones de 


t= eene a, 


Comencemos con t(v)}. Esta función entera de período 27 es 
uniforme y analítica respesto de £= em" (0 < |t| < o0): 


da (-=5 bnt”. 


En virtud de que ésta, como función de v, tiono los ceros 
simples v=n—5+(m—3) t, considerándola como función de t 


271234 
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tendrá los ceros simples: 
taerion — ma gm (mel, +1, +2.. 


Examinemos primero los ceros —q"*, —g*, — 


Es obvio que la función y (2) = [| (1 + 37-14) es entera y posee 
los ceros indicados. En efecto, la convergencia absoluta y uniforme 
de este producto en cualquier conjunto acotado do puntos del plano 
es consecuencia de la convergencia de la serie X) | g P= ()g |<: 4). 

Pasando a examinar los ceros —q, —g°, —g*, . . .. hallaremos 
que la función 

ro=[ a+, 


Ja cual so expresa por un producto que es absoluta y uniformemente 
convergente en cualquier conjunto cerrado que no contenga al punto 
t = 0, es analítica en todos los puntos, a excepción del origen de 
coordenadas, y posce ceros simples en los puntos indicados, Por 
consiguiente, la función 


»00- [440 a+ eme 


es analítica para 0 < |£ |< œ y posee los mismos ceros que la 


función Ù; (o) (en el plano £). 
Volviendo a la variable v mediante la sustitución £ = e?7tv, 
obtenemos la función 


w(0) -ap (e27) y (emo) = I a || (14 geten), 


la cual es ontera (respecto de »). es periódica, de período 1 y posce 
los mismos ceros que Uy (v). 


De aquí se deduce que +6 es una función entera de período 1. 
Observando que 
© œ 
vlo d1) =] (1 gter) J] (1 +g2™te=2ais) = 
1 4 
19 2mio 
= Hoar v (o) = ette (o) = Nv (v), 
sacamos la conclusión de que, al sustituir v por v4-7, la función 
w (v) adquiere un factor igual que 0,(v). Por ello, 20) es una 


vi) 
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función elíptica de períodos 1 y 1 y, por consiguiente, es constante, 
presto que es entera. En resumen, 


ts (e) = Cy (0) =C [] 1(1 4 q2"-1020t0) (1 — ge-10-2mt0)], 
1 
donde C es una constante 
Utilizando la tercera fila de la tabla (*) en la pág. 412 
hallamos: 


19-20), 


Det) = t (v45) =C p apren 1 
i 


1 
000) irt (043) = CeT] a 1 grema pue, 
t 


1 bo 
= —Cigherto [| (1 — g? e2nto) (4 —ge9-ap= ento], 
1 


9, (0)= =p 0 (4 


Escribamos las fórmulas obtenidas en la forma siguiente: 

M = Cig ooo || — pre (geeen 
= ca sen w ñ (1 — 29?" cos 2w + g1"), 

De (0) = ci (PL i UA 4 gr meinin) (4 1 gmg-tmo)] > 
- 2cgi COS mw ji (1 = 2g% cos 20 + gt"), 

6 (6.13:4) 


Ye (o) =C Il (1 -= q? “lelaio) (4 + g? *=te-23iv)] = 


=C [la ag cos 2m04-91=9, 


e w) =C ii LA — q?" =te2aio) (4 — qarrg=2ato)] — 


=cha — LEMA cos 2nu 4+ qe) 


2 
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Estas son las fórmulas pedidas. Para determinar aquí Ç, utili- 
cemos la relación (6.12:8). 
Se tiene: 
1% 
w O) = lim 40 — aa J] 0—0), 
20 5 


tæ = 
PO=cFa -er Oscar 


wO=cla- e" 


Por consiguiente, 
Ra-ey-efa+ ejja ejja- 


o 
Consideremos el producto [a-e En virtud de su conver- 
gencia absoluta (|g|<1) éste puedo expresarse en la forma 


aer aerilae=> 


=[[a-erlla+rr ae, 


de donde, sustituyendo en los primeros productos del segundo 
miembro m por n y simplificando, resulta: 


array - 


A e. 


De aquí so deduce que 

jo-e- e 
y 

C=+ ii U—qr). 


C es una función de t (o de q) que es analítica en el semi! 
plano superior. Si q=e*'* es un número real positivo (lo cual será 
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si í es imaginarjo puro), entonces C es un número real. De la 
fórmula para 0¿(0) se deduce que 


Ds (0) =1= clla+omar, 


es decir, en la expresión de C se debe tomar el signo +. 
En resumen, 


Cc 


lla». (643:2) 
Para aplicar las fórmulas obtenidas a la representación de las 
funciones 0 (z), E (2) y Y (2), partiremos de las fórmulas (6.11:4). 
Resulta (z= 200): 
a 
0 (a) = Cs oxp [20è] sen sw] | (1 — gete) (1 — qere=2n0), 


Para determinar C,, dividamos ambos miembros por 2 y pasemos 
a límites para z— Ô. Obema: 


Hna eai] 


P =C,Cta, 


de donde 


G=. 
Por consiguiente, 
o(2)= J exp 20m? son aw [] KA — gerrie) (1 — ge- taio], 
1 
(6.13:3) 
“Tomando de ambos miembros la derivada logarítmica respecto de z, 
hallaremos: 


to E E y E otg w+ 


= E an tnto prere 
E N [ 1— gme anio | t 


O sea, 


t= mw + 


[cotg w- AAA | , 


a 
Zor Ipm pora 


(6.13:4) 
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Derivando esta igualdad respecto de z y cambiando los signos, 
obtenemos: 


£()= =E} (E) cosec? sw — 


AZ anta ¿amtnio dira 
rr) 033) 


Los desarrollos obtenidos poseen una convergencia suficiente 
mente satisfactoria (gracias a los factores g?”). Por ello, en todos los 
cálculos numéricos con funciones de Weierstrass se debe tener más 
predilección por estos desarrollos que por aquellas expresiones que 
empleábamos en la definición inicial de estas funciones. 


$ 7. FUNCION CARACTERISTICA 7 (p) 


7.4. Apliquemos la fórmula de Poisson-Jentzsch del ap. 44, 
cap. 6 al estudio de las funciones que son meromorfas en un circu- 
lo K: |z |< R, donde R < oo (círculo finito) o R = oo (el plano 
finito). Sea f (z) una función meromorfa en el círculo K; supongamos 
que Ay, 47, . . . SON Sus ceros y que ba, bo, . . . son sus polos, dispues- 
tos por orden de no decrecimiento de sus módulos, donde los puntos 
a, y b, son distintos de z = 0 y cada uno de ellos viene escrito tantas 
veces como sea el orden del coro o del polo. Sea caz* el término menor 
del desarrollo de Laurent de la función f (z) en un entorno de z = 0, 


de modo que lim 16 — cas 0. Entonces, en virtud de la fórmu- 
Fi 


1» 
la (4.1:2”) del cap. 6, para r = | z | < p y cualquier pO0<p<R, 
se tiene: 


la 
4 ja zaa = 
z| In| (p69) ar coa da =+ 
1tre:o) S nela y pp 
E e 2 102—2pz | 2 


donde z (p) y p (p) indican la cantidad de puntos a; y by, respectiva- 
mente, situados en el círculo | z | < p (teniendo en cuenta los órdenes 
de estos puntos). Haciendo en esta fórmula r = 0, obtenemos: 


2n mip vip) 


1 . 
zj In} f (pe'a) |da Inc, +2 Inp= 2 nyaj D nTAT N 
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nto) 
Según la fórmula (4.1:5) del cap. 6, la suma $) mi puede 
y 


expresarse en forma integral 
no 


2 
E A 
Zut] Oas 


análogamente 
pim 


p 
e (20 
T EN dt. 


Por consiguiente, 


2n 
r | mlie) [da = Inler | +4 Inp + 


o Z 
+14] 20 ar. (44) 
0 


Obsérvese también que la fórmula (7.1:1) sigue siendo válida 
si por n (t) y p (t) se entiende la cantidad de ceros o polos, respectiva- 
mente, en el circulo cerrado |z | < £ y no en el círculo abierto | 2 | «s 
«& £ (véase la pág. 226). 

Expresemos la fórmula (7.1:1) do una forma más simétrica. Con 
este fin, introduzcamos la función 


n(t, f)=n (t, 00), 
que representa la cantidad de polos que tiene f (2) (teniendo en cuenta 
sus órdenes) en el círculo |z | < t; aquí n (0, 00) denota el orden 


del polo posible en el pualo z =Q. Entonces, para cualquier 
dto 


» (e +) =n(t, A) 
1 


determina la cantidad de polos de la función Ta: e decir, 


la cantidad de 4-puntos do f (z) en el mismo círculo | z | :£ t. En par- 

ticular, (£, 0) denota la cantidad de ceros que tiene f (z) en cl círculo 

|z| < tyn (0, 0) denota el orden del cero posible en el punto z = 0. 
Mediante las notaciones introducidas obtenemos: 


n()=n(t, 0)—1(0, 0), p(t)=n (t, 00) —n (0, 00) 


2(0)=m(0, 0) —n(0, 00). 
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Lo último se debe a que, si à > 0, entonces n (0, o0) = 0 y à = 
= n (0, 0); si 4<0, entonces n (0, 0) =0 y à = —n(0, 00) 
finalmente, sì à = 0, entonces n (0, 0) = n (0, 00) = 0, Represente- 
mos también In | f (pe**) | en la forma: 


ln |4 (pet) |== 1n | (pet) |— [Fei | = 1 po) | Er 


(véase ol ap. 5.4, cap. 6). La fórmula (7.4:1) toma la forma: 


23 p 
i | ue (p9) Lda PLD qe (0, o0) In p= 


2n 


p 
da + (26 YA O dtn (0, 0) Inp+ In Jex]. 


5 

(7.4:2) 
La última relación muestra que existe un equilibrio peculiar entre 
los valores de una función meromorfa que son mayores que la unidad 
en valor absoluto y los que son menores que la unidad en valor abso- 
luto, En efecto, en el primer miembro figuran integrales que depen- 
den de los valores de la función que son mayores que la unidad en 
valor absoluto y de la cantidad de polos que hay en el círculo | z | < 
<. t, mientras que en el segundo miembro (si no se cuenta la constan- 
te ln | ca |) figuran integrales que dependen de Jos valores de la 
función que son menores que la unidad en valor absoluto y de la 
cantidad de ceros que hay en el mismo círculo. 

7.2. Apliquemos la fórmula (7.1:2) a la función f (3) — A, 
donde A es un número finito arbitrario. Observando que esta fun- 
ción Lione los mismos polos y con los mismos órdenes que f (z), 
obtenemos que para ella la distribución de los polos se caracteriza 
por la función anterior n (1, 00) y la distribución de los ceros, por 
la función v (t, 4). Por lo tanto, 


A PERE 
E f Tomi 


2n o 
zf MO IN 00) Inp= 
i 


la [4 
a(t, An (0, A) 
= da + z d+ 
pri A)lnp+In|c(4)4, 
donde c(4) es el coeficiente del término inferior (distinto de 
cero) en el desarrollo de Laurent do la función f(2)—A en un 
entorno del punto z—0. Observando que 


1n+|f (peto) —A |< nt (114141) <In2-+1n]/ (pela) | 4 1n*] 4] 
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y que 
Iot [f (peta) |= In*| 4=(+—A)|< In2+1m*]f (pet) — A] | 10*| Aj. 
resulta: 
1n*| (pes) — A | = In* |7 (pelo) |- 0, (1*| 4/41n 2), 
donde —1 0,5, 1. Por ello 


1 1 
In* de 
a| Prora]. 


pa 
ap LAIA (0, A) Imp 
ù 


Syg [mfo Ja 1 | ET n (0, o0) n p-a (0), 
j H 


(7:2:1) 
dondo 
la (0) |< mt] A]+in24 | Inje (4) 1. 
Acluremos el significado de (7.2:1). Introduzcamos primero otras 
nolaciones más; hagamos 
4 T 1 
ln —¿— da = 
a f Pao E y 
ES ; 
LOA (O, a) mp = (o, 4). 
ü 


Tanto una como la otra son funciones de p que dependen además 
del número complejo A; ambas son no negativas. Influyen en la 
cantidad m (p, A) solamente aquellos valores de f (pe'*) que satis- 
facen a la condición 


[7 (pe) —A|<1, 


y además, influyen tanto más (en el sentido del crecimiento de 
m (p, A)) cuanto más se aproximen a A los valores de f (pei) 
y cuanto mayor sea la medida angular de aquellos arcos de la circun- 
ferencia |z | =p en los cuales f (peia) se diferencia poco de A. 
En otras palabras, la cantidad m (p, A) aprecia de un modo especial 
el grado de aproximación en media de la fun- 
ción f(z) ul número A en la circunferencia |z |= p. 

En la cantidad N (p, A) sólo influyo directamente la distribución 
de los puntos en los que f(s) toma exactamente el 
valor A, es decir, la cantidad n (t, A) de A-puntos de f (z) en 
el círculo |z |< t, considerada como funciónide t. 
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La segunda de Jas fórmulas (7.2:2) muestra que N (p, 4) crece 
{no decrece) junto con p (para A fijado). Precisando, de la misma 
fórmula se deduce que 

aN (p, A) 
e Dn fp, A)—n(0, A)—n (0, 4) =n (p, A) 

para cada p tal que en la circunferencia |z | = p no haya ningún 
A-punto de la función f (z) (si en la circunferencia |z | = pa hay 
A-puntos de la función f (z), entonces z (p, A) admite discontinuidad 
do primera especie en el punto p = py). Como » (p, A) es una función 
no decreciente de p, de aquí se deduce que N (p, A) es una función 
convexa de lnp. 

Obsérvese que m (p, A) no sólo no es convexa, sino que, por lo 
general, no es una función no decreciente. Así, por ejemplo, si f (z) 
es un polinomio de grado no infreior al primero, la función m (p, 0) 
us distinta de cero (es positiva) para cada p que sea igual al módulo 
de un cero cualquiera de la función, y se anula para todos los valores 
de p, comenzando desde un valor suficientemente grande de p (tal 
que soa |f (pei) | >1, 0<a<a). 

En lo que se refiere a las funciones que figuran en el segundo 
miembro de (7,2:1), se observa que éstas son similares en todo 
am (p, A) y N (p, A), con la única diferencia que en lugar del valor 
finito A figura oo. Precisando, en el valor de la integral 


2x 

i 

5 | Ny (peta) |da 
d 


para ua p dado, influyen solamente los valores del módulo 
| f (pez) | que son mayores que la unidad, y además, tanto más 
cuanto mayor sea |f (pels) | (cuanto más «se aproxime» f (2) a 00) 
y cuanto mayor sea la medida angular de aquellos arcos do la circun- 
ferencia |z | = p en los cuales | f (pet) | es grande. Del mismo modo, 
en el valor 


a 
U eO 0 ap (0, o0) Ing 


g 
sólo influyo directamente la distribución de los polos de la función 
f (2), es decir, la cantidad de polos n (t, oo) que hay en el círculo 
Lz |< t, considerada como función de t. Todo lo dicho justifica 
la introducción de las «siguientes notaciones: 

a 

3) 1m*|1(0e9)| da=m(p, o0), 
0 
e 


j 


LAO ar (0, oolnp= N (p, œ), (7.2:3) 
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La función N (p, oo) crece (no decrece) junto con p y es una función 
convexa de In p; la función m (p, 00), por lo general, no sólo no es 
convexa, sino que tampoco es no decreciente. 

Mediante las notaciones introducidas la fórmula (7.2:1) se escri- 
be así: 


mp, A)+N (p, A)=m(p, co) N (p, 00) +qa (1). 
Hagamos también 
mp, 00) +N (p, 00) =7 (p); (7.2:4) 
entonces 
mp, A)+N (o, A)= T (0)+a (p); (7.2:5) 


esta fórmula es válida también para A = œ (en este caso ésta 
se convierto en la fórmula (7.2:4)). Hemos obtenido la siguiente 
proposición: 

Primer teorema fundamental de la teo- 
ría de las funciones meromorfas. Para toda 
función f (z) que sea meromorfa en el círculo |z |< R < œ. existe 
una función T (p), definida en el intervalo 0 < p < R, tal que, para 
cualquier número complejo A (finito o infinito) la suma m (p, A) + 
+ N (p, A) (cuyo valor depende solamente de la medida en que 
los valores do la función f (z) se aproximan en media a A, y también 
de la frecuencia con que f (z) toma el valor A) difiere de T (p) en una 
función acotada Pa (p) (| pa (p) | <1in* 14 | +1n 2 +- | ln fc (4) ll. 
si A Æ 00, y Po (p)=0, si A = œ). La función 7 (p) se llama 
función característica de la función meromorfa f (2). 

Este teorema puede considerarse como una generalización extre- 
madamente amplia del hecho según el cual las funciones meromorfas 
elementales — las funciones racionales — toman cualquier valor 
complejo A en una misma cantidad de puntos, igual al orden de la 
función (véaso el t. I, ap. 4.4, cap. 2). 

En resumen, la suma m (p, A) + N (p, 4) no depende del valor A 
(salvo una función acotada pa (p)). Este teorema permite afirmar 
(en el caso en que la función característica crece indefinidamente 
cuando p tiende a R) que si para cierto A la cantidad de A-puntos 
de la función f (z) es relativamente pequeño y, por consiguiente, 
los valores de la función N (p. A) no son relativamente grandes, 
entonces los valores de la función m (p, A) tienen que ser relativa- 
menle grandes, es decir, la función se aproxima bastante bien en 
media a A. Es justo también lo recíproco. Así, pues, la insuficiente 
cantidad de A-puntos se recompensa con una buena aproximación 
media de la función f (z) hacia el punto A y una mala aproximación 
media hacia A trae consigo un aumento de la cantidad de A-puntos. 
Tal es el significado y la importancia del primer teorema fundamen- 
tal de la teoría de las funciones meromorífas. 
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Este teorema se amplía esencialmente con un teorema capital 
más difícil, denominado segundo teorema fundamental de la teoría 
de Jas funciones meromorfas *), del cual, en particular, se deduce 
que para una mayoría preponderante de valores de A la función 
m (p, A) es infinitamente pequeña en comparación con la función 
característica T (p). Por esto, la parte principal en.la suma 
m (p, A) +N (p, A) corresponde a la función N (p, A). Para dar 
a esta afirmación un sentido exacto, llamemos a un valor A d efec- 
too valor excepcional (en el sentido de R.Nevan- 
linna) de la función meromorfa dada f(z) si para este 


mo A) 
i $(4)>0. 


5(4)= 


— Mg +1 (7.2:6) 


(suponiendo que 7 (p) -> œ para p > R). Por lo tanto, el número 
$ (4). denominado defecto del valor A, muestra lo que le 
falta a la razón Hut para ser igual a la unidad (en el Jímite 
cuando p tiende a R). 

Del segundo teorema fundamental mencionado se deduce que 
para cualquier función f (z) = const, que sea meromorfa en el plano 
finito (como se demostrará en el ap. 7.4, para ella 7 (p) > œ si 
p > œ), y también para una función meromorfa en un círculo finito 

Mm 
(con Ja condición lim— = 
sn TO 
el conjunto de todos los valores excepcionales es, en primer lugar, 
no más que numerable, y en segundo lugar, la suma de los dofectos 
de todos estos valores no es superior a dos: 


20 (4) <2 (1.2:7) 


(relación de los defectos). 

Do aquí se deduce que pueden existir no más de dos valores 
con el defecto máximo posible, igual a uno. Como tales valores se 
caracterizan completamente por la condición 


=(), la cua] no siempre se cumple), 


*) Eu este curso no incluimos el segundo teorema fundamental. Véaso la 
monografía de R. Nevanlinna Eindoutigo analylischo Funktionen, 
Springer, Berlín; 2a ed., 1953 y también el libro de W. K. Ha ym a n, Mero- 
morphie functions. Oxford at the Clarendon Press 1964. 
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(lo cual se deduce de la fórmula (7.2:6)), se puede afirmar que existen 
no más de dos valores A para los cuales la función N (p, A) es infinita- 
mente pequeña en comparación con T (p). Esta afirmación contiene 
como un caso particular el teorema de Picard para las funciones 
meromorías. Al final del capítulo octavo la obtendremos de otro 
modo. 

7.3. Mustremos Jo expuesto en el%ap. 7.2 con unos cuantos 
ejemplos: 

1) Función racional. Sea 152. donde P (2) 
es un polinomio de grado p, Q (2) es un polinomio de grado q y P (2) 
y Q (2) no tienen ceros comunes. Entonces f {z} es una función racio- 
nal de orden r = max (p, q). Supongamos, para precisar, que p => q; 
entonces r Para todos los valores suficientemente grandes 
de p, se tiene: 


$ (2) =a2 [14 e(2)l, 
dondo, a es la razón de los coeficientes do los términos superiores de los 
polinomios P (3) y Q (a), e(z) es una función racional que tiende 
a cero cuando 2-—>00. Por lo tanto, 
In |f (e) |= (p—a) In p +0 (1)*) 
y, por consiguiente, 
2x 


pn f Int | f (pe) | da = (p— 4) n p+ 0 (1). 


m (p, oo) 


Si p es superior al módulo máximo p” de los ceros del polinomio 
Q (2), entonces la cantidad de polos n (p, œ) de la función f (2) 
conserva un valor constante, igual a q. Por ello, para N (p, 00) 
obtenemos: 


» 
N (p, 00)= pi LAO 4 (0, 00) Imp= 
5 


o 2 
n (t, co) —n (0, œ) qdt f n (0, 00) de , 
PLD ay y (A 


v č F- 


n(0, œ)Inp= 


*) O (1) denota una cantidad acotada. En general, se escribe q (p) = 
= O [1 (P)1 si 9 (p) y y (p) están definidas para todos los valores suficientemen- 
te grandes de p IRIEL O |, donde C <æ es cierta constante. 
Andlogamonte, € (1) donota una cantidad que tiende a ccro. En general, se oscribo 


(0) =o0 fp (p)I1 si 
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A a 
=qlhp ! [LA ar (0, 0o)—9)Inp"]= 


ï 
=glnp>0 (1); 
y, por consiguiente, 
T (p)=m(p, o) 
De aquí se deduce que 


N(p. 0) =pInp+0(4). 


mip © qL 
EN 1 > 


5 (00)= lim 

Ca 

es decir, oo es un valor excepcional (en el sontido de R. Nevanlinna) 

para la función racional f (z) si p > q. Demostremos que éste es el 
único valor excepcional. Sea A œ; de la relación 


1 


ln =0 
so deduce que 
1 
A S 
Toa O 


pura lodos los valores suficiontemento grandes de p y, por 
consigniente, 


2r 
m (p 4)=37) 1 


e 1 
ra eo 
(para valores de p suficiontemente e 

Así, pues, $ (4) = 0 si A = œ, o sea, los valores finitos A no 
son excepcionales para f (z). 

Instamos al lector que demuestre, que si p = g, el único valor 
excepcional para f (z) es el cociente a de los coeficientes de los térmi- 
nos superiores de Jos polinomios P (z) y Q (z), y si p <q, cl valor 
excepcional es igual a cero. En cada uno de estos casos, para la fun- 
ción característica resulta: 


T()=rmp+0(1), 
de modo que para cualquier función racional 
T (9)=0 (In p). 


2) Función exponencial. Esta función no se anula ni 
se hace infinita. Por lo tanto, para ella 


N (p, eo) =N (p, 0)=0, 
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es decir, ambos valores ( y oo son excepcionales. con el valor máximo 
del defecto, igual a uno. Calculemos la función característica 7 (p) 
y comprobemos que la función exponencial no posee ningún valor 
más con defecto positivo. Observando que 


ln | exp (peta) |= p cosa 


es positivo en el semiplano de la derecha y es negativo en el 
semiplano de la izquierda, hallamos: 


la 2 
mp, 00) = z | In* |exp (e°) |da — -£ f osda => 
h -52 
y análogamente 
mio, 0=2. 


Por consiguiente, 
T(p)=m(p, 00) +N (p, 00) = . 


Si A3£0 y A0, entonces 

a 

No 4) = PLENO dro (0, A) np 

ù 
Pero los A-puntos de la función e” son los valores Ln A = Ìn | A | + 
+ í (arg a + 2kx); éstos están situados en la recta Rez = ln |A | 
y la distancia entre chos es igual a 21. Como la circunferencia | z | = 
= ¢ intercepta en esta recta un segmento de longitud 
2V r — (n [A |F, la cantidad de A-puntos que caen en el círculo 


lz |< t se acota del modo siguiente: 


t 


y, por consiguiente, 
ol 
Np, 4) ~ f E 

1 


De aquí que, para el valor del defecto del número A (4-0, A + œ) 
se tiene: 


n0, 4) r 
dt+n(0, A)Inp ~F p= (p). 


T 


=14— m VeA 
è= li 22 0. 


3) En el caso de una función racional se ha observado sólo un 
valor excepcional. Este valor ecxepcional era el lim f (z). La función 
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exponencial para z > œ tiende uniformemente a oo en el ángulo 
lugz |< <e (e >0) y a cero on el ángulo opuesto por cl 


vértico a éste. En correspondencia con esto, aquí hay dos valores 
excepcionales: () y co. Sea ahora n cualquier número natural 22. 
Dividamos el plano por rayos que partan del origen de coordenadas 
en 2n ángulos iguales: di, de, . . ., don, comenzando desde el ángulo 


+1 iè 
d: | argz |< J ` Demostremos que para z —> oo la función entera 


z 


En (2) = | exp (—2") dz tiende a co en los ángulos dy; (j = 4, ... 


+ ++» n), y en cada uno de los ángulos dj44 (f = 0, 4, .... n — 1) 
Lat; 9 
tiende al límite finito A, = Ze =, donde 7 = È e" dt (1> 0. 


ù 
Este comportamiento de la función g, (z) arroja como consecuencia 
de que la misma posee n +1 valores excepcionales: 
o, Ao Ap... Ani- 
Obsérvese primero que 


emua 


p | exp (— p" cos0) d0=p | exp (— p” sen 0) d0 < 


<—oja 


2 
z 

<p f exp( 491) a< F p” — 0 
ù 


para p 00. 
Apliquemos el teorema integral de Cauchy a la función 
exp (—1”) y al contorno de algún sector del círculo | 2 |< p, perte- 
neciente a daj+4; uno de los radios que limitan el sector lo dirigiremos 
2ni 


por la bisectriz del ángulo daj41, la cual forma el ángulo con 


la dirección positiva del eje real, y el otro lo di 
punto 


remos hacia el 


z—pexp[: (=i a)]. ES r 
Resulta: 
2nij A z 
enter | etde f di, 


v 
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de donde 
2 
25» Te 


E 
gae)" fet: at] <| exp (—p” cos nô) p d0 | = 


t9 j 


j 
EA 
p f n e Ñ z n T yin 
=+ faeta cos) a| £ | esp (=o cos0) dð <7 pr". 
v 


n n 
ES 


Como lime "> fe" dt = A), de aquí se deduce, en primer lugar, 
pe 


que gn (2) para z > œo tiende uniformemente al límile Aj en dyjts, 
y. en segundo lugar, que para cualquier rayo L que parta del punto 


2=() y que pertenezca a dajyy: 
[o naa, 


Para acolar inferiormento m (p, Aj) se necesita obloner una cota 
asinlótica para | gn (z) — A; |. Trazando un rayo L por el punto 


ji ; 
z = p oxp (EL bai), 121 < ¿ho hallamos: 


ga (3) — A= ga (0) — f op(—¢) d= 


--j osp (=i) de= forman) = 
ž 


2 


= -4h ep OS LS 
i 


m 


z 


= igan exp (—2") -+ n+ exp (-—2") — 


E 
Di) T y y 
ERED f par exp (8) dt. 

Como |z" exp(—2")| =p" exp (— p" cosna) y 


[erar—2|< 


< \ t exp (— i" cos na) dt < za pH exp (— p” cos na), 


Pg 


281234 
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resulta: 
ent) — A= Lo exp(—2") [1+0 (1)l, 2E dijo 
(so podría haber sustituido o (1) por la cota más exacta O (p""), 
mas para lo que sigue no se necesita tanta exactitud). 
Por consiguiente: 
ES Pd = 
In gga 7 P osna + ln {n01 + o (1)1) 
=p" |cosna + o (1)j, ZEdzji 


de donde 
2x 
mp A= | lat 
2mjm bn Zn bi a2 
E dE » 
2 omar | o" cos0 do- o(") + 


2 


ci: 


Dj Zn 


Calculemos, finalmente, 7 (p) = m (p. 00) (puesto que N (p, œ) = 
= ()); para ello, acotemos g, (2) en los ángulos dz; (j = 1, 2, 4 


Obsérvese que la bisectriz dol ángulo dz; forma el Pa 
con la dirección positiva del eje real. Por ello, cada punto ca 
zæ 0, se caracleriza por la expresión z = p exp 2 “m 


E 
+ aij, donde |a |< >7- Integrando dos veces por partes, el 
valor de la función g, (z) en este punto puede escribirse on Ja forma: 


E : 
gn (a) = | exp(— t") dt | exp (— 0) 40 (1) = 
v 1 


t 


an exp (— 2") 4- 


sirr oxp(—z")+ 


n? 


z 
y ID f gen erp(—¢") d+ 0 (1). 


i 
Pero si z=p exp [Ea] y njaļ< 7, resulta 


| "+ exp (— 2") |= p™+t exp (p" cos na), 


a o 
| [ire esp (=t) dela j EY exp (1 cos nad dt 
1 
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e 
j 2 exp (E cos na) dt = o [9H exp (p" cosna)] (n> 2). 
1 
Esta última relación se comprueba aplicando la regla de J'Hos- 
pital a la fracción: 
p 
Y 1222 exp (7 cos na) dt 
i 


p rt expip"cosna) 


Por consiguiente, en cada uno de los ángulos d; (j =1, 


<. n) es 
válida la acotación: 


ent) =—Li exp (—2") M +0 (1)); 
por lo cual, para z= pexp pz E +04] € de 


In] gn (2)]=9" cosna + ln (+ po +o a} = p" [cos na +o (1). 
Además, como se observó anteriormente, en cada nno de los án- 
gulos dzjş: 

in| gn (2) [= 1n] A;|+0 (1) = O (1). 
De aquí se deduce que 

2n 


m (p, 00)= 37 | In* | gn (2) | da — 


n (j-i ndn On 


=)4 f In*| gn (2) |da - O (1) = 
Jar T ojo 


=) [f cosod07 01] +00 =L11+0(1)1 
p 
Finalmente, > 
4 
(o. 4) m (p, A) I y 
CCA i a Un mas 
Fa 3 0" [140(0)) 
además, 


28+ 
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En resumen, queda demostrado que todos los valores: co, Aos sses Anety 
tienen defectos positivos. Como la suma de los defectos calenlados: 
ni 


È bN+ (œ> 2, 


y èn virtud de la relación de los defectos esta suma no puede 
ser superior a 2, se deduce que 


b=, 10,4... nA 

4) Función # (z). Esta función ofrece intorés porque carece 
de valores excepcionales. 

Comenzaremos con el cálculo de N (p, œ). Como en cada para- 
lelogramo de períodos la función Y (z) tiene un polo doble, calculare- 
mos primero la cantidad de paralelogramos que están enteramente 
situados en el círculo cerrado | z |< p; supongamos que éstos hay 
v (p). Después calcularemos la cantidad p (p) de paralelogramos que 
tienen cada uno de ellos al menos un punto común con el círculo 
cerrado |z | <p. Está claro que 


2v (p) <n (p, 00) < 2u (p). 
Designando con la letra D el área de cada paralologramo de perío- 
dos y con Ja letra d la longitud de la diagonal mayor, tendremos: 
np > v (p) D >n (pd), 


I (p) —v(p)10 < n (p +d)? — n (9d)? =4npd. 


En efecto, v (p) paralelogramos situados en el círculo |z |< p 
cubren por completo el círculo (3 | < p — d, mientras que p (p) — 
— v (p) paralelogramos que tienen puntos comunes con la circun- 
ferencia |z | = p están contenidos en el anillo circular p — d < 
<l21| <p +d (se supone que p >d). 

Por ello 


2 
> 0>+$(-0, 
4: 2 d 
KO <vo e g p 
y, por consiguiente, 


Bapa 
E, 


2n? _ándp , 2ad? 2ap2 
e ani œ) < 


O sea, 
nlp, œ) = HE 40 (p). 
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Por lo tanto, para N (p, co) obtenemos (obsérvese que n (0, 00) = 2): 


np? 


B p 
N (p, ojm [AERE tamp [eemi] o- 74 00. 
i 


Caleulemos ahora 


ĉn 
1 


m (p, 00) =z | In* | (009) | da 
7 


y 


y demostremos que m (p, œ) = O (4). Con esto fin, eubramos todo 
el plano por tales paralelogramos de períodos que los polos de la 
función $ (z) coincidan con los centros de estos paralelogramos. 

Sea A, uno de estos paralelogramos y sea z} su centro. Como la 
función $ (z) tiene en Ay el único polo doble en zp, para Y (2) 
resulta la desigualdad 


ce 
p 
9OI< + 

la cual es válida en todos los puntos del paralelogramo Aj. Aquí C 
es la misma constante para cualquier paralelogramo A, si za denota 
el centro de este paralelogramo A (aquí nos basamos en que $ (z) 
es una función doblemente periódica). Consideremos ahora todos los 
paralelogramos que tienen puntos comunes con la circunferencia 
= p, Y Scan 01, Oz, >., xp) los arcos en que se divide la 
cireunferencia por estos paralelogramos. Según lo anterior la canti- 
dad de tales paralelogramos es: 


a (pd —n (pd)? 
D 


apd 
He. 


xip) =p (p) — v (p) < = 
Si el arco 0; pertenece al paralelogramo Aj y z; es el centro del 
paralelogramo, entonces 

1 1 c? 
ra] f In* | 9 (peta) |da < zz f lt ——, da< 


Ine —<,|2 
3 e 


1 fa 0 
El Ia te 
<7| Dre RÓS 


Para acotar Ja última integral, consideremos el arco E, que inter- 

cepta el círculo |z — z; | < C en la circunferencia |z | =p, y sea 

2y, el ángulo central correspondiente con el vértice en el punto 

2 — 0. Es obvio que y, es un ángulo agudo para p suficientemente 
z 

grande, puesto que — >14 para p—> œ (no hay que olvidarse 


que z; es el centro de un paralelogramo de períodos que tiene puntos 
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comunes con la circunferencia | z | = p). Por ello, de la desigualdad 
=0 (+) - Ahora se tiene: 


sen y; <£ se desprende que y; 


la 
4 ce ca 


pae EN. = 
feg | 1t ecap T j» Toge T 
f 


ù 


1 ca 
=m f Wa o e 
Ap 
donde 2,0. Jutegrando por partes hallamos: 
v 


1 f 2pr,sen(a—0) (a —0;) da 4 f 
ER PEr—=2pr,cos(a—0) a 
t 


de donde 


— da, 


1,= z 
(0—r 2 +4pr, sent -F 


y, por consiguiente, 
$ 
I,=0 (+) 5 
Por esta razón 


xip) 
m (p, 00) = D} zr | Int [9 (p3) |da =0 (200) 0 (1), 
tr 


1 
Así, pues, para la función característica 7 (p) resulta: 
T (P) =m (p, 00) +A (p, 00) 35 40 (p). 


Si ahora A es un valor finito arbitrario, la acotación de la función 
N (p, A) será similar en todo a la acotación realizada de la función 
N (p, co). En efecto, cada paralelogramo de poríodos contiene dos 
ceros de la función Ẹ (z) — A y, por consiguiente, 


nto, 4) = 2240 (p), 
de donde 
N (p, 4) 3440 (p). 
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En virtud del primer teorema fundamental, para m (p, A) 
obtenemos: 


m(p, 4) =7 (p)—N (P A)+0(1) =0(p)- 


Así, pues, para cualquier valor A, finito o infinito, 


lim LA, 


po 


es decir, ningún valor es excepcional para la función $ (2). 

7.4. En este apartado estudiaremos las propiedades generales 
de la función característica 7 (p). Ante todo, demostraremos que 
%' (p), del mismo modo que el logaritmo dol módulo máximo M (p) 
de una función analítica, es no decreciente y representa una función 
convoxa de In p (compárese con el teorema de los tres círoulos, 
ap. 3.2, cap. 6). En la demostración partiremos del hecho de que 
la unción N (p, co) posee las propiedades pedidas (véaso el ap. 7.2), 
y procuraremos expresar 7 (p) mediante N (p, 00). Supongamos pri 
mero que f (0) œ; aplicando la fórmula (7.4:1) a la función 
1 (a) — èt, donde os un número real fijo, hallaromos que 

22 


+=) la | (peto) — et? da =10 | f (0) — e? -+N (p, et?) —N (p, 00) 
0 


(7.44) 
o bien, multiplicando ambos miembros por 00 © integrando 
desdo O hasta 2m: 


2n 2x 
2] ES] In | / (pete) —et0| 40] da = 
2n la 


$ In] £(0) 001204 f N (peit) d®—N (p, 00). (7.4:2) 
f} i 


q 


Consideremos la integral 


1 2n 
= j Injw—et? |do, 


donde w es un número fijo. Si |w|«< 1, cntonces, aplicando la 
fórmula general (7.4:1) a Ja función In|¿—w|, tendremos: 

Sa 
A È Infw—e0]d9=1m/w0|— In wo 


2n 
E 


0; 
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si |w]>1, la función Infw—£| cs armónica en el círculo [E] «4, 


de donde 
2a 


gy | Iapo— et jd + In fic). 
o 


En resumen, en todos los casos 
17 
xi ln Jre—e0| dy — Int jw). 
% 
Por ello, la fórmula (7.4:2) toma la forma: 
2n la 


> fi Int [4 (pe'a) |= Inty) E ' N (p. e0) dd —N (q, 00), 
y y 


0 soa, 
za 


T (p) = m (p, 00) +1 (P. 00) =In*]/(0)1+ 37 | A 000) 40. (7.4:3) 


Eu el caso en que f (0) oo, en lugar de la fórmula inicial (7.4:1) 
tendriamos: 
za 


E | In |F (peta — e't | da= 1u | ca]-+ N (p, e0)—N (p, 00), 


donde e, es cl coeficiente del término inferior en el desarrollo de 
Laurent de la función f (z) en un entorno del punto z = 0. Por esta 
razón, en este caso la fórmula (7.4:3) se sustituye por la fórmula 


2n 
Ti) -nlet 37 [i N (p; #9) dë. (74:37 


En uno y olro caso vemos que las propiedades de no decrecimiento 
y convexidad de la función 7 (p), considerada como función de 
In p, se deducen de las propiedades correspondientos de Ja función 
N (p, ei). Precisando, 


1091 (p) 


ara p >p y 


2x 


(IN do”, e19) — N (p, é0)) d0 > 0 


dro A Fan 7 

w Meat got i) 

dnp Za f a froe Jae 
j 


es wna función no decreciente de inp. 
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Obsérvese que si f (z) es una función meromorfa en todo el plano 
finito (R = 00) y f (z) 2 const, entonces 7 (p) necesariamente Liendo 
al infinito cuando p tiende al infinito. En efecto, designando / (0) 
con A, tendremos en virtud del teorema fundamental 

m (p, A)+N (p, A) =T (0) 4-0 (1), 
de donde 


e 5 
Nih a: a. n (0, A) Ing < T (p) 0 0); 


as, por otra parte, 
N (0, 4) >n (0, A) Inp> np. 
Por lo tanto, 
Inpa t (9) +0 (D, 
de donde se deduce que 
lim7 (p)= 
p>% 
y, además, 
li E 
im 4 
fin 
ps 
En el caso de funciones meromorfas en un círculo finito ( < 00) 
no hay razones para afirmar que Ja función característica 7 (p) 
tiende al infinito cuando p tiende a R. Consideren en particular, 
el caso de funciones que no tienen polos en el círculo | z | 
entonces, para éstas 


2a 
N (po) 0 y Tp) =m (p, o0) = zi | Int |7 (pe) | da. 
5 


Ya se vio en el ap. 5.2, cap. 6, que la condición de que la última 
función esté acotada cuando p tiende a R es equivalente a la hipótesis 
de que f (2) pueda expresarse en el círculo EARS R en forma de 
un cociente de dos funciones analíticas que acotadas en valor 
absoluto. En realidad, este resultado se extendió en el ap. 6.4 del 
mismo capítulo a las funciones meromorfas. A saber, se había demos- 
trado allí que el conjunto de las dos condiciones: 

2x 
Y (MM) <+o y Ta g | HI (da < +o, 
i= 


donde (0,) es la sucesión de los polos de la función / (2) que están 
situados en el círculo |2 |< R. es equivalente a la condición de 
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que / (z) se exprese en el mismo círculo en forma de un cociente de 

dos funciones analíticas y acotadas en valor absoluto. 
Comprobemos que estas condiciones expresan que 7 (p) está 

acotada. En efecto, de lo dicho en el ap. 4.2, cap. 6, so deduce que 


la convergencia de la serie pH (R — |b |) equivale a la convergencia 
É 


E 
O E à 
del producto infinito |] lo cual, a su vez, oquivale a que 
TaT’ , , 
k=1 + 


esté acotado 
plo) ao 


n r= ln Ter cuando p—> R. 
1 


Pero 


[4 1 
Pp f 20 y ( 20. on t, 00) 
del o NS 
ù 9 


(véaso el ap. 7.1); al fin y al cabo, las condiciones que determinan 
la clase de las funciones meromorlas de forma acolada en el círculo 
47 |<< R, equivalen a que estén acoladas las cantidades 


o 
Np) = LOS (0,00) Inp y m (p, o), 
è 


es decir, a que esté acotada la función caracteristica 7' (p). En resu- 
men, la clase de las funciones meromorfas do forma acotada coincide 
<on_la clase de las funciones de característica acotada. 

7.5. Estudiemos cl caso de una función trascondente entera f (2) 
y aclaremos para ésta la relación entre el módulo máximo M (p) 
y la función característica 7 (p). Como en este caso N (p, 00) =0, 
resulta: 


T (p) =m (p, 00) =f | 1n* | (pe) | da < Iut M (0). 


Pero lu M (p) tiende a œ junto con p; por ello, 
1n*M (p) =1n M (p), 
comenzando desde cierto p, y se tiene: 
T (p) -< In M (9). 
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Por otra parte, según la fórmula de Poisson-Jentzsch, 


la 
1n|/ (re0)]> E $ ln Vol da— 
A no) í la 
— [5 ú thls i i] In 1 da< 
2n 
<z) A e 
LEE m (p, 00) < LELT (p); 
por lo cual 
In M (r) <Her (0). 
Así, pues, 
7 (0) < Me) ete y (o) (7.5:1) 


de donde 


In 7 (e) < lnla M ()< la etr +1In7 (p). 


Por consiguiente, haciendo p=2r, obtenemos: 


— n7 „y Inda M (r) g nT) _ qe mT (nm 
C a a 
O sea, 
Tm A ALTA GIA 
poco mr ro m 


Recordando la definición de orden de crecimiento de una función 
entera (ap. 1.1), vemos que en esta definición puede utilizarse la 
función característica T (r) en lugar del módulo máximo M (r), 
sustituyendo In M (r) por 7 (r). 

Examinemos ahora el caso de una función f (z) que es meromorfa 
en el plano finito y no es entera. Aquí la función Mn = 


= max |f (2) | no puede desempeñar inmediatamente el mismo 


Izjer 

papel que desempeñaba en la teoría de las funciones enteras. En efec- 
to, M (r) ya no es una función no decreciente, puesto que, haci ndose 
infinita para cada 7 = rọ que coincida con el módulo de algún polo 
de la función f (z), toma valores finitos para todos los valores de 
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ienlemente próximos a ro 54 distintos de rọ. Además, doja ya 
de coincidir con el módulo máximo en el círculo corrado: 

max |f (z) |. La función característica 7 (r) la cual, como so vio 
de Py ap. 7.4, es una función no decreciente y convexa de In r, repre- 
senta una sustitución nalural del módulo máximo para una función 
meromorfa arbitraria. Aplicándola se puede extender el concepto 
de orden de crecimiento a cualesquiera funciones meromorlas, supo- 
niendo por definición que el orden de crecimiento 
In? (5) 


de la función es [in 
roo 


Para ilustrar esto, determinemos el orden de crecimiento de la 
función tg z. Como se sabe, esta función no toma Jos valores ¿ y —i 
(t. 1, ap. 4.10, cap. 2). Por lo tanto, en este caso NW (p, i) = 0 y, por 
consiguiente, para calcular 7 (p) se tiene (en virtud del Leorema fun- 
damental del ap. 7.2): 


1 a 
T) mip, 04041) dfw E Sy de -0(1). 
Pero 
1 esp upet) + exp (— pet) | 
Hari] | 20xp {tpe"®) | 


exp (p sen 2) -exp 


+ Foro (2p sena); 
la última cantidad no supera a 1 si ns,a« 2n, por lo cual en 
el segmento [x, 27]: 


ln ——L-— 0. 
Lipe — i] 


Eu el intervalo UZa<a se tiene: 


2p sena > ln 


1 
lg (pe) =i] 


20 sena 
++ 2psena- ln LES > 2p sena — In 2; 
por lo cual 


E +0(1 
Man ero 
y. por consiguiente, 


T= j 2psenada +0 (1) => p+0 (1). 
ù 
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De aquí se deduce, finalmente, que el orden de crecimiento de la 
función Lg z es igual a 
2 

__Ih|—po+0(1m 

Tim [Goto] -.4 
pe 
En resumen, tgz es una función meromorfa de primer orden, 
Calculemos también el orden de la función meromorfa $ (z). 
e 


mp 


Como para ésta 7 (p) =3£ -+ O (p), donde D os el área dol para- 


lelogramo fundamental de "períodos (véase el ejemplo 4) del ap. 7.3), 
resulta 
Tim 107 (0) 


es decir, la función elíptica $ (z) es do segundo orden. 
7.6. Para terminar este párrafo deduzcamos la fórmula gencral 
para la representación de las funciones meromortas de orden finito, 
Partiremos qa la fórmula de Poisson — Jentzsch 


a [eroro ita 
aii wo 
m| LEA Lem >| 6293 mtl al sS ple, 


|pt—apz| 1020431 


Está claro que la función armónica que figura en el primer miembro 
de la igualdad es la parks real de la función analítica de z2=rei0: 


a 


i se 
+ í In (oe) [LEE ada 
dl 


{véase la fórmula (1.2:15), cap. 6), y la función armónica del segundo 
miembro/de la igualdad representa la parte real de Ja siguiente 
función Analítica: 


Lnt@ Alap Jise f AS 


p—s 


por lo tanto, 
2n 


f in| f9) 1 25 pe" da =Ci4 Ln 42 Mmp— 
K 


A 
2n 
nio) 


ata Lt 


(7.6:1) 
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Designemos con q el menor número entero para el cual_se cumple 
la igualdad 

lim TWL =0  (0<g<o0). 

po P 
Tal número existe, pues, por la hipólesis, $ (z) es una función de 
orden finito p. Evidentemente, 9=[u] si p no es un número entero 
y 1=H 0 4=p4—1 si p es un número entoro. Derivando la fórmula 
(7.6:1) término a Lérmino q-—4 veces obtenemos que 


dirt Ln f (2) ig total 
a AAA opere 
r) 


+5 aag! ES ¡tl Pip) aag! 
T a CAPA A par 
2a 
a+ à 2p As 
HE | iny oeo l ra o de (T.6:2) 


Consideremos las funciones 


Yo ge ao gp 


Sola) -32 Pat 2 (02 — Tpit 


la 
Call 2pe'a 
| la |) Fer e 
č 


y demostremos que éstas Lienden a cero cuando p tiende al infinito 
y, además, uniformemente respecto de z, laler<oo. En efecto, 
si la|<r<p, so tiene: 

E 


Han 


larl 


“pa Tr por 


puesto que fa|<"p. Por consiguiente, 
TES] 


-np O n O 450, 
| 2 al =p (6) 


pero 
ELA 

nip, 0) =n (p, 0) | F< LD ar N (ep, 0) <T (e) +0 (0); 
P P 
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por lo tanto, 


nip O HT (ep), 00) 
P L e t pT 


O cuando p— œ. 


Así, pues, 


del mismo modo se demuestra que 


wo q 


li "ER. 
pro 3 (99 — bpeti 


Por consiguionto, 
lim Sa (2) =0. 
pr 


Acotemos ahora el módulo de la integral 7, (2): 


PAOTRED j [Mm] /(pc12) | da = 


xp 


Ú Int | f (pe) |da + f me] 5 


melo, col Emo O 
i pra 


< E e 27 (p) +0 1) 


$ Aa 7 —>0 cuando p— o. 


Por cesta razón, de ji aw (7.6:2) se deduce la relación sigujionto: 
PM nim 
% 


1 
E]. 
(7.6:3) 


siendo uniforme la convergencia en cada círculo [z|<r<oo. De 
aquí, integrando bajo el signo del límite g-}1 veces, obtenemos: 


lim E [m(1-) 


pao 


amiy 
o (YH gl 


2 EH A 
1 e 


n 
pan 


najm 
Y 
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ah 


Pdo TA 2Zmai, (7.6:4) 


donde los coeficientes jlej (F=0, ..., q) representan los valores de 

NTC | 
des 

Llegamos al siguiente teorema: toda Junaidi meromorfa en el 


plano finito, que satisface a la condición lim im Tio) =() (q es un número 


A S l-i) 


en el punto z=0 y m«=m, es un número entero. 


Draco 
entero), se expresa según la fórmula (7.6:4) o según la fórmula 
siguiente: 


1() 2 (3 ca) x 


si mE ua 
Si las series D) 7 y 5 son convergentes, entonces los 
ma TT * i 
T la e [PR 


productos infinitos 


Horta od sll] 


I (1-5) en [5+ e +2(% a] 


convergen ale y uniformemente en cada círculo de radio finito. 
Jn este caso la Fórmula (7.6:5) se puede sustituir por la siguiente: 


fomaem (Jos?) x 
1 


. (7.6:6) 


$ 7. FUNCIONES DE ORDEN FINITO 449 


Así, pues, para tg z la función característica tiene la forma 7 (p) = 
ay O (1) y, por consiguiente, q = 1. Como los ceros de ig z 


son los puntos ja (j = 0, +4, +2, . . .), y los polos son: (2/ +1) E 


o “o 
G =0, +1, +2 ...). las series X} =— y Dir son con- 
1 


vergentes y la fórmula (7.6:6) toma la forma: 


1g z = zetaz 


Como es 


es una función par, el coeficiente c; tiene que ser igual 

a cero. le la relación lim! = 1 sale que cy = 0 (o 2mxi, donde 
20 

m es un número entero); por consiguiente, 


nú Ta) 
tgz=2 n. 


ii [i-ar] 


e a obtenerse EEEE E T 
desarrollo de senz en producto infinito. 

Si f (2) es una función entera de orden p, entonces, según el apar- 
tado anterior, tendremos para esta función 


Ta In7 (p) an 

e mp p 
De aquí se deduce que a la función f (2) so le puede aplicar la rela- 
ción (7.6:5), haciendo en ésta g = lu] o g = [p] — 1 (de modo que 


291234 
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se cumpla la relación lim = 0) y sustituyendo por la unidad 
pre 
el producto que figura en el denominador. Entonces tendremos: 


109-200 (Jer) (0) 152). 
v i 


Hemos obtenido el desarrollo de una función entera de orden finito 
en producto infinito; este resultado se obtuvo de otro modo en el 
$ 2 del presente capítulo, 

Finalmente, apliquemos la fórmula (7.6:6) para demostrar el 
siguiente teorema 

Para que una función f (2), meromorfa en el plano finito, sea racio- 
nal, es necesario y suficiente que se cumpla la relación 


lim A 7 <00. (7.6:7) 


"Esta relación es necesaria, pues para una función racional se tiene: 
T (p) = O (In p) (véase el ejemplo 1, ap. 7.3). Para demostrar que 
es suficiente, obsérvese que, debido a la condición (7.6:7), para 
cualquier valor A, finito o infinito, se tiene: 
n Ne A) q TO 
e iS 
Pero, para cualquier py> 1 se tiene también 


K 
N (ọ, A) = AA ttn (0, 4) np> 
i 


o 
> f 20102 de 000, A) inp > 


. 
, A) 1 
> LL arms 4) m0 (152) + 
Po 


Por consiguiente, 


NO A) o 
hp S” 


n (Po, A) s lim 

Po 

es decir, la cantidad de A-puntos de la función f (z) en cualquier 
círculo no es superior a r. Por ello, en particular, no es superior 
a r también la cantidad de ceros no y la cantidad de polos py en todo 
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el plano finito. Utilizando esto, y teniendo en cuenta que en la fór- 
mula (7.6:5) se puede poner en el casó dado q = 0, hallamos de ésta: 


Il-a) 
{E= exp co mamit 


1-2) 


o sea, f (2) es una función racional de grado no superior a r. 
Evidentemente, el teorema demostrado se puede formular del 
modo siguiente: 
Para toda función trascendente f (2), que seu meromorfa en el plano 
finito, se cumple la relación 


lim 20 


==00, 
po MP 
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CAPITULO 
OCTAVO 


CONCEPTO DE SUPERFICIE 
DE RIEMANN. 
PROLONGACION ANALÍTICA 


$ 1. CONCEPTO DE SUPERFICIE. SUPERFICIE ABSTRACTA 
DE RIEMANN 


1.1. Generalizando las propiedades de diversas superficies ele- 
mentales se llega al concepto de superficie topológica. 

Sea E un conjunto infinito, a cuyos elementos los llamaremos 
puntos. Supongamos que en el mismo se ha elegido un sistema deter- 
minado de subconjuntos {U} que posee las propiedades siguientes: 

a) a cada punto e € £ se han puesto en correspondencia ciertos 
conjuntos de U (al menos uno); estos conjuntos contienen al punto e, 
se designan con U (e) y se llaman entornos del punto e; 

b) para cualesquiera dos entornos de un mismo punto e existe 
un tercer entorno del punto e que está contenido en cada uno de los 
dos dados; 

e) si e” EU (e), entonces existe U (e') E U (e); 

d) si el punto e” es distinto de e, entonces existen U (e') y U (e) 
sin puntos comunes. 

Los conjuntos Æ, en los cuales se han elegido tales sistemas de 
subconjuntos, forman una clase especial de espacios topo- 
lógicos y se Jlaman T¿-espacios*), 

En un T»-espacio Æ, para cada conjunto M se puede definir el 
concepto de puntos de acumulación como tales puntos de Æ que 
cualquier entorno de los mismos contiene un conjunto infinito de 
puntos de M; luego se pueden introducir los conceptos de clausura 
del conjunto M, de conjuntos abiertos y cerrados, conexión. los con- 
ceptos de recintos y continuos, de curvas continuas y, en particular, 


*) Sobre los espacios topológicos y los conceptos roferentes a éstos vóaso 
P. S Alexándro y, Introducción a la teoría general de los conjuntos y 
funciones (IT, C. Axe Rca mapon, Brezene n oómpo Toopuo wioneeta 
n ġynenni, Ora. Foeroxnonan, MIL, 194, Tipu6annenno x raano mecotot). 
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de Jordan, de compacidad, etc. Todo esto se hace igual que, por 
ejemplo, para los conjuntos en el plano. Sometiendo a un 
Tyespacio E a unas condiciones complementarias determinadas, 
se llega al concepto de superficie topológica. Tales condiciones son; 

a) E esconexo (es decir, cualquiera que sea la división 
del mismo en dos subconjuntos disjuntos, al menos uno de ellos 
contiene puntos de acumulación del otro). 

P) Existe un sistema B de recintos de Æ, que no es más que numera- 
ble, y tal que, para cada punto € € E y cada entorno U (ep), se puede 
señalar uno de los recintos del sistema B que contiene al punto e, 
y está contenido en esto entorno. (De un espacio que satisface a esta 
condición, se dice que posee una base numerable B). 

y) Cada punto eo € E posee un entorno U (eo) que admite una 
transformación biunívoca y bicontinua 2 = Qe (e) en un recinto 
simplemente conexo ge, del plano z, por ejemplo, en el círculo unidad 
o en todo el plano finito. (De un espacio quo posee esta propiedad 
se dice quees localmente homeomorfo al plano). 

En este caso la continuidad de la transformación z = (pep (e) 
en un punto e, € U (ej) se entiende en el sentido siguiento: Para 
cada entorno k: |z — Z, | < p del punto z, = ọ (e,) existe un entor- 
no U (e) Œ U (ep) tal que z = Pe (e) Ek si e€ U (ei). 

De un modo similar se define la continuidad do la transforma- 
ción inversa e = p% (2). 

La condición y) permite reducir el estudio de los entornos U (e) 
al estudio de los recintos simplemente conexos ge, correspondientes 
mediante la transformación homeomorfa z = Qe, (e). Se puede decir 
que todo entorno U (ep) posee la misma estructura (topológica) 
que un recinto simplemente conexo del plano. 

Obsérvese que en la transformación z = Qe, (e) los conjuntos 
cerrados y abiertos de puntos del entorno U (eo) se convierten en 
conjuntos cerrados y abiertos de puntos del recinto gep, respectiva- 
mente. Demostremos esto, por ejemplo, para el caso de un conjunto 
abierto M CU (ep). 

Sea 2, = Qee (es) un punto de la imagen m = Qoy un de esto con- 
junto. Suponiendo que éste no es interior -para m, hallaremos una 
sucesión de puntos {Cn}, pertenecientes a Ze y no pertenecientes 
a m, que converge hacia z,. Sus proimágenes 8, = qui (En) tienen 
que converger a e,, pues la función a, (z) es continua. Por consiguien- 
te, éstas estarán contenidas en el conjunto M comenzando desde 
cierto n en adelante (debido a que e, es un punto interior del conjun- 
to M). Pero de aquí se deduce que En = Pes (6,) tienen que pertene- 
cer a M = qu (M) comenzando desde cierto n en adelante. De la 
contradicción obtenida sacamos la conclusión de que la imagen 
de un conjunto abierto en la transformación z = Qe (e) es también 
un conjunto abierto. 
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Un Ta-espacio que posea las propiedades onumeradas (que sea 
conexo, que exista una base numerable y que haya para cada punto 
un entorno homeomorfo a un recinto simplemente conexo del plano), 
se lama superficie topológica  (abreviadamento, 
superficie) o variedad bidimensional”). 

Las superficies so dividen en cerradas, las cuales se cara 
terizan por la propiedad de compacidad, es decir, que cualquier 
conjunto infinito de puntos portonecientes a ellas posee al menos 
un punto de acumulación, y abiertas, en las cuales existen 
conjuntos infinitos sin puntos de acumulación. 

He aquí unos cuantos ejemplos elementales de superficies. 

1) El plano finito en un espacio euclídeo con la definición ordi- 
naria de entorno, representa una superficie abierta. 

2) La esfera (o el plano ampliado) es una superficie cerrada. 

3) El toro, obtenido por rotación de una circunferencia de radio r 
alrodedor de un eje situado en un plano con la circunferencia y que 
no tiene puntos comunes con ella. 

Si R es la distancia desde el centro de la circunferencia hasta 
el eje de rotación (R > »), entonces el entorno de un punto del toro 
se puede definir como la parte del toro que cae dentro de cualquier 
esfera con el centro en este punto y de radio menor que 2r y 2 (R — r). 
En enta definición el conjunto de puntos del toro es una superficie 
corrada. 

4) Dividamos el plano finito en franjas 2ak < z < 21 (k + 1) 
(k =0. +1, +2, ...) y llamemos a los puntos z y z' congruentes 
si z — z = 2mn, donde m es un número entero. Para cada punto 
del plano existe un conjunto infinito (numerable) de puntos congruen- 
tes con él y situados uno en cada franja. Uniéndolos en una clase 
podemos considerar cualquier punto como representante de loda 
la clase, en el sentido de que a la misma clase van a pertenecer los 
puntos del plano que son congruentes con el puntodado, y sólo ellos. 
Llamemos entorno de una clase dada al conjunto de las clases que 
se representan por puntos situados en el interioride un círculo de radio 
P < xt con el centro en uno de los puntos de la clase. Con'tal defini- 
ción el conjunto E de todas las clases posibles representa una super- 
licie. Esta superficie es homeomorfa al cilindro circular recto 


E=pcos0,  n=psen0, g=, 0<0<2n, 


puesto que, poniendo en correspondencia a cada clase representada 
por el punto z =< + iy de la franja fundamental (0 < z < 2n) 
el punto E = p cos z, y = p sen z, ¢ = y del cilindro, resulta, como 


*) A veces, en la definición de variodad se omite la condición de existoncia 
do una base numcrable. Entonces el concepto de variedad bidimensional rosulta 
ser más amplio que el conecpto de superficie. 
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fácilmenteZse observa, una correspondencia homeomorfa entre la 
superficie E y los puntos del cilindro. La superficie construida aquí 
es abierta. 

5) Dividamos el plano finito en rectángulos 


2om<x<2a(m+4),  n<y<2P(n+1) ` 


(a y B son unos números reales positivos fijados) y llamemos a los 
puntos z y 2' congruentes si 2” — 2 = 2am + 2ifn. Para cada punto 


$, 


FIG. 58. FIG. 59. 


del plano resulta un conjunto infinito numerable de puntos congruen- 
tes, situados uno en cada rectángulo. Renniéndolos en una clase, 
se puede considerar cualquiera de ellos como representante de toda 
la clase. Llamomos entorno de una clase dada al conjunto de las 
clases que se representan por puntos situados en un círculo de radio 
p <í min (a, B) con el centro en uno de Jos puntos de la clase. Con 
tal definición el conjunto Æ de todas las clases posibles representa 
una superficie. Esta superficie es homeomoría al toro, por ejemplo, 
al toro de rotación del ejemplo 3). En efecto, con una elección ade- 
cuada de Jos ejes coordenados y de los parámetros q y 0 (fig. 58) 
las ecuaciones de este último pueden expresarse en la forma 


E=(R +rcos q) cos0, 1 =(R +rcos q) sen 0, E=rsenp 
(0<0<21,0<p<2m), 


y si se pone en correspondencia a la clase representada por el punto 
z= x + iy del paralelogramo fundamental: 0 << 24, 0 < y < 
< 2B, el punto del toro que se determina por los valores de los 
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M n R 
parámetros ® z y Y=% y, resulta una correspondencia 


a 
homeomorfa entre E y el conjunto de los puntos del toro. 

6) Consideremos la franja —1 < y < 1 y llamemos a dos puntos 
de la misma 2" =x' + iy' y z = x + iy congruentes en uno de los 
dos casos: z” — z = 4ak y y” = y (k es un número entero) o z' — x= 
= (2k +1) 2n y y' =—y. Reuniendo en una clase los puntos 
congruentes y definiendo el entorno de una clase como el conjunto 
de todas las clases que se representan por todos Jos puntos de cual- 
quier círculo contenido en la franja con el centro en uno de los puntos 
de esta clase, hallaremos que cl conjunto E de todas las clases repre- 
senta una superficio. Fácilmente se comprueba quo ésta es homeomor- 
faala banda (o cinta) de Móbius, cuyo modelo puede 
obtenerse recortando un rectángulo de papel de base 211 y de altura 2, 
doblándolo de tal modo que so unan a pares los puntos de los lados 
laterales quo son simétricos respecto del centro del rectángulo, 
y pegando uno a otro los lugares unidos. Se puede obtener un modelo 
análogo si en cada posición de la circunferencia, cuya rotación forma 
el toro determinado por cierto valor del ángulo 9, 0 < 0 < 2n, 
se loma en lugar de la circunferencia el radio que forma el ángulo 
y =0 con el plano 0n (fig. 59). 

1.2. Las superficies nos van a interesar solamento en la medida 
en que para las funciones del as en ellas o en los recintos perte- 
necientes a las mismas se pueda introducir el concoplo de analiticidad 
(dol mismo modo que este concepto se introdujo para las funciones 
definidas en los recintos del plano o de la esfera). 

Fijemos para cada punto e, un entorno determinado Uy = U (ep) 
y llamémosle entorno selecto de este punto; fijemos también 
una transformación homeomorfa determinada t= A (e) = e, (e) 
de este ontorno sobre algún recinto simplemente conexo g = Beo 
del plano finito que contenga al origen de coordenadas. Exigiremos 
que se cumpla la condición Ae, (eo) = 0. A la función £ = ta, 
= hoy (e) la llamaremos parámetro local (o también 
parámotro de uniformación local) del punto eg. 
A continuación someteremos al sistema de parámetros locales a una 
restricción esencial. 

Una función w = F (e) del punto e situado en la superficie dada 
(los valores de la función son números complojos), definida en un 
entorno del punto e, contenido en Ug, se transforma en la función 
F (A-t (£)] = F* (t) del parámetro complejo ż, definida en un recinto 
perteneciente a g que contiene a] punto ż = 0. 

Supongamos que existe un entorno uy C Uy del punto e, tal, 
que F* (£) es una función analítica en el recinto correspondiente que 
Pertenece a g. Sería natural llamar en este caso a la función F (e) 
analítica en el entorno z del punto e, de la superficie dada y, junto 
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con ollo, llamarla analítica en cada punto perteneciente al entorno 
uo. Sin embargo, para admitir esta definición se necesita una condi- 
ción complementaria respecto del sistema de parámetros locales 
Deo (e))- 

t "En Bist sea e, + ey un punto de aquel entorno uy Œ U, del 
punto ey en el cual F (e) es una función analítica. Tiene que existir 
un entorno u, del punto e, que esté contenido en uy; podemos exigir 
también que esté contenido también en el entorno selecto U, del 
punto e;. Como u, pertenece a uo, F (e) es analítica en u,. Pero, por 
otra parte, de la analiticidad de la función F (e) en un entorno del 
punto e, se puede juzgar basándose en la translormación t = te 
= he, (e), la cual transforma la función F (e) en F [Agi (1)] = F** (7 
Para que nuestra definición de analiticidad no nos Jleve a ninguna 
contradicción, es necesario exigir que la última función también 
sea analítica en cierto recinto que contenga al punto + = 0. Hagamos, 
en particular, F (e) = Ae (e) = t. Entonces tendremos F* (t) = t, 
y como esta función es analítica en el recinto g, la función t = 
= Aeg (e) se debe suponer analítica en la superficie en todo el entorno 
Uo. Para el punto e, € Uo, el cual corresponde al valor t = t, en la 
transformación £ = Ae, (e), hallamos según lo anterior que la función 
t = F** (x) = het, (1) tiene que ser analítica en un entorno dol 
punto += 0 y, además, univalente, puesto que la transformación 
t = Aest (1) es biunívoca. Esta es la condición a la que hay que 
someter los parámetros locales: 

A) Si t = he (e) es un parámetro local del punto ey y e, es algún 
punto del entorno selecto correspondiente del punto ey, entonces este 
parámetro tiene que ser una función analitica del parámetro 1 = 
= de (e) en cierto entorno del punto v = 0. 


Cumpliéndose esta condición, toda función w = F (e), cuya ana- 
liticidad en uy = U se haya establecida mediante el parámetro 
local £ = Ae (e), scrá analítica también on un entorno de cualquier 
punto e, € uy si os estable su analiticidad mediante el parámetro 
local Y = hr, (e). 

La selección del sistema de parámotros locales para la superficie 
dada la someteremos a la condición hallada, sin detenernos por ahora 
en el problema de la posibilidad de tal selección. Del método mismo 
de obtención de la condición A) se deduce que, cumpliéndose ésta 
respecto de cada función w = F (e), definida en cierto recinto D 
de la superficie, también para cada punto e, € D se puede dar una 
respuesta unívoca a la pregunta de si esta función es analítica en 
la superficio en un entorno del punto ey o no lo es 

Una superficie Æ, para cuyos puntos se ha elegido un sistema 
de parámetros locales que satisface a la condición A), se llama 
superficie abstracta de Riemann. 
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Expresándose de una manera descriptiva, las superficies de 
Riemann son aquellas que están preparadas de un modo especial 
para quo, respecto de las funciones del punto sobre las mismas que 
toman valores complejos, el problema de la analiticidad o no anali- 
licidad de estas funciones tenga un sentido tan determinado como 
para las funciones del punto en el plano o en la esfera. Obsérvese 
que cl plano y la esfera (el plano ampliado) son los ejemplos más 
simples de superficies de Riemann. Para la primera de éstas por pará- 
metro local para un punto arbitrario z, se puede tomar £ = z — Zo 
(el entorno selecto será entonces, por ejemplo, un círculo con el contro 
en zp), mientras que para la segunda (habiendo realizado previamente 
su proyección estereográfica sobre el plano), también ¿=z — zo 


para cada punto finito y £ =i para el punto del infinito (para el 


último punto, el entorno selecto será entonces la parte exterior do 
un círculo con el centro en el origen de coordenadas). Hagamos un 
resumen de lo expuesto: 

Sea Æ una superficie a cada uno de cuyos puntos ep se han puesto 
en correspondencia cierto entorno Ug (entorno selecto) y una función 
t = doy (e) (parámetro local) que realiza una transformación homeo- 
morfa de Uy on un recinto simplemente conexo del plano t quo 
contiene al punto £ = 0, de modo que al punto e, le corresponda 
el cero. Si en este caso se cumple la condición: 

A) el parámetro local fe, del punto ey es una función analítica 
t (1) = Aeda (T) del parámetro local t= tą para cada punto 
e, € Uy en cierto entorno del punto 

1=0 
que depende de e,, entonces Æ se lama superficie abstracta de Rie- 
mann (respecto del sistema dado de parámetros locales). 

En la superficie abstracta, para cualquier función del punto 
w = F (e) que tome valores complejos se puede dar una respuesta 
unívoca a la pregunta de si es ésta analítica en un entorno de algún 
punto ey, en el cual ella esté definida, o no lo es. Precisando, la res- 
puesta será afirmativa o negativa según que sea F [222 (t)] una 
función analítica en un entorno del punto ¿ = 0 o no lo sca. 

Las dofinicionos establecidas aquí no serán completas si no se les 
agrega la condición, según la cual dos superficies abstractas de 
Riemann que se obtienen de dos superficies E y E” (quo pueden ser 
idénticas) mediante dos sistemas de parámetros locales (A, (2)} 
y (2; (e')}, se consideran como superficies idénticas de Riemann, 
Esta condición consiste en lo siguiente: Z y E” tienen que admitir 
una transformación homeomorfa e” =D (e) una en la otra tal, que 
los parámetros locales 2. (e) se transformen en funciones 4.¿D”* (e) 
analíticos en cierlos entornos de los puntos correspondientes e = 
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= 0 (eo), y los parámetros locales à; (e*) se transformen en funciones 
DD, (e) analíticas en ciertos entornos de Jos puntos correspondientes 
es = D7 (e;). 

De esta condición se deduce que toda función w = F (e) que 
sea analítica en cierto recinto D en la superficie Æ, se convierte, 
en la transformación e” =D (e), en una función analítica en el recinto 
correspondiente D’ de la superficie E”, y recíprocamente; por lo tanto, 
ambas superficies de Riemann no se distinguen entre sí como por- 
tadoras del argumento de la función analítica. 

1.3. Aclaremos con ejemplos los conceptos introducidos en 
ol ap. 1.2. 

Obsérvese que todo recinto G del plano (o de la esfera) se puedo 
considerar como una superficie de Riemann, si por parámetro local 


del punto Ze € G se tomat = z — zp (o t=toi z = œ). Sean 


G y D dos recintos; hallemos las condiciones según las cuales éstos 
representan una misma superficie abstracta de Riemann. Como ya 
sabemos, la condición general consiste en la existencia de una trans- 
formación homeomorfa w = 0 (z) de un recinto en el otro, tal que 
el parámetro local w — toy se transforme en una función analítica 
de z — zo (y, recíprocamente, z — zp se debe transformar en una 
función analítica de w — wọ); aquí w = 0D (z) y wa = Y (z). Pero 
esto significa que en un entorno de cada punto zo € G es válido un 
desarrollo de Ja forma 


O (8) =0 (25) +4; (2—20) + 42 (2—20)? + 0... 

es decir, ® (z) es analítica en el recinto G. Como la transformación 
w = 0 (z) es homeomorfa, sacamos la conclusión de que es también 
conforme. Por consiguiente, dos recintos G y D del plano representan 
una misma superficie abstracta de Riemann cuando, y sólo cuando, 
existe una transformación conforme de uno de ellos sobre el otro. 
De aquí se deduce, por ejemplo, que todos los recintos simplemente 
conexos, cuyas fronteras contienen más de un punto, representan 
una misma superficie abstracta de Riemann. Por el contrario, entro 
los recintos biconexos ya se encuentra un conjunt: finito e incluso 
no numerable de superficies de Riemann distintas. 

Es suficiente considerar el conjunto de todos los anillos circulares. 
Ya sabemos (ap. 2.1, cap. V) que dos anillos de éstos pueden trans- 
formarse conformemente uno en otro cuando, y sólo cuando, son 
semejantes entre sí. Por consiguiente, los anillos r<|2|<HR 
A p $, 2 | <P representan distintas superficies de Riemann si 


ir 
He aquí un ejemplo sencillo que muestra que una misma super- 
ficie (topológica) puede representar superficies de Riemann iguales 
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o distintas para una elección diferente del sistema de parámetros 
locales. Examinemos el plano finito. Este es una superficie de 
Riemann si para cada punto zp se haco t, = z — zo. Se puede llegar 
a la misma superficie de Riemann si para cada punto z, se elige el 
parámetro local en forma de una función analítica arbitraria %z, (2) 
cuyo desarrollo en cierto entorno del punto zọ tenga la forma 
tro = Azo (2) = 041 (2— 20) +02 (22). +... (4170) 

(tal función es univalente en cierto entorno del punto z, y, por con- 
siguiente, realiza una transformación conforme de este entorno en 
un recinto simplemente conexo que contiene al origen de coordena= 
das). Para convencerse de que en estos dos métodos de elección 
resulta una misma superficie de Riemann, es suficiente tomar la 
transformación idéntica w = z. 

Señalemos ahora un sistema de parámetros locales según el cuał 
el plano se convierte en una superficie de Ricmann distinta de las 
anteriores. Con este fin, realicemos una transformación homeomorfa 
del plano w en el círculo unidad (por ejemplo, mediante la función 
£ =p (w), donde t= + arctg |w |, si wX+0 y [=0si 
w = 0) y elijamos para el punto wọ el parámetro local ty, = ¢ (w) — 
— E (wo). Entonces la condición A) del apartado anterior quedará 
cumplida, puesto que los parámetros locales para dos puntos distin- 
tos wọ y w, están ligados por la relación 

t=5 (w) 5 (wo) +7 


(aquí £= tw = 5 (w) — Ẹ (wo) y T= to = 5(0) — E (01), es 
decir, cada uno de estos parámetros es una función analítica del 
otro. Por consiguiente, con la elección indicada de los parámetros 
localos cl plano representa una superficie de Riemann. Esta será 
distinta de aquélla, a la cual le corresponden los parámetros tz, = 
= 2 — Zo. En efecto, es obvio que siendo tw, = E (w) — E (wo), 
la función E (w) es uniforme y analítica en toda la superficie. Si ambas 
superficies son idénticas, existe una transformación homeomorfa 
de una sobre otra: w = 0 (z), en la cual la función ¢ (w) se convertirá 
en una función £* (z) analítica en cada punto del plano finito z, 
es decir, desarrollable en serie 


E (2) =E (2) + Ar (220) +... 
en un entorno de cada punto Zo. Por consiguiente, la función ¿* (2) 
es entera y, además, acotada (| Z* (z) | < 1), lo cual, según el teore- 
ma de Liouville, es imposible, puesto que ¢* (z) ss const. 

El lector demostrará fácilmente que el plano con los parámetros 
locales tw = E (w) — E (ws) es idéntica (como superficie abstracta 
de Riemann) al círculo, donde por parámetros locales se toman 
t, — 2p- 


E 
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Volviendo al concepto gencral de superficie abstracta de Riemann, 
aclaremos el significado geométrico de la introducción del sistema 
de parámetros locales que satisface a la condición A) del apartado 
precedente. Supongamos que en la superficie topológica dada se 
ha establecido tal sistema de parámetros locales. Entonces en esta 
superficie se puede introducir el concepto de ángulo entre dos líneas 
curvas y se pueden medir los ángulos exactamente igual que en el 
plano o on la esfera. Precisando, sean y, y y; dos arcos de Jordan 
que pasan por un punto e, de la superficie. Mediante el parámetro 
local t = to, = Ae (e) estas curvas se transforman en dos arcos de 
Jordan 8, y ô, del plano t que pasan por el origen de coordenadas. 
Si estos últimos poseen tangentes en el punto £ = 0 y, por consi- 
guiente, forman entre sí cierto ángulo, diremos que los arcos y; y ys 
forman también un ángulo en el punto e, de la superficie, y por medi- 
da de oste ángulo tomaremos la modida del ángulo formado por los 
arcos 6, y ô; en el plano. 

Con tal definición de los ángulos Ja transformación del entorno 
selecto Uy del punto e, mediante la función t = Ae (e) en el recinto 
simplemente conexo g = ga, del plano t será conforme en el punto eg. 
El significado de la condición A) consiste en que ésta garantiza que 
«sea también conforme la transformación en todos los demás puntos 
«del entorno selecto Uo. En efecto, si e, = t) EUo y yi YY 
son arcos de Jordan que pasan por el punto e; y forman en él un 
ángulo «, on el sentido de la dofinición admitida, entonces en la 
transformación T = te, = he, (e) estos arcos se convierten en arcos 
$; y 6; que pasan por el punto t = 0 y forman en éste el ángulo a. 
En virtud de la condición A), el parámetro £ es una función analítica 
del parámetro + en un entorno dol punto t = 0 que es, además, 
univalente (pues la correspondencia entre r y £ es biunívoca). Por 
ello, la transformación t = de; (1) es conforme y transforma ô; 
y ôi en un par de arcos 3, y $; que pasan por el punto t, y focman 
también en el mismo el ángulo œ. Pero Jos mismos arcos $; y 3; 
se forman directamente en la transformación t = Ae (e) "como 
imágenes de los arcos y; y yí. De aquí se deduce que la transformación 
d = Ae (e) es conforme en todos los puntos de Up. 

Vemos, pues, que en cualquier superficio de Riemann se pueden 
definir los conceptos de ángulo y su medida, de modo que esta super- 
ficie no sólo admita en un entorno de cada punto una transformación 
homeomorfa en un recinto simplemente conexo del plano (lo cual 
es propio de cada superficie), sino que también admita una transfor- 
mación conforme. Tal translormación se realiza modiante los pará- 
metros locales que figuran en la definición de superficie de Riemann. 

Considerando que en cada superficie de Riemann se ha introduci- 
do la medición de los ángulos del modo indicado anteriormente, so 
puede enunciar de otra manera la condición de identidad o distinción 
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de dos superficies de Riemann dadas de formas distintas. Precisando, 
dos superficies abstractas de Riemann son idénticas o distintas según. 
que exista o no exista una transformación conforme de una de estas super- 
ficies sobre la otra. 

En efecto, en caso de identidad de dos superficies abstractas 
de Riemann E y £’, se trata de la existencia de una transformación 
homeomorfa de una de ellas sobre la otra, tal que los parámetros 
locales cn una superficie son funciones analíticas de los puntos co- 
rrespondientos de la otra superficie. Si al punto e, € E le corresponde 
el punto e, € E”, entonces de aquí se deduce que el parámetro local 
t = te es una función analítica del parámetro 1” en un entorno 
del punto 1 =0, y recíprocamente: ¿' es una función analítica 
de £ en un entorno del punto ż = 0. Por esta razón, en la transforma- 
ción considerada de Æ sobre E”, entre los parámetros locales feg 
y Us, en los ontornos de los puntos ¿=0 y t =0 se establece una 
correspondencia biunívoca y analítica, es decir, una correspondencia 
conforme. Pero en Æ y E’ los ángulos entre las curvas que pasan por 
los puntos e, y e, se determinan como los ángulos formados por las 
curvas en el plano que se obtienen en las transformaciones t = 
= han (e) y Y! = Mes (e”). Por ello, la existencia de una corresponden- 
cia conforme entre los parámetros localos significa la correspondencia 
conforme entro las superficies E y E”, que es lo que se afirmaba. 

Al comienzo de este apartado, en el caso de recintos del plano, 
considerados como superficies de Riemann, señalábamos que para 
éstos la identidad significaba la posibilidad de transformar uno 
de ellos en el otro. Ahora vemos que esto mismo ocurre en el caso 
de cualesquiera suporficies abstractas de Riemann. 

De aquí se deduce que en las superficies abstractas de Riemann 
solamente se pueden estudiar las propicdades más generales de las 
funciones analíticas que no varían al realizar cualquier transforma- 
ción conforme de una superficie en otra. Si se quieren estudiar las 
propiedades que pueden alterarse al realizar alguna transformación 
conforme, se deben introducir unos elementos complementarios en 
la misma dofinición de superficie de Riemann, de modo que éstos 
permitan en condiciones determinadas establecer una diferencia 


ontre las superficies que se transforman conformemente una en la 
otra. 


$ 2. TRIANGULACION DE UNA SUPERFICIE. 
TRANSFORMACIONES INTERIORES 


2.1. Sea E una superficie topológica; supongamos que F es 
un conjunto de puntos de ella que es homeomorfo a un recinto cerrado 
del plano limitado por una curva de Jordan. Entonces F representa 
también un recinto cerrado sobre la superficie, cuya frontera T es 
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una curva de Jordan. Fijemos en T tres puntos cualesquiera A. B 
y C, y llamemos triángulo (topológico) sobre la superficie E 
al conjunto F junto con estos tres puntos fijados en la frontera. 
A los puntos A, B y C los llamaremos vértices, a los arcos AB, BC 


y TA (se tiene en cuenta cada vez aquel arco, entre los dos posibles, 
que no contiene el tercer vértice) los llamaremos lados del triángulo 
y a los puntos interiores del conjunto F, puntos interiores del trián- 
gulo. A una fijación de un orden (cíclico) determinado de los vértices 
del triángulo ABC o ACB la llamaremos orientación del 
triángulo, y al triángulo mismo, para el cual está fijado el orden 
de los vértices, lo llamaremos triángulo orientado. Es obvio 
que cualquier triángulo admite dos y sólo dos orientaciones distintas. 

Supongamos que la superficie E está dividida en triángulos (A) 
de tal modo que se cumplen las siguientes condiciones; 1) ningún 
punto inlerior de un triángulo A pertenece a otro triángulo A” del 
mismo sistema (A); 2) todo punto frontera de un triángulo A, 
distinto de sus vértices, pertenece también a un triángulo A”, y sólo 
a uno, que tiene con A un lado común; además, todos los puntos comu- 
nes de los triángulos A y A” pertenecen a este lado; 3) si dos triángu- 
los no tienen un lado común, entoncos, tienen un vértice común, 
y sólo uno, o carecen de puntos comunes; 4) para cada punto de la 
superficie Æ existe un entorno que se cubre por un número finito 
de triángulos A. 

El sistema de triángulos (A) que engendra tal división, «sí 
como la división misma, se llama triangulación de 
la superficie. Se puede demostrar que cualquier superficie 
admite triangulación. Aquí no vamos a exponer esta demostración 
(por cierto, es olemental), puesto que para las superficies que nos in- 
Leresan la existencia de la triangulación sc establece inmediatamente. 

Deduzcamos algunas propiedades de la triangulación. 

Sea A el vértice de algún triángulo Ay € (A). En virtud de las 
condiciones 1) y 2) éste no puede ser interior ni punto frontera 
distinto de los vértices ni punto de alguno de los demás triángulos A. 
Debido a la condición 4), existe un entorno U del punto A que 
se cubre por un número finito de triángulos Ay, ..., Am. Ninguno 
do los triángulos distintos de los últimos puede tener puntos en el 
interior de U. En efecto, si existiese tal triángulo A, entonces en 
U habría algún punto interior perteneciente a los triángulos Ay, ... 
++; Am (a uno o a varios), distintos de A, lo cual es imposible debi- 
do a la condición 1). 

Sea AB uno do los dos lados del triángulo Aj que tienen un vér- 
tice común A. Entonces, en virtud de la condición 2), existe un 
triángulo A”, distinto de Ap, para el cual AB es uno de los lados. 
Como sus puntos están situados en cualquier entorno del punto A, 
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éste tiene que coincidir con uno de los triángulos Ay, ..., Am- 
Consideremos su lado AB’ distinto de AB. Este no puede pertenecer 
a Aj, debido a la condición 2); por consiguiente, en virtud de la mis- 
ma propiedad 2) existe un triángulo A” (A" + Ay y A“ Æ å’) al 
cual pertenece AB’. Este triángulo también tiene que coincidir con 
uno de los triángulos Ay, aos 

Continuemos estos razonamientos. Como el número de triángulos 
que cubren U es igual a m, resultan en Lotal z Lriángulos distintos 
Ap, A', A”. ..., A”, donde 3<n<m, cada uno de los cuales 
tiene con el precedente un lado común que parte del vértico A. 
Además, el lado AB“” del triángulo A™ que no es común con A“) 
será común con A'” (en caso contrario el número n de triángulos 
considerados podría aumentarse más) y distinto de AB. 

Realizando una transformación homeomoría de un entorno del 
punto A (que coincida con U o forme una parte propia del mismo) 
en un recinto simplemente conexo del punto z, vemos que las imáge- 
nes de las partes de los triángulos Ay, A’, ... ., A™ pertenecientes 
a este entorno, colocándose cíclicamente alrededor de la imagen zp 
del punto A, cubren un entorno del punto zo. Por consiguiente, los 
triángulos Ap, A’, ..., A™ cubren el entorno del punto A. Así, 
pues, cada vértice A de cualquier triángulo Ap € (A) es un vértice 
común de una cantidad finita n > 3 de triángulos del mismo sistema, 
los cuales están colocados en un orden cíclico alrededor del punto A 
y cubron cierto entorno del mismo. 

Llamaremos cadena que une a dos triángulos cualesquiera Ay 
y A' a un conjunto finito de triángulos Ap, Ay, ..., An =A' tal 
que cada uno de ellos tiene un lado común con el anterior. Demostre- 
mos que dos triángulos cualesquiera Aj y A”, pertenecientes a cierta 
triangulación (A) de la superficie considerada, pueden unirse por 
una cadena formada por triángulos de la misma triangulación. 
Fijemos Ap y consideremos todos los triángulos que pueden unirse 
con Ay mediante una cadena de triángulos pertenecientes a (A) 
(figurará aquí Ap y también Jos tres triángulos que tienen con Ao 
lados comunes, cto.). Supongamos que con ostos triángulos no se 
agota todo cl sistema {A}. Entonces el conjunto de todos los puntos 
de la superficie tiene que descomponerse en dos conjuntos no vacíos Ey 
y E», donde el primero consta de los puntos pertenecientes a Jos trián= 
gulos que se unen por una cadena con As y el segundo, de los puntos 
pertenecientes a los triángulos que no pueden unirse por una cadena 
con Ag. Todo punto e, € Æ; o es interior para algún triángulo, o es 
un punto frontera distinto de los vértices (entonces está situado 
en el lado común de dos triángulos), o finalmente, es el vértice común 
de varios triángulos que están situados en un orden cíclico y cubren 
cierto entorno de este punto. En todos los casos, cada uno de los 
triángulos a que pertenece e, puede unirse por una cadena con Ay 
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y, por consiguiente, e, es un punto interior del conjunto E,. De) 
mismo modo, ninguno de los triángulos que contienen a e, € Ez 
puede unirse por una cadena con Ao (si se supone que uno de ellos 
puedo unirse por una cadena con Ap, entonces esto mismo se puede 
hacer también con todos los demás, de donde se deduce que ez € Ey); 
por consiguiente, ez es un punto interior del conjunto Ez. 

Así, pues, Æ, y Ez son dos conjuntos no vacíos disjuntos en los 
que se descompone toda la superficie; además, ninguno de ellos con- 
tiene puntos do acumulación del otro. Resulta una contradicción 
con la propiedad de conexión de la superficie. De aquí se deduce que 
cualquier triángulo del sistema (A) puede unirse con Aj por una 
cadena compuesta de triángulos del mismo sistema. 

Basándose en el último resultado, demostremos que el conjunto 
de triángulos del sistema (A) tiene que ser finito o numerable. Gon 
este fin, numeremos todos los triángulos, comenzando desdo Ag, 
después, todos los triángulos que tienen lados comunes con Ap, 
más tarde, todos los triángulos que tienen lados comunes con los 
que ya se han numerado, etc. 

Si después de cualquier número de pasos existen triángulos no 
numerados, entonces el proceso continuará indefinidamente, y resul- 
tará un conjunto numerable de triángulos. Como en este caso quedarán 
numerados todos los triángulos que pueden unirse con Ay por una 
cadena, cl conjunto indicado agotará a todo el sistema (A). 

Obsérvese que el conjunto de los triángulos (A) será finito cuando, 
y sólo cuando, la superficie dada es cerrada. En efecto, si el sistema 
{A} es finito, entonces toda la superficie se cubre por un número 
finito de conjuntos homeomorfos a recintos cerrados del plano, 
limitados por curvas do Jordan y, por consiguiente, compactos. 
Por ello, la superficie representa también un conjunto compacto, 
o sen, es cerrada. Recíprocamente, supongamos que la superficie 
es cerrada. Si admitiese una triangulación (A) que constase de un 
conjunto infinito de triángulos, entonces, eligiendo sendos puntos 
dentro de los triángulos, obtendríamos un conjunto infinito de puntos 
de la superficie que carccería de puntos de acumulación. En efecto, 
cada punto de la superficie posee un entorno que puede cubrirse 
por un número finito de triángulos y que, por consiguiente, conliene 
solamente un número finito de puntos en cuestión, 

En la fig. 60 ostá representada en proyección estercográfica la 
triangulación de la esfera; en la fig. 61 se representa la triangulación 
del toro en forma de un rectángulo, cuyos puntos de los Jados opuestos 
tienen que identificarse dos a dos (tienen que «pegarse»). En ambos 
casos hay una cantidad finita de triángulos (8 y 18). En la fig. 62 
está representada la triangulación de la superficie abierta de la banda 
de Móbius en forma de un rectángulo, en el cual se identifican los 
puntos de los lados laterales que son simétricos al centro de éste. 
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2.2. Sean Æ y E' dos superficies y sea e' = f (e) una transforma- 
ción continua de Æ en E”. Si existe una triangulación (A) de la 
superficie E tal, que esta transformación es homeomorfa en cada 
triángulo y en cierto entorno de cada uno de sus puntos frontera, 
a excepción, posiblemente, de los vértices del triángulo, entonces 


FIG. 60. FIG. 61. 


ésta se llama transformación interior (en el sentido 
de S. Stoilow). 

Es obvio que cualquier transformación homeomorfa es interior. 
A S. Sloilow le pertenece el teorema de que una transformación 
continua de una superficie E en otra que transforme cada conjunto 


FIG. 62. 


abierto en otro abierto y que no transforme en un punto a ningún conti- 
nuo distinto de un punto, es una transformación interior. El teorema 
recíproco es evidente. 

Aquí consideraremos la transformación de una superficie dada E 
en la esfera E”, designando los puntos de la esfera E” por los números 
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complejos correspondientes: e” =z. Obsérvese que no cualquier 


superficie admite una transformación interior en la esfera, 

Sean Ao y A” dos triángulos en la superficie dada Æ. Unámoslos 
por una cadena de triángulos y orientando Ay de un modo determi- 
nado, orientemos después todos los demás triángulos de Ja cadena 
de tal modo que el lado común de cada par de triángulos contiguos 
(el precedente y el siguiente) se recorra en sentidos opuestos entre sí. 
Enloncos el triángulo A” obtiene una orientación completamente 
determinada, que depende de la orientación del triángulo Ap y de 
la elección de la cadena que une A’ con Aj. Si para cualquier par de 
triángulos Ay y A” la orientación de A” depende solamente de la 
orientación de Ay y no varía al sustituir una cadena que una estos 
triángulos por otra cadena cualquiera, entonces la superficie dada 
se llama orientable (y también bilateral o de dos 
caras). Se puede demostrar*) que, por ejemplo, el plano, la esfera, 
el toro, son superficies orientables. En la demostración podemos 
limitarnos a considerar triángulos pertenecientes a una triangulación 
determinada cualquiera de la superficie. 

Si en la superficie dada, para algún par de triángulos Ap y A” 
existen dos cadenas que conducen a orientaciones distintas del 
triángulo A” para una misma orientación inicial del triángulo Ap, 
entonces Ja superficie se llama no orientable (unilater 
o do una cara). Puede servir de ejemplo elemental do tal superficie 
la cinta o banda de Möbius, lo que se puede ver examinando las dos 
cadenas representadas en la fig. 62, que unen los triángulos 1 y 6 
(una cadena consta de seis y la otra de dos triángulos). 

Supongamos que z = f (e) realiza una transformación interior 
de una superficie E on la esfera E”. Entonces cada uno de los trián- 
gulos del sistema (A) que figura en la definición de transformación 
interior se transforma en cierto triángulo de Ja esfera; además, 
a una orientación determinada del triángulo en Æ le corresponde una 
orientación determinada del triángulo esférico. Si so supone que 
en Æ existen dos cadenas que unen Ao y A” y que dan lugar a orienta- 
ciones distintas del triángulo A” para una orientación fijada del 
triángulo Ap, entonces lo mismo tiene que cumplirso también para 
las imágenes de estos triángulos en la esfera. Pero esto último es 
imposible, puesto que la esfera es una superficie orientada. Do aquí 
se doduce que sólo las superficies orientadas pueden admitir una 
transformación interior en la esfera. 


Demostremos quo cualquier superficie orientable E admite una transfor= 
macion interior en la estera. Soa (A) una triangulación fijada de la superficie E. 
Numeremos los triángulos {A} do tal modo que cada uno que siguo tenga un 
lado común al menos con uno de los triángulos de menor índice (ya se vio en el 


=) Véase, por ejemplo, P. S. Alexándrov, Topología combinatoria 
dE C. Aneroauxpon, Romómuatopraa Tononorsn). 
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ap. 2.1 que tal numoración es posible) PA orientando el triángulo Ay, transmita- 
mos la orientación correspondiente a todos los demás triángulos de (A) mediante 
las cadenas que unen A, con cada uno do estos triángulos. Resultará que todos 
los triángulos A quodarán orientados de tal manera que el lado común de dos 
triángulos so recorrerá en óstos on sentidos opuestos entro si. 
'onstruiromos la transformación interior de la superficie E on la esfera 
aplicando el método de inducción. Con este fin, realicemos una transformación 
homeomorfa de Ay sobre ua triángulo esférico cualquiora ô; y supongamos que 
ra cierto número natural n los triángulos Ay, . . ., A, ya han obtenido trans- 
lormaciones homeomorfas sobre los triángulos esféricos ôs, ..., Ön, de tal 
n 


modo que la transformación z= fn (e) del conjunto E, = U A sobre el conjun- 
#21 
n 
to E, = U, 5, es uniforme y continua y, además homoomorfa, on ciertos entot 
$ 


nos de aquellos puntos frontera de los triángulos Ay, . . ., Ap, distintos de los 


vértices, que son interiores a Ep. 
n+i 


Demostremos quo también se puedo hallar para el conjunto Eny = U Sy 


una transformación z = fnys (e) que pasca las mismas propiedades. 


AA 


FIG. 63. 


Hagamos fn+1 (e) = fn (e) on todos los puntos del conjunto Zp. El conjunto 
de los puntos frontera del triángulo An,1, pertenecientes a Ep, puede constar: 
a) de un lado: b) de un lado y del vértice opuesto; c) de dos lados; d) de tros 
lados. Eligiendo el triángulo esfórico ô+, (la imagen del triángulo A,..,) se 
tienen quo suponer dados, según el caso, o un lado del mismo, o un lado y el 
vértice, o dos lados, o finalmente, los tres lados. 

La elección de tal triángulo esférico 6,1 está indicada on la fig. 63, donde 
se representan los cuatro casos que corresponden a las posibilidades a), b), 


$ 2. TRANSFORMACIONES INTERIORES 469 


©) y d)- Obsérvese que en cada uno de estos casos. se consigue construir el trión- 
gulo 8, +1 de tal modo que en ciertos entornos de sus puntos, distintos de los 
vértices y pertenecientes a los triángulos do menores índices (64, 5; 0 Öm), no 
tonga puntos interiores comunes con estos triángulos. Aquí nos basamos esen- 
cialmente en que la superficie es orientable, lo cual queda claro al observar 
la fig. 64, dondo están representados los casos e) y d) que pueden encontrarse 
al probar aplicar unos razonamientos similares a una superficio no orientable. 

Una vez elegido el triángulo ð+: no queda más que definir 2 = fny: (0) 
en los puntos del triángulo An,, de tal manera que esta función realico una 
transformación homeomorfa de A+: sobre Ón,,, teniendo que coincidir esta 
transformación con s = fren los puntos del triángulo A +, que son comunes 
con E, . Siempro es posible tal construcción. Para convencerse do esto, realice- 
mos una transformación homeomorfa de n+, sobre el círculo | E | <4 (por 
ejemplo, una transformación conforme). Según el concepto de triángulo sobre 
la superficio, An, admite una transformación homeomorfa sobro un recinto 
cerrado limitado por una curva de Jordan y, por consiguiente, también sobre 


FIG. 64, 


el círculo | £1.<4. En cada una do estas transformaciones auxiliares las imá- 
genes de los vértices de los triángulos considerados serán unas ternas de puntos 
situados en Jas circunferencias unidades, y las imágenes de los lados de los 
triángulos során los arcos de estas circunierencias con los extremos en estos 
puntos. Por lo tanto, ol problema sc ha reducido a una transformación homeo- 
morfa del circulo | £ | <4 sobro el círculo | £ | <1, con la condición do que 
pr ha establecido uña correspondencia homeomorfa entre: a) un arco en 

+ |=1 y un arco en |Z |= 1, o b) un arco y un punto en | £ | = 4. no per- 
teneciente al arco, y un arco y un punto en | I'= ino perteneciente al arco, 
o e) dos arcos (con un extremo común) en | £ {= 1 y dos arcos (con un oxtremo 
conin) e E] = f, o d) toda la circunferencia | £ |= 1 y toda la circunfo- 
rencia e do 

Podemos limitarnos a considerar solamente cl último caso, puesto que la 

correspondencia homeomorfa en los casos a), b) y c) se puede extender a toda 
la circunferencia, empleando, por ejemplo, Ja interpolación lineal. Así, puos, 
no queda más quo realizar una translormación homeomorfa del círculo |£ | <1 
sobre ol círculo | E |< 4, con la condición de que ya se ha establecido una co- 
rrespondencia 0 = A (p) entre los puntos de las circunferencias unidades (t = 
= ¿0 yg = e%), Se alcanza el objotivo haciendo ¿=0 para 1 = 0 y ¿= re MP 
para t= re", 0O<r<i. 
En resumen, si existe una transformación z= f, (e) dol conjunto E, = 
n 


= |) Ay en la esfera que es continua en E, y os homeomorfa en cada uno de los 


1 
inano Ap- A, y también en ciertos entornos de aquellos puntos fron- 
tera que son distintos de los vértices y son interiores a E, entonces existe tam- 
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ni 
bién una transformación z= fa + (e) del conjunto E,+: = U A; que posco 


unas propiedades similares on £, +1 y que coincide con f,, (e) en los puntos dol 


conjunto Ep. Finalmente, de aquí se deduco la existencia do una transformación 
interior z = f (e) do la superficie E en la esfera, determinada en cada E por 


la condición f (e) = fa (e) (k = 1, 2,3, -..). 


2.3. Estudiemos la transformación interior z = f (e) de la super- 
ficie Æ en la esfera en los entornos de aquellos puntos de la suporti- 
cie Æ, en los que la transformación no es homeomorfa. Como tales 
puntos sólo pueden ser los vértices de los triángulos del sistema (A), 
lo más que puede haber es un conjunto numerable de ellos; además, 
esto conjunto no posee puntos de acumulación en Æ. Sea e, el vértice 
de un triángulo Aj, en cualquier entorno del cual la transformación 
considerada no es homeomorfa. Esto significa que en cada entorno 
del punto e, existen distintos puntos en los cuales f (e) toma valores 
iguales. Como e, es un vértice común de un número finito n de 
triángulos Ay, Az, . . ., An, y en cada uno de estos Ja transformación 
es homeomorfa, resulta que un mismo valor no puede tomar la fun- 
ción f (e) más que en n puntos distintos. Hagamos f (e9) = Zo y con- 
sideremos un entorno Xy del punto zo que no contenga puntos de las 
imágenes de los lados de los triángulos Ay, . . ., An, que son opues- 
tos a es. Este entorno se cubre por las imágenes de los triángulos 
indicados. Demostromos que a cada punto z € Ko, Z + Zo, lo corros- 
ponde una misma cantidad m (1 < m < n) de preimágenes situadas 
en los triángulos Ay, ..... A (además de éstas pueden existir otras 
preimágenes quo no pertenezcan a los triángulos indicados). En efec- 
to, supongamos quo m denota el mayor número de proimágenes de 
este tipo para los puntos pertenecientes a Kọ. Si para z’ € Ko el núme- 
ro de preimágenes es igual a m, entonces habrá la misma cantidad 
de preimágenes para cada punto de cierto entorno del punto z'. 
En efecto, sean e, ..., em las preimágenes, dislintas entre sí, 
del punto z’ y sean Uj los entornos de los puntos e (j = 14, ..., m), 


n 
sin puntos comunes dos a dos, pertenecientes a U A, y tales que 


ps 
la transformación z = f (e) es homeomorfa en cada uno de ellos. Las 
imágenes f (U;) = K; de estos entornos contienen cierto entorno X 
del punto z’; está claro que cada punto z € K tiene una sola imagen 
en cada U;, siendo distintas entre sí todas estas imágenes. De aquí 
que la cantidad total de preimágenes del punto z también es igual a m. 

Por lo tanto, el conjunto M de puntos de Ka N zp, para los 
cuales la cantidad de preimágenes es igual a m, es abiorto. Demostra- 
remos que éste coincide con todo el recinto Ko \ Zg, comprobando 
para ello que cada punto del recinto Xy N za que es de acumulación 
para M, pertenece a M (véase el ap. 4.5, cap. I). En efecto, sea 


$ 2. TRANSFORMACIONES INTERIORES 4n 


z" € Ka N zo un punto de acumulación del conjunto M; supongamos 
n 
que el número p de sus preimágones, contenidas en U Aj, es menor 


jas 

quo m. Tomando para cada una de estas preimágenes ej un entorno 

U; (j =4, ..., p) de un modo semejante a lo que se hizo anterior- 

mente para los puntos ej, hallaremos que en cualquier entorno del 
n 


punto z” existen puntos z, que tienen preimágenes situadas en U Ay 
at 


. 
y no pertenecientes a Y Up. Pasando a sucesiones parciales, obten- 


¿21 

dremos unos PUNTOS Zap, Zhor < + + Zips o. + tales que Zi, > z” para 
p— œ, y cuyas preimágenes ĉr Ch, +. kps convergen 
hacia un punto e” distinto de los puntos ej. Como f (e") = lim f (er) = 


pos 
= lim Zap =2" € Ku, resulta que e” no está situado en los lados de 


pr 
los triángulos Ay, . . ., An opuestos a es; no obstante, e” está conte- 
n 
nido en el conjunto U Aj. 
it 


Hemos obtenido que el número de preimágenes del punto z” 
tiene que ser superior a p, es decir, la hipótesis de que p < m da 
lugar a una contradicción 

Así, pues, la imagen Z de un punto ey € E, en cualquier entorno 
del cual se vulnera el homeomorfismo de la transformación interior, 
posee un entorno Ko tal, que para cada punto z € Ko, 24% Zo, la 
cantidad m de preimágenes en el interior de A; +... + ^n es 
la misma. 

Designemos f (A;) mediante ôy; los triángulos 6, se sitúan alrede- 
dor del punto zo de tal modo que cada triángulo siguiente posce un 
lado común con el anterior, y el último, 6,, tiene un lado común 
con el primero, 6,. De lo demostrado se deduce que estos triángulos 
realizan un cubrimiento m-múltiple del entorno Ko del punto zo, 
o sea, que cada punto z € Ka (z + Zo) pertenece a m triángulos distin- 
tos ôy (si z está situado en los lados de algunos triángulos, entonces, 
en este cálculo, cada par de triángulos para los cuales zę es un punto 
frontera común, se toma por un triángulo). 

Consideremos en un entorno del punto e, la transformación 

1 


auxiliar £ = (2 — 2)" = If (e) — f (e9)1” y domostremos que ésta 

es homeomorfa. En efecto, cada triángulo A; (¿=41,..., n} con 

el vértice en el punto e, admite una transformación homeomoría 

sobre un triángulo ô; con el vértice en el punto zp. A su vez, mediante 
1 


las ramas uniformes de la función t= (z — zp)”, 8, admite una 
transformación homeomorfa sobre un triángulo con el vértice en el 
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origen de coordenadas. Fijando en $, una rama determinada de 
1 


1 = (z — £p)"", obtendremos en el plano + un triángulo determina- 
do 0;. En el triángulo 8, que tiene frontera con 5, a lo largo de un 
1 


lado común, elegiremos aquella rama de la función £ = (z — 2,)"" 

que toma cn los puntos de este lado los mismos valores que la rama 

anterior, Entonces, por imagen del triángulo ôz en el plano t obten- 

dremos un nuevo triángulo dz, con el vértice en el origen de coorde- 

nadas, el cual tiene un lado común con ø;. La transformación £ 
1 


= (z — 20)", definida del modo indicado, será homeomorfa no 
sólo en los puntos de los triángulos ô; y $2, sino también en ciertos 
entornos de cada punto do su Jado común, a excepción del punto 34. 
Continuando este razonamiento, definiremos una función £= 


= (z — 29) "en cada uno de los triángulos $, y, por consiguiente, 
en cada triángulo Aj. E 

La transformación correspondiente £ = [f (e) — f (ey)177 trans- 
forma el conjunto de triángulos A; en el conjunto de triángulos o; 
con el vértice común £ = 0; cada uno de cstos tiene un lado común 
con el anterior, y el último tiene un lado común con el primero. 
Este es debido a que, cuando z, recorriendo todos los triángulos ô; 
uno tras otro, vuelve al triángulo inicial 8,, el argumento de z — Zo 


varía en 2am y, por consiguiente, los valores de t = (z — 2)” 
vuelven a los valores de la rama inicial. 

Obsérvese también que en cntornos suficientemente pequeños 
de los puntos del lado común, distintos de los vértices, los triángulos 
correspondientes no tienen puntos interiores comunes. Por_ello, 
los triángulos ø; cubren cierto entorno del punto t= 0. 


1 

Como la transformación definida t = [f (e) — f (e) es uni- 
forme, a distintos valoros de £ les tienen que corresponder como 
preimágenos distintos puntos e. Comprobemos que en un entorno 
suficientemente pequeño del punto £= Q a cada valor t le correspon- 
de solamente una preimagen e. Suponiendo lo contrario, admitamos 
para t 40 al menos dos preimágenes. Como t” es uno do los m valores 


de (2 — zp)” y cada uno de los m — 1 demás valores tieno que tener 
1 


al menos una preimagen, en total, para m valoros (z' — 20)” halla- 
mos al menos m + 4 preimágenes distintas. Pero las últimas tam- 
bién son preimágenos del punto z' en la transformación z = $ (0. 
y si z’ está suficientemente próximo a zo (lo cual ocurrirá cuando 
1' esté suficientemente próximo a cero), obtenemos una contradicción, 
puesto que z' sólo tiene m preimágones. 
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Así, pues, la transformación e = q (£), que es recíproca respecto: 
1 


de t = If {e) — f (e0)1, es uniforme en cierto entorno del punto 

t = 0. De todo lo expuesto anteriormente sobre esta transformación 

se deduce inmediatamente que ésta es continua. Por esto, t = 
1 


= [f (e) — $ (ey)17 es verdaderamente homeomorfa en un entorno 
del punto e = eo. 
Todos estos razonamientos se efectuaron para el caso en que 


f (eo) = 2, es un número finito. En caso contrario, es decir, cuando 
Zo = œ, se debe considerar e en lugar de f (e) — f (ep) y se dobe 


1 
tomar el parámetro local en la forma t= lf (917%. 

En resumen, para una transformación interior arbitraria z = 
= f (e) de la superficie Æ en la esfera y para cada punto ey € E, 
so pueden señalar un número natural m y un entorno Uo, talos que 


la transformación ż = [f (e) — f (eo)™ (o t = If (e)l 7) es homeo- 
morfa en este entorno. No queda más que añadir a esto que m puede 
ser superior a la unidad lo más para un conjunto numerablo de puntos 
que no tieno puntos de acumulación en la superficie. 
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3.1. Los hechos establecidos en el párrafo anterior permiten 
considerar cada superficie Æ, en la que se ha fijado alguna transfor- 
mación interior z = f (e) de la misma en la esfera. como superficie 
de Riemann. Precisando, para cado punto e, € E elegimos por pará- 


metro local £ = [f (e) — f (eo)l™ para aquel valor m y aquel entorno 
del punto e, de los cuales se hablaba al final del $ 2 (si f (eo) = oo, 


4 
hacemos £ = If (e)l ™). Si e” pertenece a este entorno y t = If (e) — 


— LENA 


dremos: 


es el parámetro local correspondiente, entonces ten- 


1 

t=ff (e) — f (e) 411" 
y t será una función analítica de v en cierto entorno del valor t = 0, 
si f (e') f (e). Pero siempre se puede satisfacer a esta condición 
sustituyendo el entorno inicial del punto ey por otro menor, de modo: 
que en éste sea f (e”) + f (£o) si e” + ep (puede ser necesaria tal susti- 
tución sólo en el caso en que m > 1; debido a la definición de trans- 
formación interior, el punto e, siempre posee un entorno en el cual 


474 CAP. VIII. CONCEPTO DE SUPERFICIE DE RIEMANN 


se cumple la condición pedida). Así, pues, el sistema elegido de pará- 
metros locales satisface a la condición A) dol ap. 1.2. Por consiguien- 
te, con una elección tal de los parámetros locales la superficie E 
se convierte en una superficie de Riemann. 

En el ap. 2.2 se había demostrado que toda superficie orientable 
admite una transformación interior en la esfera. Por ello, cada super- 
ficie orientable Æ puede convertirse en una superficie de Riemann 

4 


lijando el sistema de parámotros locales {t = [f (e) — f (e)l ™} 
engendrado por una transformación interior determinada z = f (e). 
Suponiendo que se hace precisamente tal elección cada vez que 
se da una transformación interior de la superficie Æ en la esfera, 
vamos a considerar cualquier superficie con una transformación 
interior z = f (e) definida en la misma como una superficie abstracta 
de Riemann, 

Se lega a un nuevo concepto, en comparación con el concepto 
de superficie abstracta de Riemann, al identificar las dos superficies 
de Riemann: Æ, con la transformación interior fijada en la misma 
z = j (e), y E’, con la transformación interior 2 =f' (e'), cuando, 
y sólo cuando, existe una transformación homeomorfa de Æ’ sobro £: 
e = ẹ (e), según la cual z= f’ (e') se transtorma en z= f (e) 
lo z =f (e) en z=f' (e')), es decir, 


z=f l (0)] =f (0). 
Dos superficies que satisfacen a esta condición representan una 


misma superficie abstracta de Riemann. En efecto, si F (e) es una 
función analítica en un entorno del punto e€ E: 


F (e) =at attat... 
1 


donde t = [f (e) — f (a)l ™ (para precisar, suponemos que f (ey) 5 
% œ), entonces en la transformación e” = (e) el entorno del 
punto ey se transforma en un entorno dol punto e; € E”, f (e) se con- 
vierte en f' (e”) y, por consiguiente, para F (e) = Fo- (e') resulta: 


1 2 
Pl) = ta Hoa If (e) (e Ha PTA 
=0% Haba... 
es decir, F (e) se convierte en una función analítica en un ontorno 
del punto correspondiente e”. 
No obstante lo recíproco no es justo: dos superficies que repro- 
sentan una misma suporficio abstracta de Riemann pueden no satis- 


facer a la condición expuesta anteriormente. Para ver esto, recurra- 
mos a ejemplos elementales. 


Sea E = E' el plano ampliado (la esfera). Designemos e con w, 
e” con w” y fijemos las transformaciones: z = w y z =w?. La pri- 
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mera de éstas es una transformación homeomorfa (es precisamente 
la transformación idéntica) de la superficio Æ sobre la esfera, la 
segunda es homoomorfa en cada uno de los triángulos de la triangula- 
ción representada en Ja fig. 60 (pág. 466), y también en los entornos 
de los puntos frontera de estos triángulos, distintos de los vértices. 
Por ello, ambas transformaciones son interiores y convierten al plano 
ampliado en superficies de Riemann con los sistemas de parámetros 
locales: £ =w — wo si w% y t=L si w, =o (para E); 
1 

U= w? we si i wi 0, E =Vi=w si w, =0, yt =z *= 

w~ si w = œ (para E”). Las superficies E y E”, consideradas 
como superficies abstractas de Riemann, son idénticas. En electo, 
la transformación homeomorfa w = w convierto a una de ellas en 
la otra de tal modo que las funciones analíticas en una superficie 
se convierton en funciones analíticas en la otra suporficie. Por 
ejemplo, si la función q (w) es analítica en un entorno del punto 
w = w +0 

p(w) = 4H att... =p (w— wo) + +... 
1 

entonces, como w= w = (w; +t’)? , tendremos: 


1 
pl) =0 +0 (4 mw o mBo H A 


o sea, p(w') también es una función analítica. Del mismo modo, 
si q (w) es analítica en un entorno del punto w=0: 


pl)=04 tut... a+ aw... 
entonces, como w =w =t’, resulta: 


gw) =at +... 

o sea, se lione de nuevo una función analítica. 

Sin embargo, desde el nuevo punto de vista, según el cual en 
la definición de superficie de Riemann se incluye su transformación 
interior en la esfera, ambas superficies son distintas. En efecto, 
la función z = f (e) = w toma valores distintos, gn puntos distintos 
de la superficie E, mientras que z = f’ (e) = w’? puede tomar valo- 
res iguales en distintos puntos de la superficie Z’. De aquí se deduce 
que mediante ninguna transformación homeomorfa de E” sobre E 
se puede transformar la función z = f (e') en z= f (e). 

Is evidente que si E = E’ es de nuevo el plano ampliado, pero 

w 


w—i 


las transformaciones interiores son: z= ( 


y 2=w, 
w 


entonces existe la transformación homeomorfa w'= de la 
superficie E sobre E”, la cual transforma z =f' (e”) en z = f (e). 
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Por ello, en esle caso ambas superficies de Riemann son también 
idénticas desde el nuevo punto de vista. 

Hagamos un resumen de lo expuesto en forma de la dofinición 
siguiente: 

Una superficie E, en la que se ha fijado una transformación interior 
z = f (e) en la esfera, determina una superficie de Rie- 
mann en el sentido propio de la palabra, 
o abreviadamente, una superficie de Rie- 
m a n n; dos superficies de Riemann en el sentido propio de la palabra 
se consideran idénticas si, y sólo si, existe una transformación homeo- 
morfa de una sobre la otra según la cual la transformación interior que 
figura en la definición de la primera superficie se convierte en la trans- 
formación interior que figura en la definición de la segunda. 

Obsérvese que la transformación interior misma z = fÍ (e) es 
una función analítica en Æ en todos los puntos en los que f (e) toma 
valores finitos. En efecto, si f (ey) + oo, entonces el parámetro 

1 


local correspondiente a este punto tiene la forma t= [f (e) —f (e)™, 
de donde f (e) = f (eo) +?” en un entorno del punto ey. 
1 


Si f (e) = œ, entonces £ = [f (e)l 7" y para f (e) obtenemos: 
f (e) = 17”. Diremos, en general, respecto do una función £ (e), 
definida en un entorno de un punto e, de una superficie de Riemann 
y que admite un desarrollo de la forma 
E (A= Ant Ham nn +0 +at+... (@-m#0, m> 1), 
que esta función tiene un polo en el punto e, (t = te, es el parámetro 
local). Podemos decir entonces que la transformación interior que 
figura en la definición de superficie de Riemann Æ en el sentido pro- 
pio, es una función uniforme y analítica en esta superficie, a excep- 
ción do polos. Fácilmente se observa que el conjunto de estos últimos 
puntos no tiene puntos de acumulación en Æ. 

3.2. Adjuntemos a cada superficie de Riemann, en el sentido 
propio de Ja palabra, una imagen geométrica perceptible, la cual 
la vamos a considerar como un modelo de esta superficie. 

Dividamos la suporficie Æ mediante una triangulación on trián- 
gulos {An}, de modo que en cada uno de éstos la transformación 
Í (e) sca homeomorfa. La imagen f (A,) = 6, en la transforma- 
ción z = f (e) es un triángulo en la superficie de la esfera. 

Vamos a identificar (a «pegar») entre sí a los puntos pertenecientes 
a los triángulos 5, y 64 (1 + £), cuando y sólo cuando, éstos sean las 
imágenes de unos mismos puntos de la superficie Æ. Debido a las 
condiciones a que satisface toda triangulación, pueden pegarse sola- 
mente los puntos frontera de los triángulos. 

Los triángulos que tienen un vértice común zę formarán ciclos 
finitos de triángulos, donde cada uno de ellos quedará pegado con 
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el anterior a lo largo de un Jado común que parte del vértice común. 
Si en este caso zy es la imagen de un punlo eg € E tal, que en un entor- 
no del mismo la transformación z = f (e) es homeomorfa (m = 1), 
entonces cl ciclo indicado cubre simplemente, formando una capa. 
cierto entorno del punto z, en la esfera. Si la transformación z = f (e) 
no es homeomorfa en ningún entorno del punto es, entonces, como 
ya sabemos, existe un número natural m tal, que los triángulos del 
ciclo realizan un cubrimiento m-ple, de m capas, de un entorno del 
punto zo. Todo el conjunto de triángulos (8,), pegados unos con otros 
del modo indicado (lo más que puede haber es un conjunto numerable), 
puede uno imaginárselo como una especie de manta, confeccionada 
por trozos de triángulos y capas que envuelven toda la esfera o sola- 
mente cierto recinto de la misma. Precisamente esta «manta» 
o «superficie multifacética» sirve de modelo de la superficie de Rie- 
mann en el sentido propio. Ordinariamente este modelo S no lo dife- 
rencian de la superficie representada por él mismo, lHamándole 
también superficie de Riemann en cl sentido propio de la palabra. 
Operando con $ se debe tener presente que Ja indicación de que 2 
pertenece al conjunto de valores f (e) no es suficiente para fijar un 
punto en la superficie S. Para que la determinación sea completa 
hay que indicar también su preimagen e, o aquel triángulo A, al que 
pertenece e. Entonces, entre todos los puntos de la superficie S, 
a los que corresponde un mismo punto z (estos puntos los percibimos 
como «situados sobre z» o «que se proyectan sobre z»), se debe tomar 
el único punto perteneciente al triángulo ô; = f (Ay). 

Consideremos el vértice común, situado sobre zo, de un ciclo de 
triángulos {ôn}, que representa un recubrimiento m-ple (m > 1) 
do cierto entorno del punto zo. Val punto de la superficie S lo lama- 
remos punto de ramificación de la superficie de Rie- 
mann; al número m — 1 lo llamaremos orden del punto de ramifica- 
ción. De lo expuesto anteriormente se deduce que el conjunto de 
puntos de ramificación no es más que numerable y que éste no posee 
puntos de acumulación en $ (no obstante, es fácil construir ejemplos 
en los que el conjunto de las proyecciones de todos los puntos de 
“ramificación de la superficie de Riemann dada, es denso sobre toda 
la esfera). 

Ya sabemos que en cada superficie de Riemann se introduce 
la medida de los ángulos de un modo muy natura]. Esto se realiza 
en $ de'una manera muy perceptible. Si el punto dado de la superfi- 
cie S, que está situado sobre zo, no es un punto de ramificación, 
entonces el parámetro local £ = z — Zo, y para determinar el ángulo 
entre dos curvas situadas en S que pasen por zp, se debe proyectarlas 
sobre la esfera y hacer luego una traslación a zo (si z = oo, en Jugar 


de la traslación se hace la transformación t=2) . Como en la 
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esfera la traslación no altera los ángulos, el ángulo entre las dos 

curvas dadas se mide directamente por el ángulo formado por sus 

proyecciones sobre la esfera. Cuando el vértice del ángulo, situado 

sobre Zo, es un punto de ramificación de orden m — 1, el parámetro 
1 


local t = (z — zp) y, por consiguiente, el ángulo entre las curvas 
en $ es igual al ángulo entre sus proyecciones sobre la esfera dividido 
por m. Al calcular el ángulo formado por las proyecciones es neco- 
sario tener en cuenta correctamente el múltiplo de 2n, que corres- 
ponde a la variación continua del Arg {z — zp) cuando el punto situa- 
do en 5 se desplaza continuamente en un entorno del vértice del 
ángulo desde uno de sus lados hasta el otro. 

El modelo S de la superficie de Riemann Æ so contempla mejor 
cuando la superficie es cerrada y, por consiguiente, la triangulación 
de la superficie consta de una cantidad finita de triángulos Ay, 
Az +++, An. Comprobemos que cada punto de la superficie de la 
esfera pertenece al conjunto de valores z = f (e), es decir, que S 
envuelve a toda la esfera. En efecto, en virtud de las propiedades 
conocidas de la transformación interior, cl conjunto {z = f (e)} 
es abierto. Si z’ es un punto de acumulación de este conjunto, enton- 
ces, como la superficie Æ es compacta, se puede hallar una sucesión 
de puntos e, € E, convergente hacia cierto punto e” € E, tal que 
{zn = f (€n)) converge hacia z’. Como la transformación f (e) es con- 
tinna, de aquí se deduce que f(e) =z', es decir, z pertenece al 
conjunto {z =f (e)). Por lo tanto, este último conjunto tiene que 
coincidir con toda la esfera (ap. 4.5, cap. I). Excluyendo de la esfera 
las proyecciones de los puntos de ramificación (en el caso dado hay 
una cantidad finita do éstas), resulta un recinto G, cada uno de cuyos 
puntos z tiene una cantidad acotada de preimágenos f~ (2) sobro E 
(no más que una en cada triángulo), siendo la transformación z = f (e) 
homeomorfa en un entorno de cada preimagen. 

Razonando exactamente igual que en el ap, 2.3, observamos que 
cada punto del recinto G tiene una misma cantidad m de preimágenes 
en toda la superficie Æ. Esto significa que la superficie S, siendo 
el modelo de una superficie cerrada de Riemann, es un recubrimiento 
m-ple, o de m capas, de toda la esfera. So suelo decir también que ésta 
es una superficie de m hojas. 

3.3. Expondremos aquí algunos conceptos auxiliares relaciona- 
dos con Jas curvas analíticas. Una curva continua Z se Hama analt- 
tica, si su ecuación se puede expresar en la forma z = 4 (f) donde 
2 (t) os una función analítica del parámetro ż en el segmento la, Bl. 
Debido a esto, la función A (f) es desarrollable en serie de potencias 
en un entorno de cada ty € la, fl: 

ss 


2 (t) = X) (an -+ ibn) (t— to)”. 


U 
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Asignando a t valores reales y separando las partes real e ima- 
ginaria, obtenemos: 


ES » 
z= 2an (ty e y= 2 ba (t— to)", 


o sea, x e y también se expresan por series de potencias y, por consi- 
guiente, son funciones analíticas de t. 

Diremos que la curva es regular analítica, si la fun- 
ción ^ (1) se puede elegir de tal modo que se cumpla la condición 
W (1) +0 en todos los puntos del segmento fa, Bl. La condición 
de regularidad permite expresar la ecuación del arco de la curva 
en un entorno de cada punto t = tę en la forma y = y (2), o en 
la forma z = z (y), según que sea 2” (to) +0 o y” (tp) 4 0, donde: 
las funciones y (z) o z (y) son analíticas en un entorno del punto 
z = to 0 Y = Yo, respectivamente. 

Pueden servir de ejemplos de curvas regulares analíticas el 
segmento de una recta, la circunferencia, la elipse (sus ecuaciones 
correspondientes son: 


2=2-ple0t, z= zg- remit, 
Z= Zg -+a cos 2mt -+ ib sen 21 (0<t<1)). 


La curva z =P + itt (—1 < t< 1) también es analítica, sin 
ombargo, no es regular analítica. En efecto, realicemos una trans- 
formación monótona t= y (1) tal, que la función z = [p (9I + 
+ i {p (1) siga siendo analítica. Sin restringir generalidad, se puede 
suponer que p (0) =0. Entonces las funciones Íp (1)? y In (011 
tionen que ser también analíticas en un entorno del origen de coordo- 


nadas y, por consiguiente, POR 1 (1) también es analítica 


en un entorno del punto t = 0, a excepción, posiblemente, del mismo 
punto r = 0, donde a priori puede haber un polo. Ahora bien, como 
esta función está acotada, tiene que ser también analítica en el 
origen de coordenadas, de donde 


2(0)=3 [1 (0) Pp" (1) lr=o=0 e y (0)=4[p 0) p (t) fr=o==0. 
En resumen, la curva no es regular analítica. Esta circunstancia: 
A 


se debe al hecho de que y se expresa mediante z así: y = z? , y esta 
última función tiene singularidad en el punto z = 0 (igual que 
3 


x=y* en el punto y = 0). 

Obsérvese que la imagen de una curva regular analítica L: z = 
= À (t) (a < t < f), pertenecionte a un recinto G, en una transfor- 
mación conforme de este recinto en algún recinto D, es también una 
curva regular analítica. En efecto, si la función quo realiza la trans- 
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tormación es w = f (e), entonces la ecuación de la imagen do la cur- 
va L puede expresarse en la forma w = fà (t) (œ < t< B). Poro 
ho 


la función jA (f) es analítica en el segmento [x, $), siendo e = 


=$ +0 en este segmento, de donde se deduce que la imagen 


de la curva Z es una curva regular analítica, 
Señalemos, finalmente, la siguiente propiedad importante de las 
«curvas analíticas. Sean 


Liiz=M (0) (W <t) y Leiz=h (0) (<t <P”) 


«dos curvas regulares analíticas. Si los conjuntos de los valores de los 
parámetros t' y t", para los cuales L; y Lz tienen puntos comunes, no 
son simultáncamente conjuntos finitos (por ejemplo, si el conjunto 
mismo de los puntos comunes es infinito), entonces Ly y La poseen arcos 
«comunes (uno o dos), cuyos orígenes y extremos son los punlos iniciales 
y finales de las curvas Ly y Lo. 

Para ontonder el enunciado de este teorema es suficiente examinar 
el ejemplo de dos arcos de circunferencias. Estos pueden corlarse 
por un conjunto finito, compuesto de 0, 4 ó 2 puntos, o por un conjun- 
to infinito, compuesto de uno o dos arcos de circunferencia. 

Supongamos que para un conjunto infinito E” de valores t los 
puntos de la curva L; también pertenecen a Zz. Sea t, un punto de 
acumulación del conjunto E” y sea {i} una sucesión de puntos 

tistintos de E”, convergente hacia £,. Si 2, (t) = zo, entonces, debido 
a la condición 4; (£) 0, la función z = ), (f) realiza una trans- 
formación conforme de cierto entorno del punto 1 = f, en un recin- 
to g que contiene al punto z,. Como esta transformación es biunívoca, 
a distintos valores de t, que caen en este entorno los corresponden 
distintos puntos zn = A (ta) de la curva £;, pertenecientes al recin- 
to g. Estos puntos están situados en el arco L, que corresponde 
a cierto entorno del punto £. Según la dofi n del conjunto E”, 
los puntos z también están situados en Lp. Fijemos para cada uno 
de éstos un valor del parámetro ż”: zh = Ag (th) y, pasando en caso 
de necesidad a subsucesiones, supongamos que {tn} converge hacia 
cierto punto f. Es obvio que 

ha (63) = lim Ae (£7) — lim 2 (8; 

nao 


m2 


Aa (es 


Consideremos un entorno del punto £; tan pequeño que el arco 
correspondiente la Œ Ly esté contenido en el recinto g. Es evidente 
que lz es una curva regular analítica z = As (0) (E — e< t< 4 + 
-+ e), que posee un conjunto infinito de puntos z4 = Az (th) que son 
comunes con el arco l. En la transformación conformo £' = Az! (2) 
del recinto g en un entorno del punto £; al arco } le corresponderá 
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un intervalo del eje real que contiene a este punto, y al arco la, 
una curva regular analítica que corta al eje real en un conjunto 
infinito de puntos distintos con el punto de acumulación £,. La orde- 
nada de los puntos de esta curva es una función analítica de t”, 
que se anula en un conjunto infinito de puntos distintos %, con el 
punto de acumulación t5. De aquí se deduce que ésta es idénticamente 
nula, es decir, la imagen del arco l; coincide con Ja imagen del arco l 
en cierto entorno del punto £ = t;. Por ello, también el arco la 
de la curva Lz coincide con el arco 1, de la curva Z, en cierto entorno 
del punto za = 1i (K) = la (7), el cual es un punto de acumulación 
para los puntos comunes de las curvas Z; y Lx. 

Así, pues, hemos demostrado que el arco de la curva L4, en cierto 
segmento t; < ' < 1; que contiene en su interior a f, coincide con 
un arco de la curva Ls on cierto segmento t; < t" < T% que contiene 
en su interior a £;. Aplicando este mismo razonamiento a los puntos 
inicial y final del arco común hallado, podemos alargar este arco 
en las dos direcciones. Como según lo demostrado, todo punto de 
acumulación de log puntos comunes de las curvas L4 y Lg es mn punto 
interior de su arco común, este proceso de alargamiento puede 
terminarse solamente cuando el arco común llegue hasta los puntos 
iniciales o finales de las curvas L, y Za. Llamando, para abreviar, 
extremos a los puntos iniciales o finales, tendremos las siguientes 
posibilidades: 

a) los extremos de la curva Z; coinciden con los extremos de 
la curva La; entonces L, y La coinciden (geométricamente, aunque 
puedan tener distintos sentidos del recorrido): 

b) existe al menos un extremo de una curva que es un punto 
interior de la otra, y al menos un extremo de una de las curvas que 
no es interior de la otra; entonces L; y La no coinciden y tienen un 
arco común; 

e) los extremos de cada una de Jas curvas son interiores para la 
otra; entonces Ly y Lx. por lo general, no coinciden y tienen dos arcos 
comunes (en este caso, si ambas curvas Z; y La son cerradas, éstas 
coincidon; si solamente una de las curvas es cerrada, entonces 
los dos arcos comunes se confunden en uno). 

Todos estos casos quedan claros en la fig. 65. 

3.4. El método más simple de introducción de las superficies 
de Riemann cn el sentido propio de la palabra en la teoría de funcio- 
nos es el siguiente: 

Se considera por superficie E un recinto arbitrario G del plano 
ampliado tw, y en el mismo se considera una función meromorfa 
arbitraria z = f (w) + const. Como se demostrará en e) presente 
apartado, f (w) realiza una transformación interior del recinto G 
en la esfera (en el plano ampliado) y. por consiguiente, determina 
una superficie de Riemann en el sentido propio. Por Jo tanto, toda 
311234 
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Junción meromorfa z = f (w) en un recinto dado G determina una 
superficie de Riemann en el sentido propio de la palabra. 

Basándose en el teorema de Stuilow citado anteriormente (véase 

el ap. 2.2), la demostración de que z = f (w) x4 const realiza una 

transformación interior del recinto G, resulta evidente, puesto que 

z = j (w) transforma cada conjunto abier- 

to de puntos del recinto G en un con- 

lefi, junto abierto del plano ampliado (de la 

esfera); además, ninguno de los conti- 

nuos situados en G y distintos de un 

punto se transforma en un punto (debido 

al teorema interior de unicidad). No 

obstante, esto mismo puede obtenerse 

también directamente. ls suficiente cons- 

truir una triangulación del recinto G 

tal, que Ja transformación z = f (1) sea 

homeomorfa, es decir, que la función 

Ly j (w) sea univalente, en cada uno de sus 

triángulos y también en los entornos de 

sus puntos frontera, distintos de los 

vértices, 

Comenzaremos la consteucción seña- 

lando los puntos del recinto G en los que 

f (w) Loma valores múltiples. Tales puntos 

sou: todos los ceros de f’ (w) y todos los 

Ly polos múltiples de f (w). Jl conjunto de 

Z, los puntos indicados no es más que nume- 

Z rable. Numerémoslos en algún orden: 

Uy Arm. ns .«.- Y construyamos 

primero un recinto K; E G que contenga 

al punto %; y tal, que todos los puntos 

FIG. 65. Ma. s Gpo - - - estén situados fuera 

de Kı y que K, se pueda dividir en 

una cantidad finita de sectores curvilíneos cerrados, on cada uno 

dle los cuales z = f (w) sea univalente. La posibilidad de tal construc- 


ción se deduce del ap. 1.1. cap. V. Precisando, si 
/)=4,- ar (ea) +... Aa (ea) 1 ...]= 
= A Hle w)" 
donde 
q) =V ala) h (k>) 
ento! la transformación z = f (w) se puede expresar en la forma 


siguiente: z = A, + 2%, donde E = q (w) es una función univalento 
en un entorno U, del punto w = ay. Elijamos ahora el recinto K, 
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del entorno U; de tal modo que su imagen q (K) sea un círculo con 
el centro en el punto 0: | £ | < p. Entonces la frontera del recinto K, 
será la imagen de la circunferencia: q (1 E | ), O sea, es una curva 
cerrada de Jordan que es regular analítica. Dividamos el círculo 
1 € |< p mediante | k | + 1 radios en | % | + 1 sectores con ángulos 
iguales en el origen de coordenadas, Las preimágenes de estos sectores 
en la transformación ¢ = q (w) serán sectores cerrados con el vértice 
común w = œ, los cuales forman en su conjunto todo el recinto 
cerrado K,. Sus lados comunes son imágenes de los radios del círculo 
LT |< p, es decir, son curvas regulares analíticas. No queda más 
que observar que la función z = f (w) Lo sea, k =p (w) y z= 
= A, + {") es univalente en cada uno de los sectores construidos, 
y también en los entornos de sus puntos frontera, a excepción del 
punto w = œ. Está claro que tomando p suficientemente pequeño 
se puede conseguir que el recinto K, pertenezca a cualquier entorno 
previamente asignado del punto œs- Suponiendo que para los puntos 
A +++ 4 ya se han construido los recintos Ki, . . ~ Ka, podemos 
construir después el recinto Ka+, Œ G que contenga al punto an+1, 
de tal modo, que no tenga puntos comunes con Ky, ..., Kn, que 
day irozer Bikes estén situados fuera de Ka+, y luego, que 
K, +s pueda dividir en una cantidad finita de sectores curvilíneos, 
en cada uno de los cuales la función z = f (w) sea univalento. La fron- 
tera del recinto Kn +1 y los lados comunes de los sectores serán curvas 
regulares analíticas. De este modo, quodarán construidos los recin- 
tos K, para todos los puntos 4, en los que f (2) Loma valores múlti- 
ples. Para todos los demás punlos zo del recinto G construiremos sus 
entornos U (za) tan pequeños que la función z = f (w) sca univalente 
en U (zo). 

Supongamos ahora que {Gn} es una sucesión creciente de recintos 
que aproxima a G por el interior. Señalemos una cantidad finita 
de recintos {Kna} y de entornos {U (2)) que cubran G, (aquí nos 
basamos en ol Jema de Heine-Borel); señalemos después una cantidad 
finita de recintos {Ka} y de entornos {U (2)) que cubran Ga — Gi, 
ete. Como resultado, obtendremos un conjunto numerable M de 
recintos (de tipo Ka o U (2)) que cubren todo el recinto G, de modo 
que cualquier conjunto cerrado F C G queda cubierto por una canti- 
dad finita de recintos de M. En este caso, la transformación z == / (w) 
o es homeomorfa en los conjuntos cerrados de M (si se trata de U (2), 
o el recinto correspondiente (Kn) se divide en una cantidad finita 
de sectores en cada uno de los cuales esta Lransformación es homeo- 
morfa (incluyendo los entornos de los puntos frontera de los sectores 
y excluyendo los entornos de su vértice común). Cada recinto Ką, Œ 
<= M, así como cada círculo también U (z) © M, solamente se corta 
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con una cantidad finita de recintos de M. Como las fronteras de los 
recintos K, y U (z) son curvas regulares analíticas, éstas pueden 
cortarse entre sí solamente en una cantidad finita de puntos y, por 
consiguiente, cada uno de los recintos pertenecientes a M se divide 
en una cantidad finita de recintos por todos los recintos de la familia 
M que tienen puntos interiores comunes con el recinto en cuestión, 

Esto mismo es cierto también para Jos sectores que forman Kp, 
puesto que la frontera de cada sector consta de una cantidad finita 
(de tres) curvas regulares analíticas. Los recintos cerrados menciona- 
dos (las partes de los recintos X, y U (2)) on su conjunto cubren todo 
el recinto G; además, cada conjunto cerrado F <= G se cubre por 
una cantidad finita de ellos y ningún par de éstos tiene puntos inte- 
rioros comunes. Consideraremos el conjunto de estos recintos cerrados 
como un parquet (o mosaico) que cubre el reciuto G, y cada 
recinto por separado, como una tarima de dicho parquet. 
Según la construcción, z = f (w) determina un homcomorfismo de 
cada tarima del parquet sobre cierto recinto cerrado del plano 
ampliado z. La lransformación también es homeomorfa en los entornos 
do los puntos frontera, a excepción de los puntos a,, Aa, .... 
an, 


No queda más que dividir cada una de las tarimas del parquet 
en triángulos, para obtener una triangulación del recinto G (o sea, 
del parquet triangular) que satisfaga a las condiciones planteadas. 
Obsérvese que cada tarima del parquet tiene frontera común con una 
cantidad finita de tarimas. Por consiguiente, su frontera consta 
de una cantidad finita de arcos (o lados), cada uno de los cuales es 
una componente conexa de la parte común de las fronteras de dos 
tarimas. A los puntos iniciales y finalos de estos arcos los llamaremos 
vértices del parquet y, cuando la cantidad de vértices de alguna 
tarima sea menor que tres, completaremos la cantidad de vértices 
hasta tres, dividiendo con puntos algún lado en dos o bres nuevos 
lados. Finalmente, fijemos dentro de las tarimas sendos puntos 
-y unamos todos estos puntos mediante arcos de Jordan con todos los 
vértices de la tarima a que pertenece el punto dado. Exigiremos 
también que los arcos de una misma tarima no teugan otros puntos 
comunes más que el inicial y que estén contenidos dentro de la 
tarima, a excepción de sus extremos, que son los vérlicos de la tari- 
ma. Precisamente estos arcos dividirán la tarima en triángulos, que 
en su conjunto forman Ja Lraingulación pedida. 

En resumen, hemos demostrado que loda función meromorfa 
z = f (w) se const en un recinto G del plano ampliado w realiza una 
transformación interior de este recinto G en cl plano ampliado z 
y, por consiguiente, determina una superficie de Riemann en el 
sentido propio de la palabra. Si z = f (w) y z = F (w) son dos 
funciones meromorías en un mismo recinto, ensonces las superficies 


3. SUPERFICIE DE RIBMANN EN EL SENTIDO PROPIO DE LA PALABRA 485 


de Riemann correspondientes serán idénticas cuando, y sólo cuando, 
existe un homeomorfismo w’ = q (w) del recinto G sobre sí mismo 
tal, que f (w°) se transforma en F (w), es decir, que 


19 (0) =P (w). 


De aquí se deduce que q (w) =fF (w), o sea, ọ (w) también es 
una [unción meromoría y, por consiguiente, el homeomorfismo 
w' = q (w) es una transformación conforme del recinto G sobre sí 
mismo. Por lo tanto, para el recinto dado G, determinan la misma 
superficie de Riemann que la función z = f (w) solamente las fun- 
ciones de la forma z = fọ (w), donde w' = q (w) realiza una trans- 
formación conforme del recinto G sobre sí mismo. 

La superficie de Riemann correspondiente y su modelo $, se 
llaman superficie de Riemann de la función 
z = j (w), o también superficie de Riemann de la 
función inversa w =f"? (z). La ima denominación 
se debe a que la superficie S se emplea ordinariamente para estudiar 
en ella la función inversa a la dada. 

Ocurre pues, que w = f~ (2), considerada como función de la 
variable compleja z, es decir, en la esfera, es multiforme (claro, si 
se excluye el caso elemental en que la función z = f (w) sea univa- 
lente en el recinto G). Considerándola como función del punto en 
la superficie de Riemann $, ésta resulta uniforme. 

En efecto, para caracterizar Jos puntos de la superficie § no 
basta señalar sus proyeccionos z, sino que también hay indicar el 
número (o índice) del triángulo ô; a que pertenecen. El triángulo 6, 
es la imagen homeomorfa de un triángulo determinado A, y, por 
consiguiente, al punto z € 6, Je corresponde un punto determinado 
w € Aj, el cual es el valor de Ja función f- (z) en el punto dado de 
la superficie de Riemann. El valor de la función en el triángulo 
de la esfera, sobre el cual está situado el triángulo ô; © S, representa 
una rama uniforme de la función f~ (z) en este triángulo. La determi- 
nación de la superficie de Riemann por la función f~ (2) no sólo revela 
todo el conjunto de las ramas uniformes de la función multiforme, 
sino que hace que sea geométricamente perceptible su relación mutua. 

La transformación z = f (w) no es homeomorfa en cualquier 
entorno de cada uno de los puntos %j. Zz, .. . Un, - - -, 0 Sea, de 
los ceros de f’ (w) o en los polos múltiples de f (w). Para todos los 
demás puntos del recinto G existen entornos en los que esla trans- 
formación es homeomorfa. De aquí se deduce (véase el ap. 3.2) 
que todos los puntos de ramificación de la superficie $ están situados 
sobre las imágenes de los puntos A: f (aa) = A. es decir, sobre las 
imágenes de los ceros de f' (w) y do los polos múltiples de f (w). 
Supongamos que en un entorno del punto a, la función f (w) posee 
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un desarrollo de la forma: 


Ana, (W — An)" Hars (009) 54... (29320, |] >1) 


(si An == œ, aquí no se escribe Ay). Entonces, enda valor z 4, 
situado en un entorno suficientemente pequeño del punto Ap, la 
función f (w) lo toma en |% | puntos distintos de un entorno del 
punto &n. Por consiguiente, el punto de ramificación de la superficie 
S que corresponde a a, y que está situado sobre 4,, es de orden 
|k | — 1. Para la función inversa misma w = f~} (2) el punto A, 
también es un punto de ramificación (algebraico) en el sentido expli- 
cado en el ap. 5.2, cap. IT. Precisando, el ciclo de triángulos A;,, . 
« «y Aj, de la triangulación del recinto G, que tienen un vérlice 
común æ. se transforma mediante z = f (w) en un ciclo de triángulos 
Si +++ 8j, de la superficie S con el vérlice común A,. El último 
ciclo es un recubrimiento |% |-ple de cierto entorno del punto An. 
Si so fija en cada uno de los triángulos Siy ER ôi, la rama unifor- 
me de la función f~ (2) que transforma este triángulo en el triángulo 
correspondiente del ciclo Nas Aso entonces, al hacer un reco- 
rrido el punto z alrededor de 4, estas ramas se irán convirtiendo 
continuamente una en otra a medida que el punto en $, situado 
sobro z, va desplazándose del triángulo Aj, a Aj,, de Aj, a Aj, ele. 
Cuando el punto z de | k | vueltas en la esfera en un mismo senti- 
do alrededor de A, el punto de la superficie situado sobre él recorrerá 
todos los triángulos (cada uno de ellos una sola ne con el vértice 
común en el punto considerado de ramificación y volverá a la posi- 
ción inicial en el triángulo ô; A la vez, las ramas de la función 


inversa volverán a la rama inicial. Vemos, pues, que el concepto 


de punto de ramificación de una superficie do Riemann y el concepto 
introducido anteriormente de punto algebraico de ramificación 
de una función multiforme están estrechamente ligados entre sí. 
El primero es la imagen geométrica del segundo. 

3.5. Obsérvese quo la superficie S es homeomorfa al recinto 
E Por esto, puedon obtenerse todas las propiedades de la fun- 
ción f~! (z) que se observan al estudiarla en S, considerando solamen- 
te el recinto G' triangulado del mismo modo que se indicó en el 
ap. 3.4, es decir, dividido en recintos de univalencia de la funció 
z = f {w), cuyas posiciones relativas satisfacen a las condi 
que se imponen a una triangulación en general. En el $ 5 del cap. 11, 
estudiando las funciones multiformes que son inversas a las funciones 
elementales enteras y meromorfas, también utilizamos el método 
de división dol recinto dado en recintos de univalencia, sin exigir 
para ello que estos recintos proporcionen una triangulación del 
recinto. En efecto, para el estudio de la función inversa la triangula- 
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ción última es superflua. Pero después de que se ha establecido que 
una función meromorfa siempre realiza una transformación interior, 
en cada caso concreto en que se necesite cunstruir el modelo de Ja 
superficie de Riemann correspondiente podemos negarnos de la 
triangulación y enlarimar el recinto dado G con un parquet de cual- 
quier forma, con la condición de que f (w) sea u: alente en cada tar 
ma de este parquet. Designando estas tarimas, igual que anterior- 
mente, con Aj, Az, . . .. y sus imágenes f (Aj) con 5, el modelo de 
la superficie de Biemann S se formará por al conjunto de todas las 
(0,), donde se deben pegar entro sí las fronteras de distintas 6, 
en aquellas partes que son Jas imágenes de las partes comunes de las 
fronteras de las A; correspondientes. 

Explicaremos lo expuesto en unos cuantos ejemplos concretos, 

1) Sea G el plano ampliado y z = w” (m es un número natural >> 
> 1). Dividamos G, con rayos que partan del origen de coordenadas, 
en 2m ángulos iguales: As, Ag, «+ -+ Azm: En cada uno de los recintos 
corrados Ay (G = 1, 2, ... 2m) la función w” es univalento. 
Supongamos, para precisar, que uno de estos rayos coincide con 


parte positiva del eje real, y sea A, el ángulo 0 < arg z< Š 


m 
Entonces las imágenes 8, de los recintos cerrados Ay serán los semi- 


planos superior e inferior w; además. 


j; con subíndices impares desig- 


narán los semiplanos superiores y con subíndicos pares, los inferiores. 
Para obtenor el modelo pedido de superficie de Riemann no gueda 
más que pegar entre sí las fronteras de dichos semiplanos por el mismo 
esquema con que se unen entro sí las fronteras de Jos recintos Aj. 
Si la parte positiva del eje real que figura en Ja frontera del semi- 


plano 6,, se designa con j+. y la parte negativa con j-, entonces 4. 
se debe pegar con 2, 2, con 3+, .. .. (2m — 1). con 2m- y, final- 
mente, 2m, con 1,. Este osquema de pegar un semiplano con olro 
se muestra en la fig. 66, donde se ha tomado m = 4. Como resultado 
se obliene sobre la esfera una superficio de m hojas con dos puntos 
de ramifi n de orden m — 1, situados sobre z =0 y 2 += 00. 


Este cs el modelo de la superficie de Riemann de Ja función 72. 


En esta superficie la función yz es uniforme y analítica en todos los 
puntos, a excepción del punto de ramificación que está situado sobre 
z= œ, en el cual tiene un polo. 

2) Sea G ol plano finito y z = e”. Dividamos G con reclas parale- 
Jas al cje real en franjas de anchura x cada una. Supongamos, para 
precisar, que una de estas rectas es el eje real. Dosignemos con Ay 
la franja O < y < a y numeremos las franjas según su orden; las que 
están situadas sobre A, con números enteros crecientes y las que están 
situadas bajo Ay, con números enteros decrecientes. En ol caso dado 


las franjas cerradas A; no están contenidas completamente en el 
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recinto G; excluiremos de éstas el punlo frontera W = oo. Entonces, 
en los conjuntos A; N oo la función e” será univalento. Esta trans- 
forma cada uno de éstos en un semiplano cerrado z del cual se han 
excluido los puntos z = ( yz = co, En este caso, a la franja de subín- 
dice impar le corresponde el semiplano superior, y a la franja de 
subíndice par, el inferior. No queda más que pegar entre sí el conjun- 
to infinito numerable de semiplanos superiores e inferiores 8 j= 
==... 3, —2, —1, 0, 1,2, 3, ...) por el esquema según el 


LU 
Je 


cual vienen unidas entre sí las franjas Aș. El esquema correspondiente 
so muostra en la fig. 67; éste es análogo al esquema de la fig. 60, 
pero el conjunto de recintos $, os infinito y entro éstos no hay primero 
ni último, por lo cual ya no se puedo cerrar toda la superficie como 
antos se hacía, pegando el último con el primero. Resulta, pues, 
una superficie do infinitas hojas cuyos puntos están situados sobre 
todos los puntos de la esfera, excluyendo z = Ù y z = œo. Sobre 
estos últimos no hay ningún punto de la superficie construida. 
Obsérvese que esta superficie no contiene ningún punto de ramifica- 
ción, pues la función z = e” es univalente en un entorno de cada pun- 
to del recinto G. 

La superficie obtenida representa el modelo de la superficie de 
Riemann de la función Ln z. Sobre ésta, la función Ln z es uniforme 
y analítica en todos los puntos sin excepción. 

3) Sea G el plano finito y z = sen w. Dividamos G con rectas 
paralelas al eje imaginario, primero en franjas de anchura n y des- 
pués, con el cje real, en semifranjas. Supongamos, para precisar, 
que una de las franjas es simétrica respecto del eje imaginario 
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Llamemos A; a la semilranja superior — È << $, y>0, 


y numeremos según su orden las semifranjas del semiplano superior; 
las que están situadas a la derecha de Af con números enteros cre- 
cientes y las que están a la izquierda, con números enteros decre- 
cientes, Resultan las semifranjas Aj, =...—3, —2, —1, 0, 4, 
2,3, ... Del mismo modo, llamando A; a la semifranja inferior 


FIG. 87. 


n ES r 6 
=Z << F , y <0, numeremos las somifranjas del semiplano 


inferior que están situadas a la derecha de Aj con números enteros 
crecientes y Jas que están a la izquierda, con números enteros decre- 
cientes, Resultan las semifranjas A! , —2, 1, 0, 
1, 2, 3, ... Las semifranjas cerradas Aj y Aj no están contenidas 
completamente en el recinto G; excluiremos de ellas el punto z = oo. 
Entonces ohlenemos los conjuntos ¿Moo y 37% 00, en cada uno 
de los cuales la función 2 = sen w es univalente. La función z = 
= sen w transforma estos conjuntos en los semiplanos superior 
e inferior cerrados, respectivamente, de los cuales se excluye ell 
punto g = œ. Los semiplanos superiores son las imágenes de las 
semilranjas Aj de subíndices impares y de las semifranjas Aj de 
subíndices pares; los semiplanos inferiores son las imágenes de las 
semifranjas Aj de subíndices pares y de las semifranjos Aj de subín- 
dices impares. No queda más que pegar entre sí el conjunto infinito 
numerable de semiplanos superiores e inferiores ô, 6; por el mismo 
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esquema según el cual están unidos entre sí las semifranjas å; yj 
(véase la fig. 68). Resulta, pues, una superficie de infinitas hojas que 
se exliende sobre toda la esfera. a excepción de un punto z = co, 
sobre el cual no está situado ningún punto de la superficie, Como 
sen w no toma nunca el valor oo y su derivada, cos w. se anula para 


w= Ẹ -+ na, todos los puntos de ramificación do la superficie 


están situados sobre los puntos de la esfera sen (5 + na) = +1. 


£ b dy 4 (Y 
7 4 


As fi A 
FIG. 68. 


El conjunto de estos puntos en la superficie es infinito; el orden de 
cada uno de ellos es 1 (puesto que el seno toma doblemente los valo- 


ros +1 en los puntos È + na). En la fig. 68,5 están representados 


n 


dos puntos de ramificación. los cuales son las imágenes de w = — $ 


E 
y w=% . La superficie co 
«de Riemann Are sen z. Esta función es uniforme y analítica en todos 
los puntos de Ja superficie sin excepción. 

4) Sea G el plano finito y z = € (w). Supongamos, para simpli- 
ficar, que los períodos fundamentales de la función $ (w) son el 


struida es el modelo de la superficie 


$ 2. SUPERFICIE DE RIEMANN EN FL SENTIDO PROPIO PE LA PALABRA 494 


número real 24 y el número imaginario puro 2if. Divídamos todo 
el plano en una red de rectángulos congruentes al rectángulo 0 < z < 
< 2a, 0 < y < 2B, y dividamos luego cada uno de estos reclángu= 
los en cuatro rectángulos pequeños ignales entre sí. Ya sabemos 
(ap. 6.3, cap. VII) que Ja función Ẹ (w) es univalente en el rectán- 
gulo cerrado 0 <z <La: 0<y<f, y transforma a éste en el 
semiplano inferior cerrado de tal modo que los homólogos a los 
vértices del rectángulo 0, æ, œ + if, ip son los puntos del eje real oo, 
ei, êz y Cy. En general, rayando los rectángulos pequeños en el orden 
del ajedrez, comenzando por el que acabamos de examinar, resulta 


AzA 
De Pa 


FIG. 69. 


que todos los rectángulos rayados se Lransforman mediante z = $ (w) 
en cl semiplano inferior, y los no rayados, en el semiplano superior. 
Para obtener el modelo de la super emana para la función 
que es inversa a z = Y (w), o sea. para la integral elíptica 


es necesario pegar entre sí un conjunto infinito numerable de ejem- 
plares de semiplanos superiores e inferiores por el esquema según 
el cual están unidos unos con otros los rectángulos pequeños. 

En la fig. 69 se muestran ambos esquemas; en la parte de la derecha 
del dibujo vemos cómo se pega un ejemplar del semiplano inferior 
con cuatro ejemplares de semiplanos superiores. Esto corresponde 
al método de unión de un rectángulo rayado con los cuatro conti- 
guos que no están rayados. Como resultado se obtiene una super- 
ficie de infinitas hojas que se extiende sobre toda la esfera. 
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Como z= œ, en € es son valores múltiples de z =P (w), 
y además, dobles (correspondientes a los polos dobles de Y (w) 
o a los ceros simples de Q (w)), los puntos de ramificación del 
modelo de la superficie de Riemann considerada están situados 
sobre los puntos de la esfera o0, £s, €z, €a. El orden de cada uno de 
ellos es igual a la unidad; además, sobre cada uno de los puntos 
indicados de la esfera hay un conjunto infinito numorable de puntos 
de ramificación de la superficie (que corresponde a que la función 
$ (w) toma cada uno de los valores múltiples en un conjunto infi- 
nito de puntos d tos). La función 


es uniforme y analítica en toda la superficie construida. 


$ 4. PROLONGACION ANALITICA. FUNCION ANALITICA COMPLETA 
E IMAGEN ANALITICA 


4.1. Sean G y D dos recintos del plano ampliado 3 y supongamos 
que f (2) y q (2) son dos funciones uniformes y analíticas en estos 
recintos. Se dice que estas funciones son la prolongación analítica 
inmediata una de la otra, si se cumplen las dos condiciones siguientes: 

a) los recintos G y D tienen al menos un punto común; 

b) existe un recinto g que está contenido tanto en el recinto G 
como en el recinto D, en cuyos puntos f (2) = q (z). 

En virtud del teorema interior de unicidad, f (z) y « (2) tienen 
que coincidir en todos los puntos de la componente conexa g’ do la 
intersección de los recintos G y D, que contiene al recinto g. Pero 
la intersección de los recintos G y D puede no ser conexa; entonces, 
en las demás componentes puede no cumplirse la igualdad f (z) = 
q (2). 

Como ejemplo, consideremos el recinto Œ cuya frontera es la 
semirrecta — oo «< x< 0, y = 0, y el recinto D cuya frontera es 
la semirrecta (Ó<z=< Ho, y=0. Sea f(z) =1n]|2]-+ ið, 
donde 0 es el valor del argumento del punto z que satisface a la 
condición —a<0<x, y p() =In|2|+¿z, donde a es el 
valor del argumento del punto z que satisface a la condición 0 < au << 
«< 2n; estas funciones son uniformes y analíticas en los recintos 
corrospondientes. Los recintos G y D tienen puntos comunes que 
en su conjunto Forman dos recintos distintos: los semiplanos superior 
e inferior. En este último los valores de O y a están ligados en cada 
punto por la relación 


a=042x, 
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de donde se deduce que en estos puntos f (2) +0Q(2). Está claro 
que en el semiplano superior g se tiene: 
a=0 y p)=/(). 

De todo lo expuesto se deduce que f (z) y q (2) son la prolonga- 
ción analítica inmediata una de la otra. 

Modifiquemos un poco este ejemplo. Sin variar los recintos G 
y D y la función f (2), tomemos en el recinto D en lugar de q (2) = 
=]n |z |+ iœ otra función y (z) = ln |z | + ip, donde f es el 
valor del argumento z que satisface a Ja condición — 2n < B < 0. 
Como f y a están ligados en todos los puntos del recinto D por la 


relación 
a=ß+2n, 


so liene, q (2) 21 (z) en todos los puntos del recinto D. Pero en 
el semiplano inferior, $ =0 y, por consiguiente, f (2) = p (2). 
Así, pues, f (z) son prolongaciones inmediatas una de la otra, mien- 
tras que q (2) y Y (2) (delinidas en recintos coincidentes) no son 
prolongaciones inmediatas una de la otra. 

Generalicemos el concepto de prolongación inmediata; scan f (2) 
y o (z) dos funciones analíticas en los recintos arbitrarios G y D. 
respectivamente. Diremos que cada una de éstas os la prolongación 
analítica de la otra (sin el epíteto «inmediata»), si oxiste una can- 
tidad finita do recintos Go 8 G, =D y en ellos sendas 
funciones analíticas fa (2) = f (2), . fa (2) = 4 (2), tales que 
fi (z) es la prolongación inmediata de fui (2) (œ = 1, 2. ..., n). 

Al conjunto formado por el recinto G y la función uniforme 
y analítica en el mismo f (z), lo lamaremos elemento (G, f(2)) (ya 
empleamos este término en el cap. TIT para el caso particular en 
que G es un círculo) y diremos que el recinto G es el campo del ele- 
mento. Al sistema de elementos 


(Go, fo (D), + +++ {Gn fa (D) 


donde f, (2) es la prolongación inmediata de fn- (z) (k = 1, 

, n), lo llamaremos cadena de elementos que une (Co, fo oy y 
G. fn (2)). Se puede decir que dos elementos son la prolongación 
analítica uno de otro*), si existe una cadena de clementos que 
los une. 

Como ejemplo, consideremos el conjunto de recintos Gy (k = 0, 
+1, +2, +...) determinados por las condiciones 


al < 0, <a (+2), 


2) A continuación se considerarán equivalentes las expresiones: eprolun= 
gación de una función f (z) que es wuilurmne y analítica en el recinto G» y ¢ pro- 
ongación del elemento 10, f (aja 
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donde 0, = 0, (z) es el valor correspondiente de Arg z, y en cada. 
uno de los recintos G, Ja función fa (z) = ln |z | + ¿ðr (z). BL 
lector puede comprobar fácilmente que dos funciones cualesquiera 
lu (2) Y fm (2) sou prolongación analítica una de la otra. Además, 
si para precisar se supone que m >p y m =p +p, entonces 
Gu fut), +. {Gms fm (2)) forman una cadena de p +4 cle- 
mentos que une {Gus fa (2) Y (Gms fm (2). 

De las definiciones dadas se deduce inmediatamente que la 
relación de prolongación analítica entre los elementos posee las 
siguientes propiedades: 

a)propiedad reflexiva: cada elemento es la pro- 
longación analítica do sí mismo; 

b) propiedad simétrica: si el elemento (D, q) es 
la prolongación del elemento (G, f}, entonces el elemento (G, f} 
es la prolongación del elemento (D, q): 

ce) propiedad transitiva: si el elemento (D, q) es 
ln prolongación del elemento (G, f), y el elemento (E, y) es la 
prolongación del clemento (D. p}, entonces el elemento (E, Y} 
es la prolongación del elemento (G, f). 

4.2. Consideremos ahora el conjunto de todos los elementos 
posibles, es decir, de todos los recintos del plano ampliado y de 
todas las funciones uniformes y analíticas en los recintos correspon- 
dientes. Podemos dividirlos en clases, considerando que dos elemen- 
tos pertenecen a una misma clase cuando, y sólo cuando, uno es la 
prolongación del otro. Es obvio que cada elemento pertenece a al- 
guna clase, y también que cada elemento {G. f) de una clase K 
caracteriza por completo a esta clase, en el sentido de que cualquier 
elemento (D, q) pertenece a Ja clase K si es prolongación del ele- 
mento (G, fj, y no pertenece a dicha claso en caso contrario. 

Diremos que cada una de las clases indicadas X define una 
función analítica completa F (2); aquí, distintas clases definen dis- 
tintas funciones analíticas completas. El elemento {G. f} €K 
su llama elemento de la función F (z) o también rama uniforme de la 
Junción F (2) en el recinto G (ya empleamos este término en casos 
particulares). A los valores de los elementos de la función Z (2) los 
llamaremos valores de esta funel 

Sen F (z) una función analítica complela y sea M el conjunto de 
todos los puntos pertenecientes a Jos campos de los elementos de 
esta función, Está claro que este conjunto no es vacío, puesto que 
no es vacía la clase K determinada por F (z). Por otra parte, éste 
es abierto, pues. si zo € M, entonces z, es un punto de cierto recinto G 
que figura en el elemento (€, /} € K, por lo cual existe un entorno 
del punto za que pertenece a G (y, por consiguiente, a M). Finalmente, 
M es un conjunto conexo. En efecto, sean zo y z’ dos puntos distin- 
tos de M. Supongamos que z) € Go, donde (Gj, fo} EK y 7 EG”, 
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{G', J'} EX; según la definición de clase de elementos, tiene gue 
existir una cadena que una (Go, fo} y (6, f3 


{Gos foja +.» {Gns fn} =(6", 7 } 


Como {Gri fu) y (Gus fx) son prolongaciones inmediatas uno 
de otro, los recintos Gras y Ga tienen que tener puntos comunes. 
Sea £, un punto común de Gr Y Gr y sea y, una curva continua, 
perteneciente a Gy, que una ¿ con Ena (k = 1, 2, .. a. n—A 
Entonces, uniendo también zọ con €, en el recinto Go y E, con 2” 
en el recinto Ga mediante curvas continuas yo Y Ya, resulta una 
curva continua y = Yo U Yı U --- U Ya (en cuyo recorrido el 
extremo de cada ai Ya (k < n) se toma por origen del siguiente 
arco yatı), perteneciente a M y que une z, con z'. 

Resumiendo: M es un recinto. Este se Hama campo de 
existencia de la función analítica completa F (2). Esta deno- 
minación se debe a que no existe ningún clomento de la función 
F (2) que esté determinado en algún punto no perteneciente al ro- 
cinto M. 

Antes de examinar ejemplos, introduzcamos otro lérmino con- 
veniente. El elemento (0, q) se llama subordinado al 
elemento (6, f} si DOG y q()= 1 (2) (z € D). Esto se 
escribirá así: (D, q) = {G, f}. Es evidente quesi {D. p) = (6, y), 
entonces estos elementos son prolongación inmediata uno de otro. 
Por ello, cada clase K que determina una función analítica completo 
tiene que contener, además de un elemento (G, f}, también lodos 
los elementos subordinados a (G, f}. 

Obsérvese también que si un elemento (D, q) es la prolongación 
inmediata del elemento (6, f} y D CG, entonces (D, q) c (G, f). 
En efecto, existe un recinto g C D C G, en el cual f (2) = 4 (2); 
por consiguiente, en virtud del teorema de unicidad / (2) — y (2) 
en todos los puntos del recinto D. 

43. Ejemplo 41. Sea f(z) una función meromorfa en el 
plano finito (en particular, entera). Esta es uniforme y analítica 
en el recinto G que se obtiene del plano ampliado al excluir los 
puntos singulares de la función f (3), los cuales forman lo más un 
conjunto infinito numerable con el único punto de acumulación 
en el infinito. 

Demostremos que la clase K que contiene al elemento (G, f} 
consta solamente de elementos subordinados a (G, f}. Evidente- 
mente, para ello es suficiente demostrar que toda prolongación in- 
mediata del elemento {G, f} (o del elemento subordinado a él) repre- 
senta un elemento subordinado a {G, f}. Supongamos lo contrario, 
y sea (D, q) la prolongación inmediata del elemento (G, f}, sin 
estar subordinado a este último. Entonces el recinto D tiene que 
contener puntos no pertenecientes a G, es decir, puntos singulares 
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de la función f (z). Sea z, uno de éstos, Como la parte común de los 
recintos G y D también es un recinto y f (2) y y (z) coinciden entre 
sí en un recinto g perteneciente a esta parte común, resulta que 
éstas también coinciden entre sí en toda la parte común. Por ello, 
éstas coinciden en un entorno del punto zo (a excepción del punto zp): 


H)=0p()  0<|z—2|<0p, 


y, por consiguiente, zy es un punto singular aislado de la función 
F (a). Mas para la función ọ (z) este mismo punto es regular, lo cual 
es imposible. Hemos obtenido una contradicción. Así, pues, todas 
las prolongaciones analíticas del elemento (G, f} están subordinadas 
a este elemento. De aquí se deduce que el campo de existencia de la 
función analítica completa F (z) determinada por la clase K, coin- 
cide con el recinto G, y los valores de F (z) coinciden en todos los 
puntos con los valores de f (z) (F (z) no toma otros valores). sto 
permite identificar Æ (z) con f (z) y considerar cada función mero- 
morfa en el plano finito como una función analítica completa. 

Ejemplo 2. Sea G algún recinto, cuya frontera conste de 
una cantidad finita de curvas de Jordan sin puntos comunes ontre 
sí. Demostromos que éste es el campo de existencia do una función 
uniforme y analítica. Con este fin, consideremos una sucesión de 
puntos del recinto G que no tenga puntos de acumulación en el 
interior de G y tal que todo punto frontera del recinto G sea un 
punto do acumulación de esta sucosión (instamos al lector a que 
lleve a cabo la construcción de una sucesión semejante). 

Según el ap. 3.4, cap. VII, existe en el recinto G una función 
uniforme y analítica f (z) 5 0 que se anula en cada punto de la 
sucesión. Consideremos el elemento que consta del recinto G y de 
la función f (z), y demostremos que solamente su elemento subor- 
dinado puede ser su prolongación inmediata. 

Supongamos lo contrario, y sea (D, q) una prolongación inne- 
diata del elemento (G, f} que no está subordinada a este último. 
Entonces el recinto D tiene que contener tanto puntos pertenecientes 
a G como puntos no pertenecientes a G. xaminemos una componente 
conexa g' de la intersección de los recintos G y D, en la cual sea 
f (2) = 9 (2). Como g' no puede coincidir con D, entre los puntos 
frontera de g’ tiene que haber puntos interiores del recinto D. Sea 
E, uno de éstos; Ey no puede ser un punto interior del recinto G, 
pues on caso contrario g’ podría ampliarse uniéndole cierto entorno 
del punto ĉa. Evidentemente, £,, siendo un punto de acumulación 
del recinto G, es un punto frontera de G. 

Construyamos un entorno Ug del punto ġo, perteneciente a D, 
y sea g” aquella componente conexa de la intersección de Jos recin- 
tos G y Uo, en cuya frontera está situado lo. Debido a las hipótes 
respecto de la frontera del recinto G. tal componente es única. Por 
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consiguiento, ésta está contenida en el recinto g”, para el cual £, 
también es un punto frontera, Pero, según la construcción, en el 
recinto g” hay un conjunto infinito de ceros de la función f (z), los 
cuales también tienen que ser todos ceros de la función « (z). Por 
ello, el punto ġo, que es interior al recinto D, es un punto de acumu- 
lación de los ceros de la función q (z), de donde « (2) =0 y, por 
consiguiente, f (z) k Ita una contradicción con la hipótesis 
respecto de la función f (2). 

Así, pues, todas las prolongaciones inmediatas del elemento 
{G. f} están subordinadas a este elemento, de donde se deduce que 
el campo de definición de la función analítica completa correspon- 
diente F (z) coincide con G, y todos los valores de F (2) coinciden 
con los valores do f (2). Por esta razón, podemos identificar la función 
analítica completa 4 (2) con la función uniforme f (z) en el recinto G. 

En todos los casos semejantes a éste, en los que el campo de de- 
finición G de una función uniforme y analítica f (2) coincide con el 
campo de existencia de esta función, la frontera del recinto G se 
llama frontera natural de la función f (z). 

Pueden servir de ojemplos clementales de funciones para las cuales 
Ja frontera natural es la circunferencia unidad. las sumas de las serics 
de potencias examinadas en el ap. 6.3, cap. ITJ, con puntos singula- 
yes que llenan toda la circunferencia unidad (por ejemplo, f (2) = 
= 3 22). 

Ejemplo 3. Consideremos la función multiforme Ln z on e] 
recinto E: U<[|2|<oo. En cada recinto simplemente conexo 
G c E osta función posee un conjunto infinito numerable de ramas 
uniformes analíticas. 

Consideremos todos los recintos simplemente conexos posibles 
G<E y on cada uno de ellos todas las ramas uniformes analíticas 
posibles de la función Ln z, y demostremos que el conjunto K de 
todos los elementos (G, f} forman una clase, En otras palabras, se 
necesita demostrar que dos elementos cualesquiera de X son la 
prolongación uno del otro, y luego, que cualquier elemento que es 
la prolongación de cierto (G, f} € K, también pertenece a K. Supon- 
gumos primero que Ja frontera del recinto G es el rayo 0 < x -< oo, 
y =0. Entonces, todas las ramas uniformes de la función Ln z 
en este recinto so expresan en la forma fay (2) = ln |2 | + iOm, 
donde k = 0, +1, +2, ... y Om es el valor del Arg z que satis- 
face a la relación 2a% < 04 < 2n (k + 1). Es obvio, que en este 
caso {G, fa.) y (G, fam} son la prolongación uno del otro para cuales- 
quiera p y m (compárese con el ap. 4.1) y, por consiguiente, perte- 
necen a una misma clase. 

Consideremos ahora un recinto arbitrario D y en el mismo, una 
rama uniforme q (z) de la función Ln z. Supongamos que zo €D 
y que zo no pertenece a la frontera del recinto G (o sea, que no es 
321234 
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un número real no negativo). En un entorno del punto zo, que no 
contenga puntos frontera del recinto G, la función ọ (z) tiene la 
forma q (2) = ln |z | + ¿Ozz (puesto que todos los valores del 
Argz en el ontorno indicado se agotan con las funciones = 
= Vas (a), k=0, +1, +2, . . -); por ello, en el entorno indicado 
«p (z) coincide con fr, (2), es decir, (D, p} es la prolongación inme- 
diata del elemento (G, fea,) y. por consiguiente, pertenece a la 
misma clase que cualquiera de los elementos (G, jar). 

Así, pues, todos los elementos del conjunto considerado XK per- 
tenecen a una misma clase. No queda más que demostrar que éstos 
agotan toda esta clase, para lo cual es suficiente convencerse de que 
la prolongación inmediata de cualquier elemento de K pertenece 
a K. 

Supongamos que (G, $) € K y que (D. q) es la prolongación 
inmediata del elemento (G, f}. Evidentemente, (D, q) también 
es la prolongación inmediata del clemento (G, f') (donde p (2) 


y f' (2) son las derivadas). Pero f' (z) = 3 por lo tanto, también 


q (z2) = +. De esto se deduce que el recinto D no puede contener 


el origen de coordenadas (pues q” (z) tiene que ser regular en todos 
los puntos del recinto D). Pero éste tampoco puede contener al 
punto z = oo, pues q (2), siendo regular en este punto, tendría un 


e a+ 


desarrollo de Lamrent de la forma q (z) = cp > 
de donde q” (2) = -4-2- vs Al. 

En resumen, D es un recinto simplemente conexo perteneciento 
a E: 0< |z|< œ. 

Sea za un punto común de los recintos G y D, en cuyo entorno 
f (2) y q (2) coinciden, y sea Qo (2) una rama uniforme cualquiera 
de Ln z en el recinto D. 

Como q (2) — qu (2) = f (2) — Po (2) = 2koni on un entorno del 
punto zo (no olvidemos que f (z) y o (z) son ramas uniformes de 
En z en este entorno), se tiene q (z) — fo (2) = 2kọni en todo el 
recinto D. Por consiguiente, 79 = (po (2) + 2koni también es 
una rama uniforme de Ln z en el recinto D, con Jo cual se termina 
la demostración. 

Vemos, pues, que el conjunto de todas las ramas uniformes de 
Ln z en todos los recintos simplemente conexos, pertenecientes a E, 
coincide con el conjunto de todos los elementos que determinan una 
función analítica completa. Esto permite hablar de Ln z como de 
una función analítica completa con el campo de existencia 0 < 
<l2|<oo. 

4.4. Si el recinto G es un círculo |z — Zo | <r o la parte exte- 
rior al círculo | z | >r, entonces una función analítica f (z) en este 
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recinto se expresa en forma de una serie convergente 


10= Fale" o sea Ios Ja 


respectivamente. 


En cada uno de estos casos el elemento {G, f} se caracteriza 
por completo por la serie de potencias dada y por el radio r del 
círculo, en cuyo interior o exterior se considera la suma de una de 
las series. Tales elementos los llamaremos circulares. A con- 
tinuación, hablando de clementos circulares, no señalaremos ordi- 
nariamente el radio r, suponiendo que éste toma uno de los valores 
que corresponden a las condiciones del problema en cuestión (por 
ejemplo, un valor suficientemente pequeño) y que garantizan la 
convergencia de la serie de potencias. Demostromos que, utilizando 
solamente elementos circulares, se puede introducir cl concepto 
de función analítica completa del mismo modo que se hizo anterior- 
mento para los elementos correspondientes a recintos de forma arbi- 
traria, 

Sca K la clase de todos los elementos posibles que determinan 
una función analítica completa F (z), y sea k la subclase de la misma 
que consta solamente de elementos circulares. Esta subclase (o 
incluso cualquiera de sus elementos) determina univocamente toda 
la clase K y, por consiguiente, determina la misma función analítica 
completa. Esta última afirmación debe ontenderse no sólo en el 
sentido abstracto de que, una vez dada k siempre se puede averi- 
guar sí un elemento cualquiera dado pertenece a la clase K <= k 
o no pertenece, sino que en el sentido de que todo elemento no cir- 
cular de K (es decir, toda rama uniforme de la función / (z) en 
cierto recinto G) puede expresarse mediante elementos de k. En 
efecto, los desarrollos de esta rama en series de potencias en Jos 
entornos de distintos puntos del recinto G son, evidentemente, 
elementos circulares de Æ. Representando G en forma del límite de 
una sucesión do recintos crecientes {Ga} y observando que cada 
uno de los conjuntos cerrados Gs, G N Cr... Grat NOn y 
que en su conjunto cubren a G, puede a su vez cubrirse por una 
cantidad finita de círculos pertenecientes a G, hallamos que para 
la representación de la rama dada es suficiente no más que un con- 
junto numerable de elementos circulares. Basándose en todas estas 
observaciones, al definir una función analítica completa podemos 
considerar solamente elementos circulares, 

Generalicemos el concepto de elemento circular, incluyendo para 
ello también aquellas series de potencias generalizadas que se ob- 


tienen al invertir las series de la forma Ya, (z — zo) o Nas" 
y J 


(véase el ap. 5.1. cap. IV). Precisando, vamos a considerar las 
32% 
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series siguientes: 


È mf Daz Y, 
¡Le pos 


aja 


3) 


donde m es entero y v es un número natural, en los recintos de la 
forma |z — z| <r y |z| >r. respectivamente, Diremos que 
un elemento de la forma (4.4:1) está escrito en forma canó- 


nica, si &m 0 y las fraccionos del conjunto {4 , escritas para 


aquellos valores de n para los cuales a, +0, no pueden simpliticarso 
por un mismo número (mayor que la unidad). Suponiendo que 
el elemento está escrito en forma canónica, llamémosle no ra- 
mificado siv=1, y ramificado siv>-1. Al número 
v — 1 lo Jlamaremos orden de ramificación del elemento. Al punto zg 
(respectivamente, co) lo llamaremos centro del elemento; dire- 
mos que resel radio del elemento y que | 3 — za | <r (o |z |> 
>r, respectivamente) es el círculo del mismo. Un elemento 
no ramificado se llama regular sim >0. Los elementos no 
regulares se llaman irregulares. 

Extendamos el concepto de prolongación analítica a los clemen- 
tos generalizados. Evidentemente, es suficiente extender el con- 
cepto de prolongación analítica inmediata al caso de elementos 
ramificados. Consideremos, para precisar, el elemonto 

a EN 

D lia)" ((22m|<") (4.4:2) 

nam 
expresado en la forma canónica (siendo v > 1). Su suma es una 
función v-forme en ol círculo |z — zp | < r. Para cada punto zı 
perteneciente al círculo indicado y distinto de zo, existo un entorno 
|z —2, | <p, donde p = min {| z; — Zo |, 7 — |z% — Z |). en el 
cual la suma de la serie tiene v ramas analíticas uniformes. Para 
fijar una de ellas, es suficiente fijar una do las v ramas uniformes 

1 


de la función (z — z)”. Diremos que las ramas uniformes del ele- 
mento (4.4:2) en los círculos |2— zp | < p, donde | 21 — Zo | <r 
y 4 +2p son sus olementos subordinados. Está 
claro que todos los elementos subordinados de un clemento ram: 
cado son no ramificados y, además. regulares (en Jos puntos del 
círculo |z — zo | <r, distintos del centro, la suma de la serio 
(4.4:2) no se hace infinita). Diromos que dos olementos de la forma 
(4.4:1) son la prolongación inmediata wno del otro, si tienen al 
menos un elemento subordinado común. Después de esto se formula 
naturalmente la definición de prolongación analítica para los ele- 
mentos generalizados y, finalmente, se introduce el concepto de 
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imagen analítica, que es similar al concepto de función 
analítica completa. Precisando, dividamos en clases el conjunto 
de todos los elementos posibles de la forma (4.4:1), colocando en 
una misma clase a dos elementos cuando, y sólo cuando, éstos son 
prolongaciones analíticas uno del otro. Respecto de cada clase 
obtenida diremos que ésta determina una imagen analí- 
tica. Excluyendo todos los clementos de ramificación de la clase 
que determina la imagen analítica, resulta una clase con elementos 
circulares no ramificados solamente, la cual determina una función 
analítica completa. Por consiguiente, la imagen analítica se dife- 
roncia de la función analítica completa en que se agregan todos los 
elementos ramificados que son prolongaciones analíticas de los 
clementos de la función dada. 

Así, por ejemplo, las series de potencias que representan todas 


r ia 7 a 
las ramas uniformes posibles de la función yz, o sea, las serios 
de la forma 
ot 
y= lay" 
Var) Ey. 
dondo za son números complejos enalesquiera, distintos de O y oo, 


determinan una función analítica completa. Agregando al conjunto 
de los elementos regulares correspondientes los clementos ramifica- 


1 
dos, que se expresan por una misma serie degenerada de 2% y que, 
q gi q 


no obstante, se distinguen entre sí según que se trate del entorno 
del punto z = 0 o z + oo, obtenemos la imagen analítica, la cual 


expresa la función multiforme yz en todo el campo desu definición. 
De un modo similar, todas las series de potencias posibles que ropre- 
sentan las ramas uniformes de la función Aresen z en los entornos 
de los puntos zo + + 1 (sobre éstos están situados Jos puntos de 
ramificación de Arcsen z), determinan una función analítica complo- 
ta, Agregando a éstas el conjunto infinito de elementos ramificados 


que representan Aresen z en los entornos de los puntos + 1 ( instamos 
al lector a que halle estos desarrollos aplicando la fórmula Aresen z = 


z 
= (732) , obtenemos la imagen analítica, Ja cual representa 
A = 


a la función multiforme Arcsen z en todo el campo de su definición. 
Obsérvese que en el caso de funciones meromorías en todo el plano 
o de tales funciones multiformes, inversas a las meromorfas, cuyas 
superficies de Riemann no tienen puntos de ramificación, la función 
analítica completa coincide con la imagen analítica. 
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§ 5. PROLONGACION A LO LARGO DE UNA CURVA. TEOREMA 
DE MONODROMIA. ESTRELLA RECTILINEA DE UN ELEMENTO. 
LA IMAGEN ANALITICA COMO SUPERFICIE DE RIEMANN 


5.1, Sea L: z =à (£) (a < 1< P) una cueva continua y sea e: 
1) = Jian (3 — zo)" (12 — zo | < r) un elemento circular regular 


con el centro en el punto incial de la curva dada zo = 4 (œ). Supon- 
gamos que para cierto valor del parámetro t, a < t< f, se puede 
señalar un número finito de valores intermedios del parámetro t: 


(=a4<t<...< ti = T y para cada uno de éstos un elemento 
circular ej: $) a? (z — z;)", de tal modo que se cumplan las con- 
diciones Siguientes: 

1) e ; 


sk — 1); 


o =e; 
2) ej, es la prolongación inmediata de ey (j = 0, . . 
(ty) de la curva L 


3) el centro del elemento e; es el punto z; = 
AA > 

4) cada arco t; < L< tj+, ostá cubierto por los círculos de los 
olomentos e; y ej U S Ó, 1, .... k — 1). 

En estas condiciones, se dirá que el elomento e se prolonga anali- 
ticamente a lo largo del arco Lo, z} de la curva L y que la cadena de 
elementos €, .. ., e, realiza la prolongación analítica a lo largo 
del arco indicado; finalmente, ol elemento e” = e, se llamará re- 
sultado de la prolongación del elemento e a lo largo de este arco. 

De la definición se deduce que si la cadena eg, €1, . . ., €n realiza 
la prolongación del elemento ey a lo largo del arco z = À (t) 
(a < t< 1), entonces la cadena de elementos ep, En-is +... ĉj, €o 
realiza la prolongación del elemento e, a lo largo del mismo arco, 
pero recorrido en sentido contrario, siendo el resultado de la pro- 
longación el elemento inicial ep. 

Obsérvese que toda prolongación analítica se puede considerar 
como la prolongación a lo largo de cierta curva. Precisando, si el 
elemento e” es la prolongación del elemento €, Y eg, es, +. -, en =€ 
es una cadena de elementos que liga e, con e”, entonces, uniendo 
con segmentos rectilíncos los centros de los círculos de cada par de 
elementos vecinos, resulta una poligonal A, a lo largo de la cual 
la cadena dada realiza la prolongación analítica del elemen- 
Lo ep. 

La introducción del concepto de prolongación a lo largo del arco 
de una curva tiene su justificación en el siguiente teorema: 


Teorema 4. El resultado de la prolongación analítica de un 
elemento e a lo largo de un arco dado la, v) de la curva L no depende 
de la cadena de elementos que realizan esta prolongación. 
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Demostración. Sean £o, es .... En Y ln Co... eh 
dos cadenas de elementos que realizan la prolongación de un mismo 
elemento e = ep = e, a lo largo de un arco Lya, «y de la curva £. 
Las sumas de las series de potencias, correspondientes a los elementos 
de una y otra cadena, determinan en este arco dos funciones analí- 
ticas f (z) y q (2), por lo general, multiformes. Ahora bien, conside- 
rándolas como funciones del parámetro £, éstas son uniformes. En 
efecto, supongamos que t; < t< tj41. Entonces z =) (t) pertenece 
al arco que está cubierto por los círculos de los elementos e; y Cj+1. 
Si este punto pertenece solamente a uno de estos dos círculos, por 
ejemplo, al círculo ej, entonces f (2) se determina como la suma de 
la serie del elemento e,. Si el punto pertenece a la parte común de 
los dos círculos, entonces para determinar f (2) se puede tomar cual- 
quiera de las dos series posibles, pues ambas sumas tienon que 
coincidir en esta parte. Así, pues, cuando el punto z en la curva se 
toma junto con sn valor correspondiente del parámetro ż, el valor 
de la función f (z) se determina de un modo único. La multiformidad 
de esta función se debe a que un mismo punto de la curva Z puede 
corresponder a distintos valores de £ y, por consiguiente, puedo 
pertenecer a arcos que están cubiertos por pares distintos de círculos 
de elementos vecinos de la cadena. 

Jn los puntos de la parte inicial del arco L, comenzando desde 
el punto zo hasta el primer punto de intersección de L con la circun- 
ferencia |z — zo | =r que limita al círculo del elemento e, ambas 
funciones f (2) y q (2) coinciden. Sea Y, a < T < t, el extremo 
suporior de aquellos valores del parámetro que, para cada l, 4 < 
< Y < T, los valores de las funciones f (2) = fà (t) y q (2) = gÀ (t) 
coinciden en el arco Lre, r7- 

Supongamos primero que T < 1; entonces existen unos números 
u y u' tales que tu < TS tusi Y te < T tvt de modo que 
Z = à (T) está situado en el arco que está cubierto por los círculos 
de los elementos €, y €u+, de una cadena y, a la vez, está situado 
en el arco que está cubierto por los círculos de los elementos ew y 
ey, de otra cadena. Supongamos, para precisar, que Z =% (7) 
está situado en el círculo del elemento e, de la primera cadena y en 
el círculo del elemento c+, = e de la segunda cadena. Jintonces 
f (2) = fà (f) se expresa en un entorno del punto Z = 2. (7) por la 


sorie Ya, (z — Z)”, que está subordinada a la sorie ah? (z — zu)", 
0 


y la función q (2) = qÀ (t), por la seric Ha”, (2 — Z)”, que está 
J 


subordinada a la serie Dají" (2 — zp)”. Como los valores de las 


T 
funciones fA (£) y q) (f), según la hipót 


: coinciden para todos 
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los valores de t: « «< t < T, resulta, en virtud del teorema de uni- 
æ 


"y Jar — Z)", que 


T 
estas series son idénticas y, por consiguiente, los valores de las 
funcionos fA (£) y «pd (£) coinciden en cierto entorno del punto 7, 
lo ewal contradice a la definición del punto 7 como el extremo 
superior, 

De aquí se deduce que 7 = «q, y luego, aplicando el razonamiento 
que acabamos de exponer a las series 


cidad, aplicado a las series Da, (z — Z 
T 


Sare- y Saag", donde ¢=4 (1), 


deducimos que estas series son idénticas. Pero las sories indicadas 
representan los clementos e, y eb; por consiguiente, cl teorema de 
la coincidencia de estos elementos queda demostrado *). 

Otra propiedad importante do la prolongación a lo largo de una 
Curva, que se puede considerar como una generalización de la pro- 
piedad que acabamos do domostrar, consiste en que el arco, a lo 
largo del cual so efectúa la prolongación, se puede cambiar entre 
ciertos límites, sustituyéndolo por arcos de otras curvas que tengan 
el mismo origen y extremo, sin que por eso varíe el resultado de la 
prolongación. 

Antes de dar el enunciado exacto y demostrar esta proposición, 
uemostremos el siguiente lema: 

Lema. Sea e un elemento arbitrario y supongamos que l es una 
curva continua z = ^ (f) (a < t < P) perteneciente al circulo K de 
este elemento. Entonces el elemento e, con el centro en el punto inicial 
zp de la curva l, es prolongable a lo largo de 1 y el resultado de la pro- 
longación es un elemento e' con el centro en el punto final z' de la curva 
1, que también está subordinado a e. 

Sea p >Q la distancia desde 1 hasta la frontera del círculo K 
(si esta distancia es igual a co, hacemos p = 1). Dividamos el seg- 
mento [a, B] por los puntos tọ =a < t <... < ta = f en partes 
tan pequeñas que cada arco ltp tjl quede contenido en el círculo 
|z —2, | < p, donde z; = À (y); ahora se cumplen las condiciones 
Lay — z; |< p. Entonces cada círculo |z — z; |< p ostará con- 
tenido en K y contendrá dentro de sí mismo a) arco Ur. A En 
cada uno de estos círculos la suma de la seric que expresa a e puede 
desarrollarse en serie de potencias de z — zj. La última serie deter- 
mina el elemento e, que tiene el centro en z; y está subordinado 
al elemento e. Como el centro z;+, del elemento £j+, está contenido 


*) Las diferencias posibles entre los radios de los círculos do los elementos 
er Y eje no se tienen cn cuenta. 
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en el círculo del elemento e; (j = 0, 4, ..., k — 1) y en un en- 
torno del punto zj+, las series ej+: y €, representan una misma 
función analítica uniforme (precisamente la suma de la serie del 
elemento e), resulta que e;+, es la prolongación inmediata del ele- 
mento e, y, por consiguiente, lo, Sis «.-, êr forman una cadena 
de elementos que une el elemento £a = £o, que tiene el centro zp 
y está subordinado al elemento e, con el olemento £, = e* que tiene 
el centro z’ y también está subordinado al elemento e. Esta cadena 
realiza la prolongación del elemento eo a lo largo de l, puesto que 


FIG. 70. 


los centros z; = A (ty) de los círculos de los elementos de la cadena 
están todos en l y el arco ley, tig) 50 cubre con los círculos de los 
dos elementos vecinos e, y €7+1 (e incluso con el círculo del solo 
elemento *;). Con esto se termina la demostración del lema. 


Teorema 2. Supongamos que la cadena de elementos eo, ty, y 
o... Cn =e' realiza una prolongación del elemento eg a go 
de una curva continua L: 2 =ù (Ù) (a < t< B) y sea también L': 
z= p (0) (ua <t < B) una curva continua con el origen ze y el 
extremo z' en L y tal, que para cierta subdivisión del segmento la”, B'I 


H=04<E<...<th<ti=P" 


cada puntos} = p (t) (excluyendo el origen y el extremo de la curva J'Y 
es común. para los círculos de los elementos e,-, y €, y cada arco Li, gjar 
de la curva L' está contenido en el círculo del elemento e; (} = Q, 1, ... 
+... n) (ig. 70). 

En estas condiciones, el elemento es puede prolongarse a lo largo 
de L' y el resultado de la prolongación es el mismo elemento e”. 
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Demostración. Consideremos los clementos ej, que tienen 
los centros z} y están subordinados a los elementos correspondientes 
ey Como 24, está contenido en el círculo del elemento e, y ej+ 
os la prolongación inmediata del elemento ej, se puede elegir ejs; 
de tal manera que éste Lambién esté subordinado al elomento e, 
U=0,4...m). 

Apliquemos el lema al elemento e, y a la curva Zir y, yy Con- 
tenida en el círculo de este elemento. Ballemos la cadena de elementos 
ef =en e, .... e) = ejas que realiza la prolongación del 

4 Eye z i 
elemento ej a lo largo de Lie, g, y El resultado de la prolongación es 
jetit 
eja1. Pero de aquí se deduce que la cadena de elementos 
mm em e, 


o) 1 
es ceo = 2 


a, 


el EART 


realiza la prolongación del olemonto ey a lo largo de Z’, y el resultado 
de la prolongación es e”, con lo cual se termina la demostración. 

Soiialemos el caso particular del teorema en que Æ es un seg- 
mento de una recta que une dos puntos zg y z’. Si la cadena de ole- 
mentos eg, €1, « « ., en realiza la prolongación del elemento ey a lo 
largo de L, entonces siempre se puede indicar un entorno del punto 
z' tal, que para cualquier punto Z de este entorno la poligonal de 
dos lados Z’, compuesta del segmento de la recta que une z, con $ 
y de) segmento que une E conz’, satisface a las condiciones del 
teorema 2 (fig. 71). De aquí se deduce que si el elemento ej es pro- 
Jongable analiticamente a lo largo del segmento rectilíneo Izo, 21), 
entonces z; posee un entorno tal, que para cada punto ¢ pertencciente 
a este entorno la prolongación analítica del clemento ey a lo largo 
de fzo, £l también es posible y, además, la prolongación a lo largo 
de la poligonal con los vértices zp, % y zı da el mismo resultado que 
la prolongación a lo largo de [zo, 241. n 

5,2. Este apartado lo dedicamos a la demostración de un teore- 
ma importantísimo de la teoría de las funciones. 


Teorema de monodromia. Si un elemento e, es 
prolongable analíticamente a lo largo de cualquier curva continua 
perteneciente a un recinto simplemente conexo dado G, entonces la 
Junción f (2) determinada en este recinto por todos los elementos que 
se obtienen en las prolongaciones indicadas, es uniforme. 


Demostración. Demostraremos el teorema por el método 
de reducción a lo absurdo. Supongamos que f (z) no es uniforme cn 
el recinto G. Entonces, en cierto punto z; € G ésta tiene al menos 
dos valores distintos y, por consiguiente, existen al menos dos ele- 
mentos distintos e; y e;, con el centro z, que son los resultados de la 
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prolongación del elemento ey a lo largo de dos curvas Ls y La que 
están situadas en el recinto G y unen el punto 2, (cl centro del ele- 
mento ej) con el punto zi. Supongamos que, prolongando ea a lo 
largo de £,, se obtiene en el punto z, el olemento e;. y a lo largo de La, 
se obtiene en el mismo punto el elemento ej. Entonces, prolongando 
e; a lo largo de Zz hasta el punto zp tiene que resultar un elemento e; 
distinto de ĉo. 

En efecto, si resultase el elemento ee, entonces la prolongación 
de éste a lo largo de Z en el sentido directo daría e;, a pesar de que 


FIG. 7L 


se había supuesto que el resultado de esta prolongación es el cle- 
mento e; distinto de e. En resumen, negar la justeza del teorema 
equivale a admitir la existencia de una curva continua cerrada L, 
perteneciente al recinto G (L = L; U Z7), tal que la prolongación 
del elemento e, a lo largo de L da un elemento e, distinto de eg. 
Comprobemos de que en esta afirmación la curva L se puede susti- 
tuir por una poligonal. En efecto, teniendo alguna cadena de ele- 
mentos que realice la prolongación analítica a lo largo de £, pode- 
mos sustituir esta cadena por una nueva, introduciendo para ello 
elementos subordinados, de tal modo que las cuerdas de la curva L 
que unen los centros de los elementos vecinos sean más cortas que 
la distancia desde Z hasta la frontera del recinto G. La poligonal A 
formada por estas cuerdas está situada en el recinto G, y la cadena 
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construida realiza una prolongación del elemento ey a lo largo de A, 
resultando el clemonto e, distinto de eg- 

Razonando igual que en la demostración del teorema integral 
de Cauchy (ap. 2.3, cap. TT), se demuestra que A se puede susti- 
tuir primero por una poligonal sin autointersecciones, y después 
por un circuito triangular A perteneciente al recinto G. 

En efecto, recorramos sucesivamente los lados de Ja poligonal A, 
comenzando desde el punto zo, hasta que un nuevo lado encuentre 
por primera vez uno de los lados ya recorridos en cierto punto Z;. 
Llamemos Ay a la poligonal cerrada que se obtiene al recorrer A, 
comenzando desde z, hasta que se vuelve a llegar por primera voz 
a este punto; está claro que A, no posee autointersecciones. Sea ey 
el resultado de la prolongación del elemento e, a lo largo de la parte 
de la poligonal A, desde zy hasta el primer paso por z,. Si en la pro- 
longación del elemento e, a lo largo de Aj, al volver al punto z, 
resulta un elemento e; distinto de e,, entonces en los razonamientos 
ulteriores A se sustituye por la poligonal A,. Si como resultado de 
la prolongación del elemento e, a lo largo de Ay resulta el mismo 
elemento e,, entonces se excluye A, de A; queda una poligonal 
AN A, con una autointersección menos que A y tal que al prolon- 
gar el elemento ey a lo largo de A N A; resulta un elemento e; dis- 
tinto de eg. 

Continuando este razonamiento, después de una cantidad finita 
de pasos obtendremos una poligonal cerrada A”, situada en el inte- 
rior de G, sin autointersecciones, y tal. que al prolongar a lo largo 
de A” un elemento c” (el cual, a su vez, es el resultado de la prolon- 
gación del elemento e, en el interior de G) resulta un elemento distin- 
to de e’. Obsérvese que si en cl proceso de liberación de la poligonal 
A de las autointersecciones nos encontramos con lados que se reco- 
rren doblemente, en sentidos opuestos entre sí, entonces cada uno 
de estos lados se puede despreciar inmediatamente, puesto que la 
prolongación a lo largo de éste no altera al elemento que se prolonga. 

Una vez obtenido el polígono, limitado por la poligonal A”, lo 
dividimos primero en polígonos convexos, y después cada uno de 
éstos lo dividimos en triángulos. 

Sea ô uno de los lados de estos triángulos, no situado en A” y sean 
to y $ el origen y extremo, respectivamente (Zo y £' están situados 
en A! y E precede a £' al recorrer A’ en el sentido elegido). 

Si el elemento e, es el resultado de la prolongación del elemento 
e” a lo largo de A’ desde el punto inicial z’ hasta £,, entonces, pro- 
longándolo luego, por una parte, a lo largo de $ y, por otra parte, 
a lo largo de la parte de la poligonal A’ desde čo hasta ¢', obtenemos 
en el punto ¿' dos elementos, respectivamente: e' y e”. Estos tam- 
bién pueden coincidir, entonces la parte de la poligonal A” desde Lo 
hasta £' se puede despreciar, sustituyéndola por cl segmento ô. 
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Obtenemos una nueva poligonal cerrada A”, compuesta de una can- 
tidad menor de triángulos que A; adomás, prolongando el elemento 
e' a lo largo de A” resulta un elemento distinto de e’. Si e” no coin- 
cide con g’, entonces formamos una poligonal cerrada A” con 
la parte de la poligonal A” comprendida entre los puntos Ey y Y' 
y el segmento ô, recorrido en dirección desde 2' hacia ġo. Al prolon- 
gar el elemento e, a lo largo de A” tiene que resultar un elemento 
distinto de ej. 

Repitiendo semejantes razonamientos, disminuyamos cada vez 
la cantidad de triángulos en que se divide la parte interior al cir- 
cuito considerado y, después de un número finito de pasos, obteno- 
mos un triángulo A perteneciente a G, tal que al prolongar a lo 
largo del mismo un elemento e con el centro en uno de los vértices 
£ de este triángulo (aquí e es el resultado de la prolongación del 
elemento eo a lo largo de una curva situada en el recinto G), resulta 
un elemento distinto de e. 

La mediana del lado opuesto a £ divide a A en dos triángulos; 
al menos uno de éstos, A;, posce la misma propiedad que A, es 
decir, al prolongar el elemento e a lo largo de Ay, resulta un elemento 
distinto de e. Trazando en A; la mediana del lado opuesto a [, 
resulta un nuevo triángulo Az que posee las propiedades de los 
triángulos A y Ay. Repitiendo este proceso, construimos una sucesión 
de triángulos oncajados {An} con el vértice común č; sus lados opues- 
tos están situados en un lado del triángulo A y, evidentemente, 
se contraen hacia cierto punto y de este lado. 

Pero, como ya sabemos (véase el final del precedente apartado), 
el punto y posee un entorno U tal, que para cualquier punto z € U, 
al prolongar el clemonto e a lo largo de la poligonal £zn, resulta el 
mismo elemento 2 que al prolongarlo a lo largo del segmento bn. 
Sean nh y nh los vértices del triángulo A, que pertenecen a este 
entorno (se supone que n es suficientemente grande). Entonces, 
sin alterar el resultado, se puede sustituir la prolongación a lo largo 
de A, por las siguientes prolongaciones: a) del elemento g a lo largo 
de gnam, resultando el elemento E, b) del elemento% a lo largo de 
mmáz, lo cual equivale a prolongar è a lo largo de ņ¢, resultando 
de nuevo, evidentemente, €. Así, pues, al prolongar el elemento e 
a lo largo de A, tiene que resultar de nuevo e, en contra de Ja pro- 
piedad del triángulo A, que se deduce de su construcción. Con la 
contradicción obtenida se termina la demostración del teoroma de 
monodromia. 

5.3. En este apartado nos ocuparemos de la prolongación de 
un elemento dado e, con el centro en ze sobre distintos rayos recti- 
uncos que parton del punto zọ. Está claro que en cada rayo existe 
lína parte inicia), a lo largo de la cual la prolongación es posible. 
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Su longitud no es menor que el radio del elemento ep. Si mediante 
Ja prolongación del elemento ey a lo largo del rayo dado no se puedo 
alcanzar un punto arbitrario de este rayo, entonces en el rayo tiene 
que haber algún punto z,, distinto de z,, tal que Ja prolongación del 
elemento e, es posible a lo largo del segmento del rayo, comenzando 
desde z, y hasta cualquier punto del intervalo (z), zı), y es imposible 
a lo largo de todo el segmento fzo, zl. 

Señalemos en cada rayo que parta del punto z, el punto corres- 
pondiente z,, haciendo z; = œ si la prolongación es posible a lo 


FIG. 72, 


largo de todo el rayo, y consideremos el conjunto de puntos per- 
tenecientes a todos los semiintervalos posibles (zg, zı). Este con- 
junto Sease llama estrella rectilínea del elemen- 
Lo ep. Este contiene Lodos los puntos del plano que se pueden alcan- 
zar prolongando analíticamente el elemento e, a lo largo de todos 
los segmentos rectilíneos posibles con el origen común en el punto zo. 
Fácilmente se comprueba que Se, es un recinto. En efecto, 2, es 
un punto interior del conjunto Se,, pues todo el círculo del elemen- 
Lo ep está contenido en Sep. Si z, s Zo y 2: € Se. entonces, como 
ya se había soñalado en el ap. 5.1, el punto z; posec un entorno U 
tal, que el elemento e, se puede prolongar analíticamente a lo largo 
de cualquier segmento [ze El, donde LE U. Por consiguiente, 
U E Se y Say es un conjunto abierto. Inmediatamente se demuestra 
que el conjunto Sa, es conexo, pues dos puntos cualesquiera z; y 
Za, pertenecientes a Sep, pueden unirse en Se mediante una poli- 
gonal compuesta de dos lados: [z,, zol y Ízo, 22). 

En la fig. 72 está representado un recinto del tipo Se. Obsérvese 
que el recinto Se siempro es simplemente conexo. En efecto, supon- 
gamos que en el interior de una curva cerrada de Jordan y, situada 
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en Se, hay un punto E no perteneciente a Soy. Tracemos por Zo 
un rayo que pase por £. Este rayo encontrará a la curva y en un 
punto z, tal, que £ € Izo, 24). Según la dofinición del conjunto So, 
el segmento Íza, zyl está contenido en esle recinto; por consiguiente, 
también £ € [zy, z1) está contenido en el mismo, en contra de la 
hipótesis. 

Así, pues, la estrella rectilínea es un recinto simplemente conexo. 

Sea 5, + Zo un punto arbitrario de Se, y sea e, el elemento con 


el contro z,, representado por la serie Za {z — 21)”, y que se ob- 


tienc al prolongar el elemento ey a lo largo del segmento rectilí- 
neo Izo, 2,1. Haciendo f (2) = ao, se define f (2) como función uni- 
forme en todo el recinto Se. Demostremos que esta función es ana- 
lítica en el recinto dado. En efecto, para el punto z, existe un entor- 
no U, perteneciente a Sa, tal que, para cualquier punto $€ U, 
al prolongar el elemento e, a lo Jargo de la poligonal zotz,, resulta 
el mismo elemento e,. De aquí se deduce que al prolongar el elemen- 
to e, a lo largo del segmento fz;, El resulta el mismo elemento e 


con el centro E: Da, (e — E)” que al prolongar cl elemento e, a 
lo largo del segmento [zp, El. Poro si el entorno U y, por consiguiente, 
también el punto £, pertenece al círculo de convergencia del ele- 
mento e,, entonces el resultado de la prolongación del elemento e, 
a lo largo de [z,, £l tiene que ser un elemento con el contro E que está 
subordinado a e,. Por consiguiente, e es un elemento subordinado 
a ey, y el valor f (£) = œ del término independiente de la serie que 
representa al elemento e, coincide con el valor de la suma de Ja 
w 


serie J) 4, (2 — 21)” en el punto z = ¢. Así, pues, hemos demostra- 
i 
do que 


10= Jaga" 


en todos los puntos de cierto entorno del punto 3; € Se, de donde 
so deduce que la función f (z) es analítica en este entorno, y Juego. 
como z; es un punto arbitrario del recinto, resulta que f (z) es analí- 
tica en todo el recinto Soy. 

En resumen, prolongando el elemento ey a lo largo de todos los 
rayos posibles que parten de Zo, resulta una función uniforme y 
analítica f (z) en la estrella S., del clemento dado. 

Demostremos que esta función se puede expresar en forma de una 
serie de polinomios uniformemente convergente en el interior de Seg. 
Por consiguiente, quedará resuelto (al menos teóricamente) el pro- 
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blema de la prolongación analítica del elemento e, a lo largo de 
los rayos que parlen del centro del elemento. 

Sea F un conjunto acotado y cerrado de puntos de Se. Exigiro- 
mos que para cada punto z € F pertenezcan también a este mismo 
conjunto F todos los puntos del segmento rectilíneo [zy, zl; siempre 
se puede satisfacer a esta condición completando el conjunto dado 
inicialmente con los puntos de todos los segmentos rectilíneos posi- 
bles que unan /' con zy. Sea L una curva cerrada y rectificable de 
Jordan, perteneciente a Ses, que contenga en su interior a £ (siempre 
se puede hallar tal curya, utilizando una sucesión creciente de 
recintos simplemente conexos, construidos con cuadrados y quo 
aproximen a Se, por ol interior; se puede tomar por £ la frontera 
de uno de tales recintos). Para cualquier punto z€ # la función 
se puedo expresar por la integral de Cauchy 
1 j 10 £ A (5.3:1) 


a. $ 


Obtendremos el resultado pedido desarrollando —= e. una 


1 
P t— 30 

serio de polinomios, integrando esta serio término a término y ob- 
servando que para calcular los coeficientes de la serie hallada sólo 
se necesitan conocer los cocficientes de Taylor de la función f (z) 
en el punto Zo, es decir, se necesitan conocer los coeficientes de la 

serie de potencias que representa al elemento dado ep. 
Estudiemos el conjunto de puntos E (F, Z) que describe el punto 
w= =2 cuando z recorre todo el conjunto F y E recorre toda la 
curva Z. Comprobemos que éste es un conjunto acotado y cerrado. 
Jin efecto, si $ >> 0 es la distancia desde el punto zy hasta la curva L 


y M = sup |2 — Zo |, entonces | w |<. 
EP 


2. Por otra parte, si w’ 


es un punto de acumulación para w, +. entonces, pasando 


Eno 
a subsuccsiones, podemos exigir que (2,) Y (Ln) sean convergentes. 
Como los conjuntos F y L son cerrados, se tiene: 


limz,=2'EF, Jimin—$'€L, 


de dondo P 
w = lim w, = lim 222 = EE E E (F, L), 
no nso bn — žo 5—3 


o sca, el conjunto considerado también es cerrado. Señalemos que 

éste no contiene ningún número real positivo u > 1. Esto es con- 
5—dq 

20 


secuencia de que w = puede tomar valores reales positivos 
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sólo cuando z y E están situados en un rayo que parta del punto zo. Pero 
en cste caso, el punto ¿, no perteneciente a F, no puede estar situado 


entre Zo y z, por consiguiente, w = 


i P E. det 
Consideremos la función <= en el recinto simplemente conexo 


G, cuya frontera es la parte dol eje real: u > 1, v = 0. Como esta 
función es uniforme y analítica en el recinto G, según el teorema de 
Runge ésta puede desarrollarse en una serie de polinomios, uni- 
formemente convergente en el interior de G: 


1 


= Y Pu (w), donde Pa(w)=cW0+cMo+... + clima, 
v 


(5.3:2) 
Sustituyendo aquí w por > y observando que sizE F y GEL 
el punto E «está contenido en el conjunto acotado y cerrado de 


puntos E tr, L), perteneciente a G, deducimos que la serie (5.3:2) 
es uniformemente convergente. Poniendo esta serie en lugar de 
1 


- en la fórmula (5.3:1) e integrando término a término, 


obtenemos; 
w 
1 1D 1 FACS] 
teg [m5 li matta fa ptet re 
m 1 [AtS] h 
ee. Cha 77 f Carna) m 
o bien 


10=3 [+ a) ++. 


j 
(Rn) 
A 63s 


Hemos obtenido el desarrollo de la función f (z) en una serie 
de polinomios, que es uniformemento convergente en el conjunto F 
y, como F es arbitrario, en el interior de Se. Los coeficientes 
ef, e, cfr =0, 1,2, ...) no dependen de f (5) y 
pueden calcularse una vez para siempre. Además de ellos en la fór- 


a 
mula figuran los coeficientes ŻE}, o soa, los coeficientes de la 


serie de potencias que determina el elemento e,. El desarrollo ob- 
331234 
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tenido (éste se llama desarrollo de Mittag— Lefi- 
lo r) resuelve, ovidentemente, ol problema de la prolongación del 
elemento a lo largo de rayos rectilíneos. 

5.4. Construyamos en forma explícita la sucesión de polinomios {Pp (w)) 


que converge hacia (1 — w) en el recinto G, cuya frontora es la semirrecta 
w= u> 4, y hallemos una cota para la aproxi de estos polinomios. 


Vamos 4 seguir aquí el método propuesto por P. Painlové *). 


A) 


FIG. 73. 


Sen a > 0 un parámotro, que a continuación va a tomar valores arbitraria- 
monte pequeños. Hagamos y = exp (—a7!), P= 1—y y consideremos la 
transformación 

t=p()=—alm(i—80  (41(0)=0) (5.411) 


del somiplano D: Ro < P- en la franja A: | Im £ | < -ne (fig. 73); obsér- 


vese que q (1) = 1. 
El recinto D contiene al círculo cerrado | T | < p = 1 +y, pues La 


[j 
= 5 > 1 + y > p. La transformación (5.4:1) hace corresponder a esto círeu- 
lo un recinto cerrado ga que perteneco a A y contiene en su interior al segmento 
del cje real 0 < £ < 1. Está claro que para todos los puntos de ga se cumplen 
las desigualdades: 
—a ln (1+Bo) < Ret <a ln (1— pp). 


Pero —« In (1— pp) —a In [77 a+ »]= 1+aliz—a mty zi+ 
20102 y —aln(1+fp) > ala2 (puesto que Pp < 1). De aquí so deduce 
%) Véase la nota de P. Painlevé en el apéndico al libro: E. B o rel, Leçons 


sur los fonctions de variables reélles ot les développements en séries de polyno- 
mes, 2 éd., Paris, 1928, págs. 101—148. 
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que el recinto ga está contenido en el rectángulo dg: 
—aIm2<Ret<1i4aln2, [Im < Fa, 


el cual para œ —> 0 se contrae hacia el segmento 0 < t <1. 

Supongamos ahora que f (£) es una función analítica y acotada en valor 
absoluto en gy: |} {| < M. Haciendo += q (1), obtenemos una función 
jọ (1), analítica y acotada en valor absoluto por Ja misma constante en el cir- 
culo | Y | < p. Para ésta se tiene el desarrollo 


IA (5.4:2) 
de donde a 
+= fg (0 = X, Ay . 64:2) 
5 
Además 
, a as 
[103 410 |s Y Anisa Y) p= o= 
e vi v+ 


Sa (eh) 


Para calcular Aq (/) observamos quo en un entorno del punto :=0 


o 
1 
10= gre O 
y, por consiguiente, j 


M 
de= 0 + Dy y 100 O at i In dpoj 
r 


Hagamos y 
tpi EP Eh Elba 
(4) [In (1— pr) = Beba! [tr t eiar e as 


donde Ef), son unos coeficientes numéricos que no dependon ni do f(t) ni 
do a. Poniendo en cl desarrollo de fp (1), resulta la serie do potencias: 


19(0=/(04 3) rato (+ EGO 04... BPa 0. 
1 
Comparando con (5.4:2), hallamos: 
a 
n ; 
Ao (1 =1.0), Ay o DEW >. (5.4:4) 
21 


Para hallar ES? hacemos f (1) =e!; entonces 


19 (1) =exp [a In (1—f1))=(1—P0*= S) e alad 1)... (a+9—1). 
o 


33e 
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Por consiguiente, 4 
Mezi alat) lata; 


como en el caso dado {tò (0)=1, por la fórmula (5.4:4) hallamos: 


4 
a ; 
met ap > 
it 
Comparando las dos expresiones do Ag (ef) sacamos la conclusión de que 


los números Ej son los coeficientes de ai en el desarrollo del polinomio 
ala+t)...la+g— 1). Esto permite escribir Aq (/) en el caso general 
va forma del siguiente producto simbólico: 


Ar + af (a +1)(0J+2) (af g—1), 974. (5,4141) 


Apliquemos los resultados obtenidos a la E mación de la función 
1. Construyamos primero para cada n > 1 el recinto Gh (fig. 74); sus 


FIG. 74. 


dimensiones doponden de la elección del número H, > 4n. Esta elocción la 
haremos un poco más adelante. Obsérveso quv las números Hn, creciendo, tion- 
den hacia el Infinito de tal modo quo (G, } forma una sucesión de recintos encaja- 
dos que converge hacia ol recinto G que es la estrella rectilínea de la función 
(1 — w=, Sea w cualquier punto de Ga. Entonces f (2) = (1 — frog)! os una 
función analítica en todos los puntos del segmento 0<1<1, y f (1) = 
LA — iw). Para acotar ol módulo máximo de / (1) en un recinto ga (véase la 
De) a contiene a este segmento y poder utilizar después la desigualdad 


(6.4:3), transtormonios el recinto p mediante la función +=] .Obtendromos el 
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recinto B, representado en la fig. 75. Designemos su frontera con bp; deun 
modo semejanto a la frontera del recinto Gn, ésta consta de dos arcos de circun- 
ferencias y de dos segmentos rectilínoos. Como el polo to = +5! de la función 
1609 = (1 — tw) pertenece a By, para aplicar la acotación (5.4:3) a / (1) es 
suficiente exigir que el recinto cerrado ga que contiene al segmento [0, 1) esté 
situado en el interior del contorno bp. Esto, a su vez, se cumplo, si ol rectángulo 


da: 


Consideremos el rectángulo mayor, con los lados paralelos a los ejes coordenados, 
que está inscrito en b, (véase la fig. 75). Es obvio que su altura cs igual al doble 


2 In 2ecRe 2140 In 2, | Im |< a F ostá contenido en el interior de dp. 


¿AS 

Wi j, 

Y 
s, 
de la ordenada del punto -7 que esla imagen del punto w <= Hype®" en la trans- 
formación t= w~, Por ollo, la mitad de la altura del rectángulo es igual a 
Hal son 9, = 2n1152 (vóase la fig. 74), Por otra parte, el valor absoluto de la 
abscisa del punto $ coincide con la abscisa del punto .7, es decir, es igual a 
/3 

Hg’ cos O, = Hgt VTE > Bn > + H > 2a Hz? (Hp > 4n). 


Finalmente, lu abscisa de U es mayor que OQ, donde Q es cl centro de la 
circunferencia en la que está situada (7. Como 


0Q==0V sec On =sec? On =(1—4a%H 3) 1 > 14400452, 


FIG. 75 


la abscisa dol punto C es superior a 1-+2m15%. Hagamos 


ay=2H3%, 


entonces para cualquier v > n el rectángulo d, estará situado dentro del rectán- 
"y 


lo considerado, y la distancia entro sus fronteras será no menor que 1152. 
o aquí se deduce que el recinto correspondiente gy está situado en el interior 
y 


del contorno b, para todos y> n, y la distancia entre g y bn es mayor que Hz? 
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Acotemos ahora |f (£) | = | (L — wot) |, wo €p» tE Ea, V> ni obsér- 


vose que | £ |< 2. Si 19 1<h , entonces 
4 TAG 

TFT 
si la> entonces |t |=| w3! | <3, y como to=wj! € By, se tiene: 


——_ la 
Ta TIAS 
Asi, pues, 
MOILAK wen tegay v>n 54) 
Apliquemos la acotación (5.4:3) a la función f() = (1 — to)" 
(WE Gn, t € La» V>n). En el caso dado f (0)=;! w5, por Jo cual Ag (f), 
iy 


determinados por las fórmulas (5.4:4), son polinomios de grado q respecto de w. 
Precisando: 


donde 
(5.4:7) 


Hagamos 
P 
mimt, gyujt Y) Arim S, jt aiui Y) m P R 


qmi jai gmi 
La fórmula (5.4:3) da para / (1) =(1—i0)"! en cado punto w € Gn, siondo v> n: 


| pyt) < 2ang (1414) 


(5.4:8) 


-v 


Aquí v=o (— n) y en virtud do (5.4:6) se puede hacer M= 77$. 


Expresomos 21/23! (in) en la forma 


1 1 
oxp {zm lo (Leg) 42107, 41m 2) P 
Para que esta cantidad tienda a 0 cuando v— 00 es necesario, evidentemente, 
garantizar que la ilifereneia 
1 1 
i mL [vexp (4 m3) 1m 
TRE Vio i vexp ( 71) 2). 


tionda a —0o, para lo cual, a su vez, es suficiente exigir que My cumpla 
la condición: 


211, exp (+ 13) <y (5:4:9) 
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para todos los valores suficientemente grandes de v (por ejemplo, se puede 
tomar My =e V In y, donde 0< e <V2). 

A continuación Vamos a suponer que ya se cumple la condición (5.4: 9). 
Entonces 
im 2>, =i i 
vap( 7 m) B25 va ( 7 113) 


y, por consiguiente, para cualquier e >0 (e < 1): 
1 
| A—w)1— py (0) |< exp {- 5 vesp ( F 1)) (5.4:10) 


para todos wE Gn y v >n >> n (e). 
Para v=n de (5.4:10) se doduce que la fórmula 


n n 

—wj- =li A] E) 

(eri lim pa te= lim (14 Y 1 ajo! De 

j=i qui 

es válida para todos w € G. y que la convergencia de la sucesión {p (w)) es 

Gnitormo qn el interior de G. Por ello, en el arrollo (5.3:2) del apre ante- 
rior so puede hacer Ph (w) = pa (10). 

5.5. En esto apartado daremos una solución del problema de la prolonga- 

ción analítica de una función en su estrella, distinta de la expuesta en el ap. 5-3. 

Precisando, demostraremos el siguiente teorema: Cualquiera que sea la 


i m, 
sucesión creciente de números naturales (my) que satisfaga a la condición T+ ~ 


E (64:11) 


v 
> +00, siempre se puede hallar una sucesión de números reales {0} tal, que para 
toda función f (z) analitica en cierto punto zo se tiene el desarrollo: 


May 
2 
my sl 
el cual es uniformemente convergente en el interior de toda la estrella S, de la 

función 1 (6). 


Es importante subrayar aquí que las sucesiones {my} y (0) no depen- 
don dela función f La colón de este teorema so reducirá a la divi- 
> ES 


sión de la serie de potencias Y) wo! en la suma de dos serios de potencias 2 Opt 
T 


y Y (1 — 04) w, donde cada una de éstas poseo una subsucesión do sumas par- 


7 
ciales uniformemente convergente en el recinto G, cuya frontera es la semirrecta 
v=uzl. 


En general, una serie de potencias Y} ap (w — wo)” con el radio do conver- 
T 
gencia finito R, se llama superconvergente, si existe una subsu- 
"y 
cesión de sumas parciales | Ya, (w — 104)*] que es uniformemente convergento 
y 


en el interior de algún recinto que contenga al círculo | w— wo | < R como 
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parte propia. Fácilmento so observa quo la serie 'Y w* no poseo la propiedad 


do superconvergencia. En efecto, ninguna subsucesión de sus sumas parciales 


ay 
Y vi - 


y 
de la circunferencia unidad. De aquí que, si 


o + YA o, fu <A, 
g 0 y 


puede converger en los puntos que están situados fuera 


y ambas serios en el segundo miembro son superconvergontes, entonces nece- 
sariamonto tienen que cumplirso las condiciones: 


Tim YT] 
a 


(5,5:2) 


En efecto, Tm VIT 1<1 Y Tm XTE] < 1; si se supone quo, por 
al sil 
e 
ejemplo, Tim Y TO, |< 1, entonces el radio de convergencia do la serie Zoot 
a00 


2 
resulta mayor que 1. Como, según la hipótesis, la sario Y] (1—0,) w? es super- 
T 
convorgente, existe una sucesión crecionte de números naturales {ny} tal, que 
n, 


y 
la sucesión ($) (1 — Oy) w) converge uniformemente en cierto entorno del 
T 


w 
punto wo, | wo | = 1. Pero la sorie Y) Oyw* es uniformemento convergente en un 


0 
entorno de cualquier punto de la circunferencia unidad; por ello, la sucesión 
ny ny My 
[Qu Y o +) awt] 
5 5 


también converge uniformemente en los entornos de los puntos de la cireun- 
ferencia unidad, lo cual, como ya vimos, es imposible. 

Fara lo qué sigue, es conveniente considerar el conjunto de todas las fun; 
ciones que son analíticas en un recinto G como mn espacio vectorial 
topológico (comploto). Esto se puede metrizar de tal modo que la con- 
vergencia según la norma soa equivalente a la convergoncia uniforme en el 
interior do G. Para esto es suficiente hacer 


2 Ma 5 

ui 2 a (5.5:3) 

donde M, = max |f (w) |, Ty es la frontera del recinto Gy y {Gy} son los recin= 
T 


Rh 
tos construidos en el ap. 5.4. 
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Es obvio que Ig + >|] < II gl + [A en efecto, si my = max |g | 
Y pa = max |% |, entonces 


mp Ba ee mh $ Ek n 
itmi ter © 1m  14pr 
De (5.5:3) se tieno para cualquier k> 1: 
r A 
M, 
e ra 
1 Att 


Si la sucesión du las funciones (f, (w)} converge hacia cero uniformemente en el 
interior de G, entonces para cualquier Æ > 1 se Liene: ME? = max | jp (wù | > 
T; 


k 
>0, y, por consiguiente, || 7, |] > 0. Recíprocamente: de la condición 
m) 


f Il 0 se deduce que 27* =+ 0 para cualquier k>1, es decir, 
Ilf I q TFM pa a > 
(fn (w)} converge hacia coro uniformemonte en el interior de G. 
Demostremos ahora dos lemas. 
Lema 4. Supongamos que los números positivos A satisfacen a las condi- 
ciones: 
An >21 Ha. (5.5:5) 
Entonces cada relación 
14] < exp (—18»)=0n. (5.5:0) 
implica la desigualdad 


| 5 eo sn | <a exp ( — ran) 2 9=0 (M6 
a 


En efecto, 


"|< max | 5 0 | 2 425 
R kæp 


Como el círculo Jw |< 1—2n117* pertonece a Gn, se tiene: 


` 
¡582 < Mp (1—2, 


dondo Afn=max | f (w) |; además, |w | < Mn si wE Gnr: 
E 
Por ello °" 
A 
n< Ma Y AAN <A RAS 
h=0 


=Mpexp {n ln Mn+ In (14 )—2 ln (120.451). 


Pi el exponente el término principal es, evidentemente, n ln Hy. En virtnd 
e (5.5:5) 


110 Ha SF 08 me 
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Por consiguiente, 


p< Map (Loa, ) (5.5:9) 


para todos los n suficiontomente grandes, 


Para acotar Mp, obsérvese primero que, debido a (5.5:4) 


M, 
Tri <7 


De, la condición (5.5:9) se deduco que 27|? || < 2", =o (1); por ello, para 
todos los valores de » suficientemente grandes 2% ||} || < 2-1, "do donde 


2 
Ma <A <2 exp (nm): 


Ahora de la desigualdad (5.5:9) se deduce que 
un < 20 orp (np) 
y, finalmente, en virtud de (5.5:8) 


Pia 


El lema 1 queda demostrado. 

Sea {Ap ) una sucesión de números positivos tal, que la diferencia An +1 — Ans 
creciendo, tiende hacia +o. Se puede hacor, por ejemplo, y = n In (n + 1); 
entonces App — À = la n. En general, la sucesión (y +1 — An} puede tener 
un crecimiento arbitrariamente lento. Fijando una sucesión tal, hagamos: 


m=i"), Na=mn 18mp]?, An (0) = P,a (0): (6.5:10) 


Aquí Ay son los números que figuran en el loma 4, py (w) son los polinomios 
determinados por las fórmulas (5.4:8). Ohsérveso que debido a la definición 
Sip (w) os un polinomio do grado my. 

Exijamos también que los números {Ay} cumplan la condición: 


Amp “xp {4 Ani ww} - (5.5:11) 
En virtud de (5.5:5) esto origina unas restricciones al erecimivnto posiblo de los 


números J mp» los cuales determinan las dimensiones de los recintos Gr, . Some- 
teremos a estos números a unas restricciones más: d 


An) +2”=0 01). 


2 A 
Mza L Onti tn): (5.5:12) 


Lema 2. Los polinomios de la sucesión fi (0) =P, W) satisfacen a las 
condiciones; 


[Ao (0) [1< 29 exp (— Mp mn): (65:18) 
Olsérvoso que de las condiciones Any1—%n >-+0o y de (5.5:10) se deduce que 
n=0 (hn) => (nu). (65:14) 
Por otra parto, en virtud de (5.5:10) y (5.5:11): 
sih e wari | 
e n E > oxp E nsi — An 
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Por consiguiente, para todos los valores suficientemente grandes de z 
May > Nn y Hy, << Hno (5.5:15) 


.cotemos la norma || (1—w)1—ap414w) || aplicando Jas desigualdades 
65 Sy y (5.4:10) (en la última sustituimos v por Mn+; y n por Na): 


Maei ga (2) =l (00) Pmr OIK ` 
< max | (1— u) — Pmp 1H 
Cin 


det, 
ES 
En virtud de (5.5:10) y (5.5:12) 


1 ga, 1 
mn $ Onnan) 2, 1 
mae E pe > (e) oxp (Finn Hg dm) 
Por Jo tanto 


Prat JAn 


(Aa) W< exp [ — Y exp (Ma In 
(5.5:16) 


Para deducir la desigualdad (5.5:13) de (5.5:16), escribamos la ina en la 


forma: 
IA wyt — an (0) || < exp (— (MA, + (041) 102). 


Ahora es suficiente demostrar que la sazón del valoc-abeoluto del último oxpo- 
nente al valor absoluto de cada uno de los exponentes del segundo miembro de 
( 


ea infinitésimo (para n — 00). En efecto, en virtud de (5.5:10), 
y (5.5:44) 


mA ip Hin) 10 2 
2 
exp (Amt An) 


=s 


FOns—=Am 


< 10.0 


2 1 i 
hn =z nsn) 
A ZA 

2 1 
A 
TI TO si neo. 
Del mismo modo, en virtud de (5.5:10) y (55:14) 
Mdm ttn? bm EOI? 
N, mp Ain 


_ A ,(n+i)in2 E 
At A A 
EX loma 2 queda demostrado. 


Ahora se puedo pasar a domostrar el teorema principal de este apartado. 
Consideremos las dos series de polinomios: 


3 {azy (0) —22 1 (0) y A 4891 (w) — naj- (i)i, (65.517) 
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y hagamos nọ (-)=0. Según el lema 2 so tiene: 
Il n+ (2) — n (w) || < 2291 oxp (— MAA mp) + 


+2 oxp — 48 ma) < 2H exp (— Mat mp 52m (55:18) 


Do aquí se deduce que las serios (5.5:17) son convergentes según la norma y, 
por consiguiente, representan funciones analíticas en esto recinto. En particular 
estas funciones son analíticas en el círculo unidad. 

Hagamos: 


e 
È {izy (0) 221 (2)j=0 w), 
j=1 


s 
Y {maj-1 (w) — ng-a (0))= (w). 
=1 
Observando que 
Sa 


$) Hp (0)= Y) tn (0) 29 (w) lim Sip (10) == (1—w)t, (5.5:20) 
K= Hro 


tendremos en el circulo unidad: 


w æ 
q (0) = Ý) Onw, Y (0) = Y) On) a, (5.5:24) 
0 
donde 4 
mo 1 y 
or- EQ =3 Ar h Oaa 0 (65:22) 
=i 
y sogún las fórmulas (5.4:8), donde hay que hacer v=my= [6]: 
1 Saf 
O D) E E A (5.5:23) 
q=í 


De las fórmulas (5.5:22) y (5.5:23) se deduce que todos los múmoros Ön 
son reales, 


Cumprobemos mediante el lema t gue las sucesiones 
men mena 
[Xw y | Y (tur) (5.5:24) 
y T 
son uniformemente convergentes en el interior de G y, por consiguiente, 


ambas series (5.5:21) son superconvorgentes. De aquí, sogún la observación 
hecha al comienzo do este apartado, se doduce que 


Im y [=i Y ¡it 


:25) 
2 

Demostremos que la serie Ý) Ohw! es superconvergente, Hagamos 
-- ? 


y 
Y) 103) (10) — naji w) = TE (00); (5.5:245) 
A 


$ 5. EXPRESION DE LA FUNCION EN SU ESTRELLA 525 


evidentemente, Ily (w) es un polinomio de grado moy. Según la definición de 
dp (w) y de la desigualdad (5.5:18), se tiene; 


lg (2) —Ty (2) |< Y) | 7027 (6) — 2234 (0) l1 << 
vel 


€ pH 2728932 < Ómoy 2 272742 < Emo. (5.5:27) 
Fi vel 
Según el lema 4, de aquí se deduce que 


>0 si v=o, 


bi 
| Goo orr | 
h=0 


ws decir, que la sucesión de AA 
may 


(37 + pon- y OT 


converge vamo hacia 0 en el e de G. 


Pero 
May ma mzy 
5 Le (rut Y) Out, y Y Am (0) 10 = Tiy (0) 
pe ao e] 


{recordemos que TT, (w) es un 


inomio de grado may). 
Como, en virtud de la dofi 


¡ción de Jl, (10), la Sucesión LI, (1) converge 
may 
amiformomento hacia q (w) en el interior de G, la sucesión { 27 O w} 


tieno que converger uniformemente hacia q (w) en el interior Tec G. 
Asi, pues, 


may 
dim Eos (5.5:28) 
Análogamente obtenemos: 

lim "T Ha Oy het = p (10). 


¡Eb 


Queda demostrado que verifica la fórmula 


Moy 1 
(Ley -lim | X Ott Xy (109) wt] = 
qn! E = 


ln as S oa 
= lim mt 3 O, (5.5:30) 
Ho T E 
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donde la convergencia es uniforme en el interior de recinto G. 
_De este desarrollo se obtiene el desarrollo de una función analítica arbi- 
traria f (z) en su estrella rectilínea S,, del mismo modo que esto se hizo en el 


ap. 5.3 para obtener (5.3:3) do (5.3:2). Resulta definitivamente: 


(5.5:34) 


Moys may 
i: k> (0) nho 
101 [Y Gia D ma) 
o mgt! 
donde la convergencia es uniforme en el interior de Sy. 
Recordemos que aquí 
mp4), 
donde ¿An) es una sucesión arbitraria de números positivos gue cumple 


la única condición 
Ani E 


Claro, se podría haber comenzado com cualquier sucosión ereciento 
de números naturales {mn} que cumpla la única condición 


en electo, es suficiente hacer 
n=l my 
El teorema principal do este apartado queda demostarado completamente. 
Basándoso en las propiedades goncrales do las series de potencias super- 


convergentes, se puede afirmar que cualquicr sucesión (m,,) quo satisfaga a las 
condiciones del teorema de esto apartado también tiene que cumplir la condición 


Tim 22 > 1 
an Min 


verosímil que para ésta tiene que cumplirse también la siguiente 
ín mas fuerte: 


cond 


moco Mn 


y, en particular, que ninguna progrosión geométrica (p”) puede tomarse por 
sucesión (mp). 

5.6. Vamos a considerar la imagen analítica A como un espacio 
topológico y sus elementos componentes como puntos de este espa- 
cio. A dos elementos los consideraremos idénticos si tienen un centro: 
común y se representan por series iguales, independientemente de 
los círculos concéntricos con el círculo de convergencia en que 
éstos se consideren. 


2 a 2 a 
Sea e: Ya, (z — 29)" (o Danz ¥) un elemento de A, y sea 


m m 
lz — za |< R (o |z | >R) el recinto de convergencia de la serie 
que lo representa: llamaremos p-e n torno del elemento e (p < R 
si zp + co y p > R si el centro del elemento es el punto del infinito) 
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al conjunto de aquellos elementos que están subordinados a e (in- 
cluyendo a e), cuyos centros pertenecen al recinto |z — Zo | << p 
(o |z | œp. respectivamente). 

Fácilmente se comprueba que en esta definición se cumplen todas 
las condiciones del ap. 1.1, de modo que la imagen analítica se 
convierte en un 7 espacio. No queda más que comprobar que A 
es conexo, que posee una base numerable y que es localmente homeo- 
moría al círculo. 

Haremos la prueba comenzando por la última propiedad. Si eo 
es un elemento no ramificado, enlonces a cada punto de su recinto 
de convorgencia le corresponde un elemento subordinado único 
con el centro en este punto. Suponiendo, para precisar que el centro 
zo de) elemento e, es un punto finito, pongamos en correspondencia 
a cada elemento e con el centro z, que pertenezca al p-enlorno del 
elemento es, el centro de este elemento. Entonces el p-entorno del 
elemento ey se transformará en el círculo |z — žo | <p, siendo 
esta transformación bíunívoca. Además, ésta es bicontinva. Así, 
por ejemplo, si la imagen del elemento e, (es decir, el centro de este 
elemento) es z, |3 — 291 <p y lu |< ô es un entorno del 
punto z, que está contenido en el círculo |z — Zo | < p, entonces 
es suficiente tomar un 6-entorno del elemento e, para afirmar que la 
imagen de cada elemento de este entorno cae en el círculo |z—2,] < ô. 

En resumen, un entorno (cualquiera) de un elemento no rami- 
ficado admite una transformación homcomorfa sobre un círculo; 
además, puedo realizarse esta transformación sobre un círculo supo- 
niendo quo la imagen del olemento es su centro 

Supongamos ahora que ey es un elemento rami; ¡cado (de nuevo, 

ES n 
para precisar, con el centro finito zo) y que Y) an (2—2) es su 


n&m 
expresión canónica. Como a cada punto 24, distinto de zp y perlene- 
cionte al recinto de convergencia, le corresponden varios (precisa- 
mente v > 1) elementos distintos que están subordinados al ele- 
mento es, la transformación del elemento en su centro no será biu- 
nívoca en el entorno considerado. Para hallar una transformación 
homeomorfa del entorno del elemento ey sobre el círculo, intro- 


duzcamos el parámetro £ = (z — 20)". Si Z1 = zo, entonces la fun- 
1 


ción £ = (2 — Zo)” toma en este punto v valores distintos: t, ... 
ty, cada uno de los cuales puede convertirse en otro mediante 


una rotación alrededor del origen en un ángulo múltiplo de 4E.. 
Respectivamente, el entorno del punto z, que no contenga a zp Se 
A 


transforma mediante t = (3 — zp)” en v recintos distintos g; (} = 
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=1...., v). sin puntos comunes entre sí, que también se con- 
vierten uno en otro mediante Jas rotaciones indicadas. En este 
caso, cada uno de los recintos g; contiene uno de los puntos t, ... 
iv, y sólo uno; precisamente t = ly. 

Para fijar en un entorno del punto 2; lina de las v ramas analí- 


ticas uniformes de la función t = (z — 2)" 'es suficiente señalar a 
cuál de los recintos descritos anteriormente pertenecen los valores 
de la rama o (lo que es lo mismo) cuál de los valores £,, ..., ty 


toma la rama (2 — y en el punto: 2=%. Si Z, pertonoce al recinto 


de convergencia de la serie 5 An (z — n, entonces, imponiendo 


"i 
la misma condición a (z — zp)", se determina una de las v ramas 
analíticas uniformes de la suma v-forme de esta serie, cs decir, uno 
de los v elementos ef? (j = 1, ..., v) que tiene ol centro z, y está 
subordinado a ep. 

Es importante señalar que a distintos valores t; les corresponden 
también distintos elementos ef?. En efecto, supongamos lo contra- 
rio y scan ty y t,4p dos valores distintos a Jos cuales les corresponden 
elementos idénticos ef? y ef*+P), Como ef? y arta se representan en 


un entorno del punto z, por la suma de la serio 5 an (a — aP, donde 
a 


1 
(a — z) = t recorre los recintos Es Y gü+m mapaciiyámenta; pa- 


sando a la variable £ obtenemos para e% y e(2+P) la expresión Žar, 


1€ g; y E€ gip. Pero si a cierto z del entorno del punto zy "Io co- 
1 


rrosponde un valor de (z — zp)” en el recinto gy igual a t, entonces 
1 


al mismo z le corresponde un valor de (z — zo)” en el recinto Bi+p 
aB 
igual a e A por esta razón, los valores de ef? y eji+tm se pueden 
pa 


ni PR 
expresar en el recinto g; por las serjes Sar y Sao r De 


la hipótesis hecha respecto de la coincidencia de los aanas 
ni?” 

e)? y efřte) y del teorema interior de unicidad se deduce quee Y =4 

para todos los valores de n, para los cuales a, = O, es decir, que 


los números correspondientes ES son enteros y, por consiguiente, 


las fracciones 2 pueden simplificarse por un mismo número distin- 
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to de la unidad (se ha tenido en cuenta aquí que p < v). Pero esta 
o n 


conclusión contradice a que Dat” es la expresión canónica del 


m 
elemento ey. Así, pues, los elementos ef y ef?+» son distintos. 
Tomemos por imagen do cada elemento ef?) el valor correspon- 
dionte ¿=f;, haciendo esto para todos los elementos que están 
subordinados a ey; soa t = O la imagen del elemento ey mismo. 
Entonces el entorno del elemento e, se transformará en un entorno 
del punto £ = 0, y la correspondencia entre los elementos y sus 
imágenes sorá biunívoca. Pero también será bicontinua. En cfecto, 
la correspondencia entre £ y z, establecida mediante cada rama de 
1 


t = (z — zo)" en un entorno del punto z; zp, es bicontinua. 
También es bicontinua la correspondencia entre los elementos que 
están subordinados a e) y que representan en un entorno del punto 


2 » 
z, cualquier rama uniforme de la función )) an (z — zp)", y sus 
mm 


centros z (pertenecientes a un entorno del punto z; que no contiene 
a Zo). No queda más que observar que la continuidad se conserva 
también en el elemento e, y, respectivamente, en £= 0, puesto 
que cuando £ tiende a cero los elementos correspondientes tienden 
hacia e, (es decir, so sitúan en cualquier p-entorno del elemento ey 
para todos los valores de £ suficientemente pequeños en valor abso- 
luto) y, recíprocamente, si e tiende a e, los centros de los elementos 
e tienden a zo y, por consiguiente, t tiende a cero. 

Resumiendo, cualquier entorno de un elemento ramificado ey 
de orden v — 1 con el centro en z,, se transforma (siendo ésta un 

1 


homeomorfismo) mediante t = (z — zp)” (donde z es el centro del 
elemento e del entorno considerado del elemento ej) en un círculo 
del plano t con el centro en el origen de coordenadas. 

Do todo lo expuesto sacamos la conclusión de que la imagen 
analítica con el concepto establecido anteriormente de entornos de 
sus elementos, es un 7,-espacio localmente homeomorto al círculo. 

5.7. Dedicamos este apartado a la demostración de que toda 
imagen analítica posee una base numerablo y también, que es un 
espacio conexo. De aquí, junto con lo establecido en el ap. 5.6, 
se deduce que la imagen analítica se puede considerar como una 
superficie. 

Hagamos previamente unas cuantas observaciones elementales. 


Sea ey un elemento arbitrario: J) a, (z — Zo)”, y sean & y e dos 
T 


elementos subordinados del mismo, los cuales son por tanto regula- 
res. Ya se vio en el ap. 5.1 que si e, es un elemento regular, entonces 
341234 
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to y e se pueden unir entre sí mediante una cadena de elementos 
también regulares que están subordinados al elemento ey. 

Demostremos que la última propiedad conserva su valor tam- 
bién cuando e, es un elemento irregular. 

1 

Realicemos la transformación £= (z — zp)"; entonces a ey le 
corresponderá un elemento circular no ramificado e, con el centro 
t = Q, y a los centros de los elementos e, y e les corresponderán 
unos puntos tọ y T pertenecientes al círculo K’ del elemento ez. 
Unamos ty y t con una curva continua y’ que no pase por el centro 
del círculo K”, y sea ej, ..., eh una cadena de elementos subor- 
dinados al elemento e, que una el elemento e,, cuyo centro es Ty, 
con ol elemento £h, cuyo centro es t. Volviendo a la variable z = 
= zo + f, obtenemos en el recinto de convergencia del elemento ey 
una curva y (la imagen de la curva y”) que no pasa por zp y une 
los puntos Ly y ¢ (los centros de los elementos e, y e. Á Jos círculos 
de los elementos e; les corresponden unos recintos simplemente 
conexos g; (j = 0, 1, ..., n), de los cuales cada uno que sigue 
tiene una parle común (conexa) con la anterior; además, el par de 
recintos g; y £y+1 cubren el arco o; C y que une la imagen del cen- 
tro del elemento es con la imagen del centro del elemento £;4.4. Los 
elomentos mismos ej se transforman en ramas q (3) de la suma de 


a 


la serie Ya, (z— zo)”, que son unilormes y analíticas en los recin- 
i 


Los gy; aquí «po (z) coincide con ey en un entorno del punto Go, q (z) 
coincide con e en un entorno del punto ¢ y, además, q, (2) y @j+1 (2) 
coinciden en la parte común a los recintos g; y g;+1. Soñalemos en y 
sendos puntos ¢; en las partes comunes de los recintos g; y Lies 
(G=0, ..., n), y sea e; aquel elemento, entre los que tienen el 
contro E, y están subordinados al elemento ey, cuyos valores coin- 
ciden con los valores qy (z) y @;+: (z) en un entorno del punto Ey. 
No queda más que dividir cada arco o, con los extremos Ey y yp 
cn partes tan pequeñas que e, y €, se puedan unir medianle una 
cadena de elementos subordinados a py (2) y qy+1 (2) y, por consi- 
guiente, a ey, con los centros en los puntos de división (la existencia 
de semejantes cadenas se demuestra exactamente igual que el lema 
del ap. 5.1). Evidentemente, las cadenas halladas para diferentes 
valores de j se unen en una cadena, compuesta solamente de clemen- 
tos regulares, que une e, con e. Así, la propiedad pedida queda de- 
mostrada. 

En particular, si e, y e tienen un mismo centro, entonces To y T 
están situados en una circunferencia con el centro en el origen de 
coordenadas y se puede tomar por y” un arco de esta circunferencia. 
Entonces la curva y en el recinto de convergencia del elemento ey 
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será una circunferencia con el centro Zo, recorrida múltiplemente al 
prolongar el elemento e, en el elemento e. 

Aplicando esta observación, demostremos que si dos elementos 
€ y e” con un centro común zo tienen un elemento subordinado común e, 
entonces e, y e” coinciden. Este aserto se deduce inmediatamente del 
teorema de unicidad si ey y e” son elementos no ramificados. Si, 
por ejemplo, e, es un elemento ramificado y su orden es v — 1, cn- 
tonces, además de e, existen también v — 4 elementos, distintos 
entre sí y distintos de e, que tienen el mismo centro y están subor- 
dinados al elemento eo. Cada uno de éstos se puede obtener mediante 
una prolongación analítica dol clemento e a lo largo de una circun- 
ferencia (recorrida múltiplemente) con el centro zo. Todas estas 
prolongaciones se realizan con elementos subordinados al elemento 
ep. Como en este caso no se sale fuera de los límites del recinto de 
convergencia del elemento e”, estos últimos también están subor- 
dinados a e”, lo cual se comprueba examinando uno tras otro los 
elementos de la cadena, comenzando desde e. De aquí que todos 
los v elementos que están subordinados al elemento e, y que tienen 
un centro común con e, también están subordinados a e'. Por con- 
siguiente, el orden de ramificación del elemento e” no es menor al 
orden de ramificación del elemonto ey; pero en este razonamiento eg 
y e” pueden cambiarse de sitio, por lo cual el orden de ramificación 
del elemento e” también es igual a v — 1. Aplicando Ja transforma- 
ción £ = (z — Zo)” hacemos corresponder a ey y e' dos elementos 
no ramificados con el centro común £ = 0, que tengan un clemento 
común subordinado e”. Por consiguiente, los elementos homólogos 
coinciden y, por lo tanto, coinciden también los elementos dados 
eye. 

Sean ahora ey y e” dos elementos arbitrarios de la imagon anali- 
tica A. En virtud de la definición del concepto de imagen analítica, 
existo una cadena de elementos eo, Cs, . . ., en = e”, pertenecientes 
a A y que unen ey con e”. Demostremos que si entre los elementos 
Ct. .«.» En -s hay irregulares, entonces la cadena dada sc puede 
sustituir por otra cuyos elementos intermedios son todos regulares. 
En efecto, sea ez un elemento irregular de la cadena (1 < k < n — 1) 
y sean ey y e' unos elementos subordinados a él que, por lo tanto, 
son regulares y que sean comunes a €x 1 Y erti, respectivamente. 
Acabamos de ver que e, y e” pueden unirse mediante una cadena de 
elementos regulares. Excluyendo el elemento e, de la cadena inicial 
y poniendo en su lugar los elementos €, y e” junto con la cadena de 
elementos regulares que los une, resulta una nueva cadena que une 
ej con e' y que contiene un elemento irregular menos que la cadena 
inicial. Repitiendo este razonamiento, se obtiene el resultado 
pedido. 


ES 
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Demostremos que el conjunto de todos los elementos distintos 
entre sí de la imagen analítica A que tienen un mismo centro zo, no 
es más que numerable. Supongamos, para precisar, que Zọ:= 0 (sí 
Zy = œ, entonces, mediante la sustitución de la variable ¿=1, 
obtendremos el caso considerado; si 2,3 oo y zo Æ 0, hacemos la 
sustitución: ¿ = Z —2p). Sea ey un elemento fijado con el centro 0 
y sea e E A un elemento arbitrario con el mismo centro. Según lo 
demostrado, existe una cadena de elementos regulares de 4 que une 
ey con e (solamente pueden ser irregulares en esta cadena los ele- 
mentos extremos ey y e). Sea ésta la cadena ep, es. lp = 0 
Si los centros Z; y Zn- de los elementos e, y e, ., no satisfacen a la 
condición de que Tı, Yi Zn-is Yn-1 Sean números racionales, en- 
toncos incluimos entre ey y e; 0 entre ep- y e, sendos elementos 
que estén subordinados al elemento e, o a e,.,, de tal modo que 
los centros de estos elementos satisfagan a la condición correspon- 
diente. Supongamos que ya se ha efectuado esta operación y que 
€, Y £n-1 denotan elementos cuyos centros tienen coordenadas racio- 
nales. Uniendo los centros de los elementos es, ..., en- de la 
cadena por segmentos rectilíneos, resulta una poligonal tal, que 
al prolongar el elemento e, a lo largo de ella se obtiene ol elemen- 
10 enie 

Aplicando cl teorema 2 del ap. 5.1 se puede sustituir esta poli- 
gonal por otra con el mismo origen y extromo, cuyas coordenadas 
de todos sus vértices scan racionales, de modo que el resultado de 
la prolongación del elemento e, a lo largo de ella sea de nuevo en-1. 
Como todas las poligonales posibles con coordenadas racionales de 
sus vértices forman un conjunto numerable, y el conjunto de los 
elementos es, con coordenadas racionales del contro y que están 
subordinados al elemento ey, también cs numerable (la cantidad 
de elementos que tienen un mismo centro y están subordinados al 
elemento ep, es finita), los resultados de las prolongaciones des 
eritas forman solamente un conjunto numerable. 

Cada clemento e,-,, obtenido como resultado de semejante 
prolongación, determina un elemento único e con el centro z = 0, 
al cual está subordinado £-, (si, en goneral, existe tal elemento e), 
Por ello, puede haber lo más un conjunto numerable de elementos 
distintos e con el centro z = 0, como se quería demostrar. 

Ahora no es difícil demostrar que cada imagen analítica contiene 
no más que un conjunto numerable de elementos irregulares (incluyendo 
los ramificados). 

En efecto, consideremos el conjunto Æ de todos los clementos 
regulares de la imagen A con los centros de coordenadas racionales. 
Como sólo puede haber un conjunto numerable de tales centros 
y para cada uno de éstos el conjunto de los elementos correspon- 


$ 5. LA IMAGEN ANALITICA COMO SUPERFICIE DE RIEMANN 53% 


dientes no es más que numerable, resulta que el conjunto Æ es nume- 
rable. Pongamos en correspondencia a cada elemento irregular e, €A, 
con el centro Zo y el radio X, un elemento subordinado cualquiera 
del mismo, e, cuyo centro £ tenga coordenadas racionales, y exi 
jamos que la distancia | zo — E | sea menor que 1/2R. Como e € E, 
resulta una aplicación del conjunto de todos los elementos irregu- 
laros en el conjunto numerable E. Demostremos que esta aplicación 
es biyectiva. En efecto, supongamos que a dos elementos irregulares 
distintos ey y e” les corresponde un mismo elemento e. Siendo regu- 
lar, el elemento e se representa por una serie, dispuesta según las 


potencias enteras no negativas de z — E: Dan (z — Ņ)" y esta serie 


es convergente en el círculo |z — ġ |< |& — zo l, y también en 
el círculo |z — ¿|< 1% —2' | (donde z’ es el centro del elemen- 
to e”), puesto que debido a la elección del punto ¢, cada uno de estos 
círculos pertenece al recinto de convergencia del elemento eg o e” 
y no contiene dentro de sí a los puntos zy o z”, en los cualos Jos ele- 
mentos e y e” o bien tienen un polo, o bien un punto de ramifica- 
ción. De aquí se deduce ahora que zo y 2” no pueden estar situados 


en el interior del círculo de convergencia de la serie Zian (a 0"; 


por esto ambos círculos | z — ¿|< 1—7 lylz— t< |$ -— zol 
coinciden, es decir, | — z' | = | E — Zo |, y representan el cír- 
culo de convergencia del elemento e; los puntos zp y z’, situados en 
la frontera de este círculo, son para e puntos singulares. Pero todos 
los puntos de la circunferencia |z — ¢ | = | Č — Zo |, distintos 
de zo, están situados en el interior del círculo de convergencia del 
elemento ep, son distintos de su centro y, por consiguiente, no pueden 
ser singulares para e. De aquí se deduce que z’ = Zo, 0 Sea, Co y e” 
tienen un contro común y, por consiguiente, e, coincide con e”, 
pues e es su clemento subordinado común. Así, pues, el conjunto 
de todos los elementos irregulares de la imagen analítica que poseen 
centros finitos, puede aplicarse biyectivamente al conjunto numorable 
E y, por consiguiente, el mismo o esfinito, o es numerable. No queda 
más que agregarle también los elementos irregulares con el centro 
en el punto del infinito. Como este conjunto no es más que numerable, 
do aquí se deduce finalmente que la afirmación enunciada es cierta. 

De todo lo demostrado en este apartado se deduce que la imagen 
analítica A, considerada como un espacio topológico, posee una 
base numerable. En efecto, para obtener tal base agregamos al 
conjunto E de todos los elementos regulares cuyas coordenadas ambas 
son racionales, el conjunto de todos los elementos regulares, con 
el centro z = œ y, por fin, el conjunto de todos los elementos irre- 
gulares. El conjunto de todos los elementos enumerados es numerable. 
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Para cada uno de éstos consideramos el conjunto de todos sus entornos 
con radios racionales. El conjunto B de todos los entornos obtenidos 
de este modo es numerable. 

Demostremos que éste es una base para A. En efecto, sea Ca 
un pọ-entorno de un elemento arbitrario e, € A. Si e, es un clemonto 
irregular, entonces su p-entorno, para el cual O< p < pa y p es 
racional, portenece al conjunto B y está contenido en Uo. Si eo 


es un elemento regular, entonces en su 2 -entorno se puedo elegir 


un elemento e” (también regular) cuyas coordenadas del centro 
sean racionales. Debido a la elección del elemento e”, su radio será 


mayor que Le. Sea p un número racional tal, que | zọ— 3 | <p < 


<< A} (a es el centro del elemento e”). Entonces el círculo |z — z’ | < 


<p contiene a zy y está contenido en el círculo |z — zo | < po: 
Por consiguiente, el p-entorno del elemento e” perteneco a B, está 
contenido en Uo y contiene al elemento ey. Queda demostrado que 8 
es una base numerable del espacio A. 

Demostremos, finalmente, que la imagen analítica A representa 
un espacio conexo, Supongamos que esto no es así, Entoncos A se 
puede dividir en dos conjuntos no vacíos Ay y A” disjuntos, nin- 
guno de los cuales contiene elementos de acumulación del otro. 
Supongamos que ey € A ye” E A”. En virtud de las propiedades de 
los conjuntos A y A”, tiene que existir un entorno del elemento en 
que pertenece a Ay y un entorno del elemento e” que portenece a A’. 
Tomemos en estos sendos elementos regulares. Tendremos los ele- 
mentos regulares ey € Ay y e € A”. Sogún Jo demostrado en este 
apartado tione que existir una cadena £p, €1, ..., €, =8' que 
uno €, con e”, en la cual los elementos e1, ..., 2n-1 y. por con- 
siguiente, todos los elementos de la cadena, son regulares. Como 
el primero y último elementos de la cadena pertenecen a distintos 
conjuntos Ao y A”, tiene que habor en ella dos elementos vecinos 
€, Y £+; tales que uno de ellos —sea e;— pertenece a A, y el otro 
a A”. Represontemos por g el recinto formado por los círculos de 
estos elementos (éste, verdaderamente. os un recinto. o sca un con- 
junto abierto y conexo, puesto que los círeulos de los elementos 
€, Y 641 tienen una parte común). A cada punto £ € g lo correspon- 
de un elemento e, y sólo wno, que tiene el centro en esto punto y 

subordinado a e; o a 8,41 (en la parte común de los círculos 
está subordinado a e; y a €,,, simultáneamente). Por esto, todos 
los puntos del recinto g se dividen en dos clases: a, y a”, según que sean 
centros de los elementos e de A, o de A’. Como los conjuntos ay ya! 
no son vacíos y son disjuntos y el conjunto g es conexo, al menos uno 
de ellos, por ejemplo, ap, tiene que contener puntos de acumulación 
del otro. Supongamos, por ejemplo, que el punto æo € a, es un punto 
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de acumulación para a’. Entonces su elemento correspondiente 
del conjunto Ao tiene que ser de acumulación para los elementos 
del conjunto A’, y resulta una contradicción con la hipótesis hecha. 
Por consiguiente, la imagen analítica, considerada como un espacio 
topológico, es conoxa. 

Hagamos un resumen de lo establecido on el presente apartado 
y en el anterior, La imagen analítica es un To-espacio, si so intro- 
duce en ella de un modo adecuado el concepto de entornos de sus 
elementos. Este espacio es localmente homeomorfo al circulo (del 
plano finito), posee una base numerable y es conexo. Por lo tanto, 
cada imagen analítica se puede considerar como una superficie, 

5.8. Demostremos que es natural considerar a cada imagen ana- 
lítica como una superficie de Riemann en el sentido propio de la 
palabra. Sea A una imagen analítica. Pongamos en correspondencia 
a cada clemento ep € A su centro zp. Resulta una transformación 
unívoca zo = q (ey) de la imagen analítica dada en Ja esfera. Esta 
transformación es continua en cada elemento ep, pues, para cual- 
quiere > 0 suficientemente pequeño, el e-entorno del elemento rg 
se transforma en un e-entorno del punto zp. Demostremos que la 
transformación z = q (e) es interior y que, por consiguiento, con- 
vierte a A en una superficie de Riomann en el sentido propio de la 
palabra. 

Respecto de cada elemento e € A o de cada conjunto ECA. 
diremos que éstos están situados sobro sus imá- 
gones z= pọ (e) o G = p (E). Cuando la transformación z = q (e) 
sea homeomorfa sobre E, diremos que E está situado «u niv a- 
lentemoente» sobre G = q (e) (o que forma una hoja). 

Ordenemos de algún modo todos los puntos de la esfora, sobre 
los que están situados elementos ramificados de la imagen analítica 
Alp O, a.s Ons +» + (puede haber un conjunto finito o nume- 
rable de tales puntos) y consideremos una sucesión {ta} de trian- 
gulaciones de la esfera que satisfaga a las condiciones siguient 

a) la triangulación T,+, se obtiene de t, mediante una subdi- 
visión de los triángulos do la triangulación tp, donde todos los 
vértices de los triángulos de , son también vértices de Jos trián- 
gulos de 7, +, y cada uno de los últimos triángulos está contenido 
en cierto triángulo de t, (los triángulos se entienden como conjuntos 


cerrados); 
Db) el punto a, se encuentra entre los vértices de los triángulos 
de la triangulación 1, (n = 1, 2, .-.-) 


c) el diámetro máximo de los triángulos de la+triangulación Tp 
tiende a cero cuando n crece indefinidamente. 

Tomemos en A todos los conjuntos de elementos que están si- 
tuados «univalentemente» sobre los triángulos de la triangulación 
tı, y conservemos solamente aquellos que, o no contienen en general 
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elementos ramificados, o bien contienen solamente un elemento 
ramificado que está situado sobre el punto a, Evidentemente, 
todos estos conjuntos son triángulos en la superficie 4, y el elemento 
ramificado sólo puede estar situado en un vértice de un triángulo. 
Representemos por 7, el conjunto de todos estos triángulos. En 
general, si ya se han elegido en 4 ciertos conjuntos de triángulos 
"n To, -. 2, Ta, definamos un nuevo conjunto 7, +;, incluyendo 
en éste todos los triángulos que están «univalentemente» situados 
sobre los triángulos de t, y que no están contenidos en los triángu- 
los de Jos conjuntos 74, Ta, ..., 7, donde cada uno de ellos con- 
tiene no más de un elemento ramificado; además, estos últimos tienen 
que estar situados sobre los puntos &i dz, : .., An. Esta defi- 
nición recurrente suministra una sucesión (7,) de conjuntos de 
triángulos en A. Designemos con 7 el conjunto de todos estos tri- 
ángulos, y demostremos quo cualquier elemento e, € A pertenece 
al menos a uno de los triángulos del conjunto 7. Supongamos pri- 
mero que ey es un elemento no ramificado con el centro zp; entonces 
2 = (p (e) realiza una transformación biunívoca y bicontinua de 
cualquier p-entorno do e, en el círculo |z — Zo | < p. Si n es tan 
grando que los diámetros de los triángulos de 7, son todos menores 
que p, entonces todos los triángulos ô € r, que contienen al punto 3, 
estarán contenidos en el círculo |z — zo | < p. Por ello, sus prei- 
mágenes A en el p-entorno del elemento e, se transforman en $ me- 
diante z = ọ (e) de tal modo que esta transformación es un homeo- 
morfismo y, por consiguiente, Á son triángulos que están situados 
«univalentemente» sobre $. Como A consta solamente de elementos 
regulares, éstos tienen que pertenecer al conjunto Tp, claro, si no 
están contenidos en alguno de los conjuntos Ti, .... Tons; en 
este caso todos los triángulos A contienen al elemento dado es. 
Supongamos que e, es un elemento ramificado de orden v, situado 
sobre el punto @m. De Jas condiciones b) y a) se deduce que para 
todos los n >m el punto œm es un vértice de los triángulos del 
sistema T,. Fijando un p-entorno del elemento e, elijamos ahora n 
tan grande que todos los triángulos de +, con el vértice œm estén 
contenidos en el círculo |z — Zo | < p, y sea 6 cualquiera de estos 
triángulos. La suma v-forme de la serie que representa al elemento 2p 
se descompone en el recinto ô en v ramas analíticas uniformes. Los 
elementos de cada una de éstas f; (2) G = 1, . v) están situados 
uno a uno sobre los puntos del triángulo ô y el conjunto de los mismos 
A) se transforma biunívoca y bicontinuamente en ô. Por esta razón, 
sobre ô están situados «univalentemente» v triángulos distintos Ay 
que están contenidos en el p-entorno considerado de eg. Cada uno 
-de ellos contiene un solo elemento ramificado, precisamente ep. 
el cual representa el vértice común de estos triángulos (éstos no 
tienen otros elementos comunes). 


$ 5. LA IMAGEN ANALITICA COMO SUPERFICIE DE RIEMANN 537 


De todo lo expuesto se deduce que los triángulos AG = 1, 2, ... 
+ + ., V) pertenecen al conjunto Tp, si es que no pertenecen a alguno 
de los conjuntos Ty, ..., n-i- 

En resumen, para cualquier clemento ey € A existen triángulos 
del sistema 7' que contienen a ey. Hemos obtenido un sistema de 
triángulos que cubren toda la superficie A; además, en cada tri- 
ángulo de este sistema la transformación z = q (e) es homeomorfa. 
También es homeomorfa en un entorno de cada punto frontera de 
los triángulos obtenidos que sea distinto de los vértices, puesto 
que todos estos puntos son regulares (véase el ap. 5.4). 

Ahora bicn, formalmente, todo lo demostrado no es bastante 
para asegurar que z = q (e) cs una transformación interior, puesto 
que, generalmente, el sistema 7 no realiza una triangulación de la 
superficie A. Comprobemos que se puede obtener de 7' una trian- 
gulación de la imagen analítica A haciendo una subdivisión de Jos 
triángulos de oste sistema. Obsérvese primero que dos triángulos 
distintos de 7 no tienen puntos interiores comunes. Supongamos 
lo contrario: sean A” € Tm y A” € T, dos triángulos situados sobre 
S'E tm y 6” E Tn, respectivamente, que tienen un punto (un elo- 
mento) interior común e situado sobre un punto £. Jintonces Jos. 
triángulos ô’ y ô” tienen el punto interior común ¿. Por ello, éstos 
tionen que pertenecer a distintas triangulaciones (m n) y uno: 
de ellos tiene que cstar contenido en el otro, por ejemplo, $" = 6”, 
lo cual es posible sólo si n > m. Los elementos de A” y A” determi- 
nan dos funciones uniformes y analíticas f; (2) y fa (2) en los recintos 
simplemente conexos ô’ y ô”. Como estas funciones coinciden en un 
entorno del punto Z, éstas tienen que coincidir también en todo 
el triángulo ô”, de donde se deduce que todos los elementos que: 
forman A” están contenidos en A” y, por lo tanto, A” c A'. Pero 
esto contradice a la definición del conjunto de triángulos 7a, pues, 
si n>m ninguno de los triángulos 7, puede estar contenido en 
los triángulos de Tm. 

VDemostremos que cada elemento posce un entorno que se cubre 
por una cantidad finita de triángulos de 7. En efocto, al demostrar 
la existencia de los triángulos de 7, a los cuales pertenece eg, se 
observó que para un número suficientemente grande n existe un 
entorno del elemento e, que se cubre por una cantidad finila de 
triángulos de T: As, As, ..., An. Estos últimos agotan todos los 
triángulos del sistema 7 que cubren este entorno. En efecto, cual- 
quiera de estos triángulos tiene que tener un punto interior común 
con uno de los triángulos Ay, Az, ..., Ân y, por consiguiente, 
coincide con él. Una vez establecido esto, consideremos cualquier 
triángulo A <= 7 y situado sobre un triángulo ô de la esfera; en 
virtud de lo expuesto, la frontera del triángulo A puede contener 
solamente una cantidad finita de vértices de los triángulos del 
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sistema 7. Supongamos que éstos están situados sobre los puntos 
frontera Şi, » - .. En del triángulo $. Fijemos en el interior de ô 
un punto arbitrario £ y unámoslo mediante arcos de Jordan con 
todos Jos puntos Es, Es, ..-. En. Exigiremos que estos arcos no 
tengan otros puntos comunes más que £, y que cada uno de ellos 
no tenga otros puntos comunes con la frontera del triángulo $ más 
«ue su extremo $; (j =1, ..., n). Estos arcos dividen a ô en n 
triángulos con el vértico común £. Respectivamente, cl triángulo A 
se divide on n lriángulos A,, . . ., An, situados sobre los triángulos 
Sis. .1 Ôn. Si se efectúa semejante construcción sobre todos los 
triángulos que forman 7 (los cuales, según lo expuesto en el apartado 
anterior y la construcción misma, no hay más que un conjunto nume- 
rable), entonces, debido a todo lo establecido en el presente aparta- 
do, resulta una triangulación de la superficie A. Como en cada tri- 
ángulo de la triangulación, la transformación z = ọ (e) es homco- 
morfa, siendo homeomorfa también en un entorno de cada punto 
frontera de los triángulos, que sea distinto de los vértices (todos 
los puutos de ramificación están contenidos en el conjunto de los 
vértices), resulta que z = q (e) es una transformación interior. 
Así, pues, la transformación z = q (e), que pone en correspon- 
«dencia a cada elomento de la imagen analítica A el centro de este 
elemento, convierto a A en una superficie de Riemann en el sentido 
propio de la palabra. De lo expuesto se deduce quo sus puntos de 
ramificación son todos los elementos ramificados de 4, y únicamente 
ellos, coincidiendo el orden de un punto de ramificación con el 
orden de ramificación del elemento correspondiente. La transfor- 
mación interior z = q (e), que está estrechamente ligada con la 
definición misma de la superficie A, es analítica en A (a excepción 
de puntos aislados, que son polos de la transformación z = p (e)), 
debido a la teoría general do las funciones. Se obtiene otra función 


analítica, tan estrechamente ligada con la definición de imagen 

analítica como la anterior, al poner en correspondencia a cada cle- 
e n 

mento ey que se expresa por la serie Da (z— zo)” (o por la serie 
nm 


PS " 
Y a,z” *), el valor de este elemento en su centro, es decir, el número 
PON 


asi m >0, y oo sim < 0. Designando este valor con w: w =Y (6), 
oblenomos de nuevo una función uniforme y analítica en 4, a ex- 
cepción de polos. Su analiticidad es debida a que, en un entorno 
«de cada elemento de A, 1 (e) es desarrollable en serie de potencias 
enteras del parámetro local correspondiente. Si e, es un elemento 
mo ramificado de centro finito, el parámetro local £ es igual a z — Zo 
y para y (e) obtenemos la siguiente expresión en un entorno del 
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punto ep: 


p= (= Y an (a) Y ant”. 
aam n&m 
En efecto, los valores de los elementos de un entorno del ele- 
mento ea, es decir, de los elementos subordinados a ep, tienen que 
coincidir en los centros de estos elementos con los valores que toma 
en estos mismos puntos la suma de la serje que expresa a ey. Análo- 
gamente, en un entorno de un elemento no ramificado e, con el centro 


en el punto del infinito, ¿=L y para y (e) obtenemos: 


w 
PA= = D an”. 
n&m 
En el caso de un elemento ramificado, se tiene: 
£ $ 


tæ) (o joa *) 
y para 1p (e) obtenemos de nuevo: 


yl) =w(0= 2 Ant”, 


Extendiendo el concepto de función meromoría a las funcionos 
que son analíticas, a excopción do polos, en la superficie de Riemann, 
llamaremos a éstas meromorlas en esta superficie. Entonces, se 
puede hacer el siguiente resumen de los resultados obtenidos; toda 
imagen analítica A representa una superficie de Riemann en el sen- 
tido propio de la. palabra. Haciendo corresponder a los elementos e € A 
sus centros z o los valores w de los elementos en estos centros, obtenemos 
dos funciones meromorfas en A: z = ọ (e) y w = Ņ (e). 

Aclaremos lo expuesto con un ejemplo. Sea w = f (z) sé const 
una función meromorfa en el plano finito. En el ap. 3.4 se vio que 
tal función realiza una transformación interior del plano finito y, 
por consiguiente, determina una superficie de Riemann en el sen- 
tido propio do la palabra. Comprobemos que esta superficie coin- 
cide con aquella que resulta al considerar el conjunto de todos los 
elementos de la función z = f- (w) como una imagen analítica A 
y al convertir después esta imagen en una superficie de Riemann 
del modo expuesto=en el presente apartado. En efecto, en un caso 
la superficie de Ricmann se obtiene del plano finito (los elementos 
son puntos) mediante la transformación interior wa = f (Ze), en ol 
segundo caso, dicha superficie se obtiene de la imagen analítica A 
(los elementos son series de potencias generalizadas, dispuestas 
según las potencias de w — wa) medianto la transformación interior 
que hace corresponder a cada elemento e, su centro wọ. Comprobemos 
que Jas dos superficies son idénticas hallando una transformación 
homeomorfa de la segunda sobre la primera, de modo que una de las 
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translormaciones interiores se convierta en la otra. La transforma- 
ción homeomorfa pedida za = F (ey) se obtiene haciendo corresponder 


n 
al elemento eg que se expresa por la serie Y) a, (1109) (o por la 
A 


a n 
serie J) anw 7), el valor de la suma de la serie en el punto 14, es 
n&m 


decir, el valor correspondiente de la función zo = f~! (w). 

La transformación de la imagen analítica A en cl plano finito, 
obtenida de este modo, es uniforme y continua. Pero es también 
biunívoca, puesto que la función w = f (z) es uniforme y, por con- 
siguiente, cualquier punto dado zo s4 50 determina completamente 
el clemento de esta función con el centro zo y, a la vez, también el 
elemento ey de la función inversa. 

Finalmente, Ja transformación inversa ey = FP” (2,) también 
es contínua, puesto que para cualquier p-entorno del elemento 
eo se puede señalar un entorno del punto z, tal, que todos los valores 
correspondientes de w = f (z) caigan on el círculo |w — wg | < p 
(o on el recinto | w | >p si w = 00) y, por consiguiente, los ele- 
mentos e con el centro w caigan en el entorno dado del elemento eg. 

En rosumen, las superficies de infinitas hojas, obtenidas en el 
ap. 3.4 mediante las transformaciones w = e° ọ w = senz del 
plano finito, coinciden con las superficies que representan las imá- 
genos analíticas formadas por todos los elementos de Ln w o de 
Aresen w. Poniendo en correspondencia a cada elemento de la pri- 
mera de estas imágenes el valor z o el valor w, obtenemos la función 
z=Lnw o la función w 7, respectivamente, como funciones 
uniformes y analíticas de los elementos de la imagen. Del mismo 
modo, en la segunda imagen obtenemos las funciones uniformes 
z = Árcsen w 0 w = sen z, 
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6.1. Ya nos encontramos con el concepto de punto singular 
en distíntos lugares del presente curso. En los casos más simples 
éste era un punto singular aislado de carácter uniforme o un punto 
de ramificación. En cada uno de ellos la función dejaba de ser ana- 
lítica por causas muy sencillas: porque se perdía la continuidad 
(polo, punto singular esencial), o porque en cualquier entorno dol 
punto la función no era uniforme (punto de ramificación). El con- 
cepto de punto singular de un elemento (circular) de una función 
analítica era de un carácter más general. Este punto, situado en la 
frontera del círculo de convergencia del elemento, se definía como 
un punto tal que en un entorno del mismo no se puede señalar una 
función uniforme y analítica que coincida con los valores del ele- 
mento dado en la parte común del círculo de convergencia y del 
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entorno considerado. Particularmente, éste podría ser un polo, un 
punto singular esencial o un punto de ramificación, 

Ahora, basándose en la teoría de la prolongación analítica, 
ha llegado la hora de desarrollar el concepto general de punto singu- 
lar de una función analítica que abarque como casos particulares 
los tipos especiales anteriores. 

Sea ey un elemento circular regular con el centro zg y sea L una 
curva continua: z = À (t) la < t < $), con el origen en el punto zp. 
Si es posible la prolongación analítica del elemento e, a lo largo de 
toda la curva L, se dice que todos los puntos de la curva Æ son re- 
gulares (respecto de la prolongación considerada). En caso contrario, 
existe un número t, 4 < T < B, tal, que es posible la prolongación 
a lo largo de cualquier arco Lja, para £< q y es imposible a lo 
largo del arco £qu, +. En este caso el punto de la curva Æ que se 
determina por el valor del parámetro £ = q, se llama punto singular 
respecto de la prolongación considerada (todos los puntos que le 
preceden son regular: Expresándose descriptivamente: un punto 
singular de una función analítica es un obstáculo en el camino de 
la prolongación analítica. 

El Jector puede convencerse fácilmente de que si una función 
j (2) es uniforme y analítica en un recinto G, a excepción de polos 
o puntos singulares esenciales, entonces estos últimos son singulares 
en el sentido que acabamos de explicar para la prolongación de un 
elemento regular de esta función a lo largo de cualquier curva que 
pase por ellos. Exactamente igual, si Ly es un punto singular de un 
elemento circular ep, entonces también es un punto singular, en el 
sentido que acabamos de explicar, para la prolongación del ole- 
mento ey a lo largo de cualquier curva que una el centro z, con cl 
punto ĉo y pertenezca al círculo de convergencia con todos sus pun- 
tos. a excepción del extremo $n. 

Examinemos desde el nuevo punto de vista el concepto de punto 
de ramificación que conocemos hasta ahora sólo en forma de ejem- 


plos particulares (Y, En z, etc). Sea e, un elemento regular con 
el centro Zo, que pueda prolongarse analílicamente a lo largo de 
cualquier curva continua perteneciente a un recinto G de la forma 
0<|1—tI<p. 

Para estudiar la función f (z), a priori multiforme, y definida 
en el recinto G mediante todas las prolongaciones posibles del ele- 
mento e, a lo largo de las curvas pertenecientes a este recinto, haga- 
mos la transformación auxiliar £ = Ln (z — £). Como resultado, 
el recinto G se transformará en el semiplano D: Re t< In p, es decir, 
en un recinto simplemente conexo. Al elemento ey le corresponderá 
un elemento regular e, con el centro ta. Este puede obtenerse fijando 
una rama uniforme y analítica de la función t = Ln (z — £) en 
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un entorno del punto 2, y examinando después la función f (Z + el) 
en un entorno del punto ty (los valores de la rama en el punto 27). 
Como e, se puede prolongar analíticamente a lo largo de todas las 
curvas pertenecientes a G, resulta que e, también se puede prolongar 
analílicamente a lo largo de todas las curvas pertenecientes a D. 
En virtud del teorema de monodromia, resulta una función f* (0) 
unilorme y analítica cn el semiplano. Esta función es el resultado 
de la transformación de f (z) mediante £ = Ln (z — £), es decir, 
0 = f (t + ef). 

Respecto de f* (1) son posibles las siguientes hipótesis: 

1) esta función posee un período múltiplo de 2ni; 

2) no posee un período de esta forma. 

lExaminemos primero el caso 1). Sea w= 2kni ($ es un número 
natural) un período de la función /* (t), y supongamos que ningún 
número de la forma 2nxi, donde z es un número natural menor 
que k, es período de f* (£). Entonces f* (t + 2kni) = f* (t) para 
cualquier ¿€ D y, cualquiera que sea el número natural n < k, no 
puede cumplirse la igualdad 


F (+ 2nx) =1* (1) 


para todos los t, y tampoco para un conjunto infinito de valores 
de £ con un punto de acumulación en el semiplano Re £< ln p 
(en caso contrario, en virtud del teorema interior de unicidad, se 
cumpliría la igualdad para todos los t, y 2nxi sería un período de 
la función /* (t)). El cambio de tọ por tọ + 2leni bajo el signo de la 
función f* (£) puede ser obtenido mediante su prolongación analí- 
tica a lo largo de cualquier curva continua que una fp con ta + 2kni. 
A este cambio le corresponde la prolongación analítica del elemento 
ea a lo largo de una curva cerrada que comienza y termina en el 
punto zo. Recorriendo esta curva se efoctía un recorrido k-ple alre- 
dedor del punto ¿ en sentido positivo, puesto que Im [Ln (z — £)l = 
= Jm t aumenta en este caso en 2km. Como se ha supuesto que la 
función /* (£) es periódica, los valores del elemento que se obtiene 
como resultado de la prolongación del elemento ey a lo largo de la 
a indicada, tienen que coincidir en im entorno del punto zo 
con los valores correspondientes del elemento ex. Por ello, los mismos 
elementos tienen que coincidir. Evidentemente, la misma conclu- 
sión es cierta también respecto de cualquier elemento e; con el 
centro z que se obtiene de e, mediante la prolongación a lo largo 
de una curva A perteneciente al recinto G: prolongando e, a lo largo 
de una curva cerrada L; con el origen y el extremo en el punto z,, 
la cual efectúa k vueltas alrededor del punto ¢, volvemos a obtener 
el elemento inicial es. Además, no existe un elemento e” que pueda 
convertirse en sí mismo al efectuar la prolongación a lo largo de 
una curva cerrada Z’ perteneciente a G y que de menos do k vueltas 
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(pero no menos de una vuelta) alrededor de Z. Obsérvese que a la 
prolongación de un elemento e” a lo largo de una curva cerrada que 
pertenezca al recinto G y no de ninguna vuelta alrededor de £, le 
corresponde en ol plano £ una prolongación a lo largo de una curva 
cerrada perteneciente a D y, por consiguiente, el resultado de la 
prolongación del elemento e a lo largo de tal curva siempre coincide 
con el. 

Si k = 1, o sea, si f* (t) es de período 2xi, entonces la prolonga- 
ción de cualquiera de los elementos de la función f (z) a lo largo 
de cualquier curva cerrada perteneciente a G, da un resultado que 
coincido con el elemento inicial. En otras palabras, la función 
fÍ (2) es en este caso uniforme y analítica en todo el recinto G. E1 
punto Ẹ es para ésta un punto regular o un punto singular aislado 
de carácter uniforme, según que sea posible la prolongación del 
elemento e, a Jo largo de alguna curva continua que pase por el 
punto E, o que no sea posible la prolongación del elemento e, a Jo 
largo de una de tales curvas. Por consiguiente, si k = 1 la función 
Í (2) se expresa en el recinto G por una serie de Lauren! (en particular, 
por una serie de Taylor dispuesta según las potencias de z — t). 

Sea k > 1, de modo que 2xi no es un período do la función f* (t). 
Entonces la función f (z) es multiforme, es precisamente k-formo, 
En efecto, para cualquier ¿€ D las sucesiones de los coeficientes de 
Taylor de los desarrollos de la función f* (t) en los entornos de los 
puntos t, t + 2ni, ..., t+(k—1) 2ni no pueden coincidir por 
completo, es decir, tienen que diferenciarse entre sí por lo menos en 
un coeficiente. De aquí se deduce que para cada punto z € G existen 
k elementos distintos de la función f (z) con el centro z. Como 2kné 
os un período de Ja función f* (t), existen no más de k elementos 
distintos de la función f (z) que tienen un centro dado. En resumen, 
f (2) es una función k-forme que es analítica en el recinto G. Si e 
es uno de sus elementos, entonces pueden obtenerse todos los demás 
k — 1 elementos con el mismo centro prolongando e en el recinto G 
a lo largo de curvas continuas cerradas que efectúen alrededor del 
punto [ 1,2, ..., k — 1 vueltas, respectivamente, on un mismo 
sentido. 

En este caso, £ es un punto de ramificación de orden finito k — 1. 

Para obtener la expresión analítica de la función f (z) en un 


entorno del punto Z, realicemos la transformación (z — E) * = 


Entonces el recinto G se transforma en el recinto Gy: 0 < |} |< RF 
y la función f (z) se convierte en la función f; (4). Se obtiene esta 
última prolongando uno de sus elementos a lo largo de todas las 
curvas posibles pertenecientes al recinto G,. En el plano de, la varia- 


ble r=Ln3=-Et a ésta lo corresponde una función uniforme y 
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analítica fi (9 =$ (4 2) de período 2x1; de aquí, según lo anterior, 
se deduce que f; (3) es una función uniforme y analítica en el recin- 
to G,. Para esta última obtenemos un desarrollo de la forma 


h(5)=2 03", 
S 
y. por consiguiente, 


10= Xay". 


Tal es la forma general de las funciones analíticas en un entorno 
de un punto de ramificación de orden finito k — 1. 

Si f (z) posee un límite finito o infinito en el punto £, entonces 
csto mismo se verifica también para f; (3) en ol origen de courdenadas, 
de donde se deduce que entre los coeficientes œ, de subíndice nega- 
tivo solamente una canlidad finita de ellos son distintos de cero. 
El punto de ramificación se llama en este caso punto al ge- 
braico de ramificación. Si f (2) no posee límito en 
el punto £, entonces Jo mismo es cierto también para fı (3) en el 
origen de coordenadas, de donde se deduce que entre los coeficientes 
&n de subíndice negativo hay na conjunto infinito de ellos que son 
distintos de cero. El punto de ramificación pertenece en este caso 
a la categoría do trascendentes. Así, por ejemplo, las 


; hy MU r a: PP 
funciones Y/Z y exp (V73) tionen un punto algebraico de ramificación 
en el origen de coordenadas, mientras que la función exp ( 


1 
D, 
tieno en el mismo un punto trascendente de ramificación; el orden 
del punto cn todos estos ejemplos es el mismo e igual a k— 1. 

Analicemos, finalmente, ol caso en que la función f* (2) no tiene 
un período de la forma 2/x¿ (k es natural). Entonces las sucesiones 
de los coeficientos de los desarrollos de Taylor de la función PI) 
cn los entornos de cualesquiera de los puntos t, £ + 2mi, t — 2x4, 
t + 4ni, t— 4ni, ... no pueden coincidir por completo, es decir, 
tionen que diferenciarse entre sí por lo menos en un coeficiente. 
De aquí sc deduce que para cualquier z € G existe un conjunto infi- 
nito de elementos distintos de la función f (z) con este centro y, por 
consiguiente, f (2) es una función de z de infinitas hojas on cualquier 
entorno del punto £. De un elemento cualquiera de la función f (2) 
con el contro dado se puede pasar a cualquier otro con el mismo 
centro mediante la prolongación analítica a lo largo de una curva 
cerrada que de una cantidad determinada de vueltas alrededor del 
punto £. La prolongación a lo largo de curvas que no den ninguna 
vuelta alrededor de este punto (es decir, que al recorrerlas sea igual 
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a cero la Var Arg (2 — E), no varía el elemento inicial. Por chlo, 
en el caso dado el punto £ también es un punto de ramificación de 
la función f (2) y, además, de orden infinito. Tal género de puntos 
también se consideran como puntos trascendentes de ramificación 
y se denominan logarílmicos. 

La expresión analítica de la función en un entorno de un punto 
logarítmico puede obtenerse. por ejemplo, transformando el somi- 


E 5 ia 
plano D en un círculo mediante t = 7, donde a es un punto 


cualquiera perteneciente a D. Entonces f* (t) se convierte en una 
función F (+) uniforme y analítica en un entorno del origen de 
coordenadas. Por esto. para F {7) se tiene el desarrollo 


ro=3 aw, 
de donde P 
ro=3 A (5) 
y, finalmente, ed ' 


Por cierto, este desarrollo es de poco uso en las aplicaciones. 
En casos particulares, para la función f (z) en un entorno de un punto 
singular logarítmico se pueden obtener unos desarrollos más simples 
y más cómodos. He aquí dos ejemplos. 

Ejemplo 4. La función f (z) adquiero un sumando constante 
A al hacer un recorrido simple (de una vuelta) alrededor del punto £ 


en sentido positivo. Entonces f (2) == Lo (z — £) no varía al 


hacer tal recorrido y, por consiguiente, representa una función 
uniformo y analítica en un recinto de la forma 0 < |z — ¥ | < R. 
Por ello, para f (2) se verifica el desarrollo 


; En (25) + J) an 6—0". 


Ejemplo 2. La función f(z) adquiere un factor constante 
al hu un recorrido simple alrededor del punto £ en sentido 
vo. Entonces 


ne 
Io [- ¿Dn 0] 16) M 


351284 
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no varía al hacer tal recorrido y, por consiguiente, para f(z) se 
verifica el desarrollo 


na o 


A (a. 


Todo lo expuesto aquí respecto de los puntos de ramificación 
se refería al caso de un punto finito č. Sin embargo, las definiciones 
y deducciones se extienden inmediatamente al caso del punto del 


infinito haciendo el cambio de z — E por +. 


6.2. La definición de punto singular, dada en el precedente apar- 
tado, no es todavía completa, puesto que no contiene las condiciones 
según las cuales dos puntos singulares, «lefinidos de modos distintos, 
tionen que considerarse como idénticos. Completémosla con la si- 
guiente condición. 

Sean e,, es dos clementos circulares regulares de una función 
analítica completa y sean Ly: da (t), y Laiz = ho (1) dos curvas 
continuas que partan de sus centros Z, za y que tengan al menos 
un punto común Če, que corresponde a los valores de los parámetros 
ti = 1 y te = ta. Supongamos que este punto es singular para la 
prolongación de e, a lo largo de L, y de es a lo largo de La. Si para 
cualquier entorno del punto E, existe un e > 0 Lal, que el elemento 
obtenido de e, mediante la prolongación a lo largo de Æ; hasta algún 
punto 22 =h (0), y —e¿<t < tr, puede ser prolongado a lo 
largo de cierta curva, perteneciente al entorno dado, obteniendo 
el elemento que resulta de e, mediante su prolongación a lo largo 
de L, hasta algún punto z” = As (1%), ta — 8 < 1 < ta (y recipro- 
camente), entonces el punto singular $a = A (11) =- Że (12) so 
considera como un mismo punto singular do la fun- 
ción analítica completa correspondiente, Si no se cumplen las con- 
diciones indicadas, se dice que hay dos puntos singulares distin- 
tos de la función analítica que tienen un mismo afijo £o. 

Para ilustrar csto, consideremos la función 


3 
O" 


Sea L, = La la circunferencia unidad, recorrida simplemente ew 
sentido positivo, comenzando desde cl punto z = 1. Designemos 
con e, el clemento que representa la rama uniforme de esta funció 
determinada en un entorno del punto z = 1 por Jas condicion 


Vz= VTE [vos (Fare 2) +0s0n(+an8s)]. 


ia) 


Vz Vizi [cos ($args) isen 
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Como resultado de la prolongación analítica a lo largo de L 
(la prolongación analítica siempre es una prolongación continua) 
Vz se convierte en 


=F Tal [eos (Fag2) + ¿sen (+argz)] 


y, por lo tanto, los valores de f (z) tienden al infinito cuando z — 1. 
De aquí se deduce que z = 1 es un punto singular para Japrolongación 
considerada. 

Designemos ahora con ez el elemento que representa aquella 
rama uniforme de la función f (z) en un entorno del punto z =1 
que se define por las condiciones 


Va=YT=T [cos ( Farga) + ¿son (zargs)] 4 
/2[ cos (5 arga 22) isen (+ parga+22)7 ` 
Después de la prolongación a lo largo de Lẹ “3 se convierte en 
—VIz] [cos (zarga) + sen (Fa122)] a 
y V? se convierte en 
— Ta] [eos (5 argz) = ¿sen(arga)] 4 
Por consiguiente, los valores de f(z} tienden al infinito cuando 
z— f. De aquí que z = 1 también es un punto singular para esta 
prolongación. Fácilmente se observa que éste es distinto del punto 
singular indicado anteriormente. En efecto, los valores de f (z), que 
se obtienen después de la prolongación de los elementos elegidos 


a lo largo de L, = Ly, portenecen a dos ramas uniformes distintas 
de f (z) en un entorno del punto z = 4: 


10=[1-Y TT [cos (Farga) +25cn (+ (zags Ny x 


x {i+ |z] [cos ($args) +isen (zarez) Ie 
lata) =(1Y TT Es dd isen (082) ]p"x 
x [1 VIzT [eos ( T zarez) +isen ¿uez)))" . 
Por Jo tanto, no se puede pasar do unos a otros mediante la prolon- 


gación analítica a lo largo de curvas pertenecientes a un entorno 
suficientemente pequeño del punto z = 1 (el radio del entorno no 


35 
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tiene que superar a 1). De aquí se deduce que z = 1 representa dos 
puntos singulares distintos de la función f (2). 

El lector puede comprobar fácilmente que uno de éstos es un 
polo de primer orden y el otro es un polo de segundo orden. 

Soa G un recinto arbitrario simplemente conexo que, para pre- 
cisar, supondremos que está acotado, y sea ey un elemento rogular 
con el centro en cierto punto Za € G. Supongamos que este elemento 
se puede prolongar analiticamente a lo largo de cualesquiera curvas 
pertenocientes al recinto G. Como resultado, se obtiene una función 
uniforme y analítica f (z). Sea lo un punto alcanzable de ta frontera, 
determinado por un semiintervalo de Jordan y c G. Si es posible 
a prolongación del elemento considerado de la función f (z) con 
el centro en el punto inicial del semiintervalo y, a lo largo de todo 
Yo, incluyendo el punto final Zu, entonces para cualquier otro semi- 
intervalo de Jordan y que determine el mismo punto alcanzable Ep, 
también es posible la prolongación del elemento de la función f (2) 
con el centro en el punto i l del semiintervalo y a lo targo de 
todo y. incluyendo el punto final. Además, el resultado de la pro- 
longación en ambos casos es el mismo. 

En efecto, sea 8, el clemento que es el resultado do Ja prolongación 
a lo largo de yo. Si y y yy tienen puntos de intersección en cualquier 
entorno del punto Ey, entonces Lal punto de intersección E existirá 
en el círculo de convergencia del elemento £x. Se puede exigir tam- 


bién que Lodo el arco ÉL, pertenezca a este círculo. Como la función 
Í (2) es uniforme, la prolongación a lo largo de y, y y tiene que pro- 
porcionar un mismo elemento e con el centro ¢. Esto clemento está 
subordinado al elemento e, y, por consiguionte, agregando también 
un elemento e más a la cadena de elementos que realiza la prolonga- 
ción del arco y, contando desde su punto inicial hasta el punto E, 


y observando que el arco EČ queda cubierto por los círculos de los 
«elementos e y ta, resulta una cadena que realiza la prolongación 
a lo largo de Ja curva y (incluyendo su punto final) y que da el mismo 
resultado que la prolongación a lo largo de Yo- 

Supongamos ahora que y y yo no tienen puntos comunes en cierto 
entorno del punto čo. Entonces se puede trazar una tercera curva y” 
que determine el mismo punto alcanzable y tenga punlos comunes 
con y, y y en cualquier entorno de su exltromo común Ey. Para con- 
vencerse de la existencia de tal curva, es suficiente realizar una 
Aransformación conforme del recinto G en el círculo y recordar que 
las curvas que determinan un mismo punto alcanzable corresponden 
semiintervalos de Jordan del círculo unidad que terminan en un 
mo punto de la circunferencia. Aplicando el resultado estable- 
do anteriormente a po y y”, y después a y” y P, nos conveucemos 
de que la proposición que se demuestra es cierta. 
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De lo demostrado se deduce que, si el punto alcanzable g es 
un punto singular respecto de la prolongación del elemento de la 
función f (2) a lo targo de la curva yẹ que determina este punto alcan- 
zable, entonces éste también es un punto singular para la prolonga- 
ción de los elementos de la función f (2) a lo largo de cualquier otra 
curva y que determine el mismo punto aleanzable, Comprobemos 
que este punto singular queda siendo el mismo, independientemente 
de la curva Yo, Y, Y, - - <» (entre las que determinan el punto alcan- 
zable dado) que se use para la prolongación. Esta afirmación cs 
evidente cuando`y y Ya se cortan en cualquier entorno del punto to, 
como esto se deduce inmediatamente de la condición de identidad 
de los puntos singulares, enunciada al comienzo de este apartado. 
Si y y yo no tienen puntos comunes en cierto entorno del punto £a, 
a excepción del extremo, entonces se traza una curva auxiliar y 
que tenga puntos comunes tanlo con y como con y, en cualquier 
entorno del punto Zo, reduciendo el último caso al anterior. 

Las proposiciones demostradas aquí justifican Ja división del 
conjunto de todos los puntos alcanzables de) recinto dado en dos 
clases; puntos regulares y singulares de una función f (2) analítica 
en oste rocinto. Precisando, un punto alcanzable es regular o sin- 
gular según que sea posible o no la prolongación del elemento de la 
función f (z) a lo largo de una curva cualquiera que determine este 
punto alcanzable. 

El lector puede comprobar fácilmento que cuando el recinto es 
un círculo, la nueva definición de puntos regulares y singulares de 
una lunción analítica es equivalente a la definición dada en el ap. 6. 
del capítulo ITI. 

Establezcamos, finalmente, el concepto de elemento frontera 
ngular no alcanzable, Sea e un elemento frontera del recinto G 
que contenga más de un punto; lal elemento necesariamente con- 
Licno puntos no alcanzables, 'Podo intervalo de Jordan y que per- 
tenece al recinto G, a excepción de sus extremos, divide a G en dos 
recintos. Sea gy aquel recinto cuya frontera contiene a e. Supongamos 
que para cierto intervalo y todos los puntos alcanzables de la fron- 
tera del recinto G que figuran en la frontera del recinto gy, son 
singulares para f (z). En estas condiciones, e se llama elemento 
frontera singular no alcanzable de la función f (z). Si unimos me- 
diante un arco de Jordan A algún punto Zo € gy con un punto no 
alcanzable £, perteneciente a e, de tal modo que el primer punto 
de intersección del arco 2 con la frontera del recinto gy pertenezca 
al recinto G, entonces este punto, según la hipótesis, será singular 
respecto de la prolongación de f (z) a lo largo de 4. Por lo tanto, 
el mismo punto E no es un obstáculo inmediato para la prolongación 
analítica. pere a este punto le preceden obstáculos en cualquier 
camino que conduzca al mismo desde el recinto gy. 
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Aclaremos el concepto de elemento frontera singular no alcan- 
zable en un ejemplo. Sea G el recinto del plano z representado on la 


fig. 76. Su frontera consta del arco de la curva y =senL en el 


semiintervalo 0 < z < 1, del segmento del eje imaginario: z = 0, 
— 1 < y < 1, y del arco AB de la circunferencia que une los puntos 
(t, sen 1) y (0, 1). Consideremos también el recinto D del plano w 


(u) 
L 
K 
M Ww 
FIG. 76 


que está representado en la misma figura. Este está limitado por 
una curva de Jordan AL, cuyos arcos ninguno os analítico*), y por 
la poligonal KMNL. Supongamos que w = f (z) transforma con- 
formemente G en D de tal modo que los homólogos a los puntos A, 
B (8 se considera aquí como un punto alcanzable) y C son los pun- 
tos L, M y K, respectivamente. Entonces, la imagen del segmento BC 
(si so le considera como formado por puntos alcanzables solamente) 


será el segmonto MX y la imagen de la curva y = sen t será el 


arco XL. Evidentemente, cada punto de la curva y = sen 4 es 


singular para la función f (z) (punto singular alcanzable). En efecto, 
cualquier arco de esta curva (determinado por la condición 0 < a < 
1) es regular y analítico. Si se supone que algún punto 
la curva considerada es regular para f (z), entonces se puede hallar 
un arco de esta curva en el cual f (2) será analítica, y la derivada 
f' (z) no se anulará. La imagen de tal arco on la transformación 
to = f (2) tiene que ser también un arco regular analítico pertene- 
ciente a la curva KZ. Pero esta última no contiene arcos analíticos, 
de donde se deduce lo que se afirmaba. 

Consideremos ahora un elemento frontera e del recinto G que con- 
tenga todos los puntos del segmento BC. Entre éstos, es alcanzable 
solamente el punto C. Este elemento frontera figura por completo 
en la frontera del recinto g = G que está rayado en la fig. 76. Además, 


*) Tal curva es, por ejemplo, la gráfica de una función y =% (2) que es 
continua en ol segmento a < 2 < b y no es diforenciable on ningún "punto del 
mismo. 
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forman parte de la frontera del recinto g los puntos del arco y == 
= sen e Ya vimos que éstos son puntos singulares para f (2). 


Por consiguiente, según la definición, e es un elemento frontera 
singular no alcanzable para f (z). Es importante señalar que en 
este ejemplo todos los puntos del segmento BC, considerados como 
puntos frontera alcanzables del recinto G, son regulares para f (z). 
Esto es debido a que la función w = f (z) transforma el segmento 
rectilíneo alcanzable BC en el segmento rectilíneo KM (véase a 
continuación en el ap. 7.1). 

El final de este párrafo lo dedicaremos al estudio de las 
funciones algebraicas. Consideremos una ecuación algebraica de 
grado n respecto de w: 


F(z, w) = p (2) +p: (2) wH -+p (2) w” = 0, (6.3:1) 


donde py (z) (} = 0, . . ., n) son polinomios on z, siendo pn (z) 2 0 
y los polinomios po (3). pı (2), - - -» Pn (2) no poseon un divisor 
común de grado mayor que cero, es decir, no poseen ceros comunes. 
Supondremos también que la ecuación (6.3:1) es irreducible, 
o sea, que el polinomio F (z, w) no puede expresarse en la forma 
F (z. w) = F, (z, w) Pa (2, w), donde F, (z, w) y F, (z, w) son poli- 
nomios de grados menores que n respecto de w. Si no se cumple csta 
ón, entonces la ecuación dada puede sustituirse por dos 
ecuaciones de grado inferior respecto de w 


F(z, w)=0 y Falz, w)=0 
considerando cada una de ellas por separado para definir w en fun- 
ción de z. 
Señalemos todos los ceros Zi, .- -, Zm, distintos ontro sí, del 


polinomio p, (2) y del polinomio D (z) que es el discriminante de 
(6.3:1). D (2) se halla excluyendo w entre las dos ecuaciones: 


F(z, w)=0 y Aa o, 


Para cada punto finito z, del plano, distinto de z; (41, ... 
+ +, m), la ecuación (6.3:1) posee n raíces finitas distintas Wi, Wg... 
e. Wa, y la derivada 


OP (z0, w) 
Zago EOS 


En virtud del tcorema de las funciones implícitas (ap. 5.5, cap. TV), 
en un entorno del punto z, existen n funciones uniformes y anali- 
ticas fi (d... fa (2) que satisfacen a las condiciones: 


Ís(2)=w, y Flz.f,()1=0. (6.3:2) 
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En restrica, a cada punto 2, del plano, distinto dez, (¡=1. ... 

+ m), le corresponden z, y sólo z, elementos regulares distintos 
con el cent: ste punto, que satisfacen en un entorno del punto zo 
a la ecua 1), 

Designemos con G el recinto que se obtiene del plano finito al 
excluir los puntos 21. .... Zm, y demostremos que cada uno de los 
elementos f; (2) puede prolongarse analiticamente a lo largo de cual- 
quier curva continua que pertenezca al recinto G. En efecto, sea Z: 
z= A(N) (4<t<f$) una curva continua con el punto inicial Zo, 
situada en el recinto G, Supongamos que ¢ = À (7), œ < t«ĝ, os 
un punto singular respecto de la prolongación analítica del elemento 
Fi (2) a lo largo de £. Según lo establecido antoriormento. esto punto 
posee un entorno C en el cual están definidos n elementos regulares 
q (0) 6 =1,... n) que satisfacen a la ecnación (6.3:1). Sea 
z >A (1) un punto do la curva L, perteneciente a U, y tal que 
Liv y el arco Lin, q ostá contenido en 4. 

Los elementos 1, (2) con el centro en el punto z, que están subor- 
dinados a los elementos q, (z), respectivamente, satisfacen a la ocua- 
ción (6.3:1) en el entorno del punto z, y son todos distintos entre 
sí (puesto que los elementos q, (z) con el centro común Y son todos 
distintos entre sí). Sea y (2) el elemento con el centro en el punto z 
que se obtiene de fj, (2) mediante la prolongación a lo largo de Liu, ti} 
Entonces el elemento de la función F [z, y (2)] con el mismo centro 
representará el resultado de la prolongación del clemento de la fun- 
ción Plz, fi (2)1 com el centro z, a lo largo de Lia, u} y como 
Plz, fn (231 = Ô en un entorno del punto zo, también F Iz, y G) = 0 
en un entorno del punto zi. Pero sólo pueden existir z elementos 
distintos con el centro dado que satisfagan a la ecuación (6.3:1). 
De aquí se deduce que y (z) coincide con uno de Jos elementos 
My (2): Yao (2). Observando que el elemento Wan (z) está subordinado 
al elemento «a, (3) con el centro £ y que el arco Lyn, y] está cubierto 
por los efreulos de los clementos ipao (2) y ay (2), sacamos la con- 
clusión de que el elemento fy (2) se prolonga a Jo largo de Lodo el 
arco Lía, y. por consiguiente, la hipótesis do que £¿=2 (1) es 
un punto singular para la prolongación considerada, no es cierta, 

Así, pues, queda demostrado que cualquier elemento regular que 
satisfaga a la ccnación (6.3:1) puede prolongarse analiticamente 
a lo largo de cualquier curva continua que pertenezca al recinto G; 
la prolongación so efectúa mediante elementos que satisfacen a la 
misma ecuación. 

Sea Us un entorno del punto z, que no contenga a los puntos 
2, distintos de z}. Tomemos uno de los elementos f;, (z) con el centro 


en el punto zy € Oz. y prolonguémoslo a lo largo de todas las curvas 
posibles del recinto U, que no pasen por z}. Como resultado se 
obtiene una función « (2), generalmente multiforme, que satisface 
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a la ecuación (6.3:1): 
Ple. p(1—0, 260. 


La función e (2) puede ser uniforme o multiforme, pero no más 
de n-forme en Us. En el primer caso, el punto z, a priori puede ser 
para 4 (2) o regular, o polo, o punto singular esencial, En el segundo 
caso, 2, será un punto de ramificación de orden finito (no superior 
a n — 1). En todos los casos, q (2) posee en un entorno del punto zn 
un desarrollo de la forma 


P i 
MOEREN (e—2)*. 


donde v es un número natural, no mayor que n. 

Demostremos que entre los coeficientes A; de subíndice negativo 
solamente una cantidad finita de ellos pueden ser distintos de cero 
(por lo tanto. se excluyen los casos de punto singular esencial y de 
punto de ramificación uo algebraico). Para esto es suficiente demos- 
trar que q (z) liende hacia un límite finito o infinito cuando z 
tionde a Zr 

Demostromos previamente el siguionte lema do la dependencia 
continua de Jas raíces de una ex n algebraica de sus coeficientes, 

Lema. Supongamos que los coeficientes del polinomio 


O a 


satisfacen a las condiciones | ey |< MG=0, 0. m— 4) (M 0). 
Entonces para un k fijado, 1< Zn, y cualquier e >U se puede 
señalar un n — 6 (ez M, k) tal, que si | ca 1< ôr, -o ES 
< Ôn la ecuación P (w) = Ù posee al menos k raices que en valor abso- 
luto son menores que €. 

Domostración. Sean Wi, .- , Wh dos ceros del polinomio 
P (w), dispuestos por orden de no decrecimiento de sus módulos. 
Observando que para |w | >M +1 se tiene: 

D R: n NE.. 37 

|P (w) caie pr)>lel (1- -+ 7)>0 

sacamos la conclusión de que Jos módulos de todos los ceros no 
superan a M+Y+1= M. 

Demostremos ahora el lema por el método de inducción, comen- 
zando desde k 

En efecto, ce 


(—1)" w, y. por consiguiente, 


1 
jal” <a, 
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Supongamos que ya se ha conseguido demostrar que | w; |, ... 

. Lw; | < k) pueden hacerse menores que cualquier e, si 
leal +- Deja | se toman menores que 6, = ô; (e, M). Obser- 
vando que, sin contar el signo, cy es la suma de todos los productos 
posibles de n — j ceros del polinomio P (w) de subíndices distintos, 
obtenemos: 


Ley 1] 107.1 -Wal | Wa, >>> Wargh 


donde la suma contiene 6 —1 términos y cada imo de éstos 


contiene al menos un factor de subíndice no superior a j. Por 
ello, si |co], ..., |ej-4] son ménores que 


dj -8,(8, M), donde ¿e M5) <e 


(siendo £< 1). 
se tiene: 


cae det! Keo a 
ar (nj = e 


si lc, MUS1e!, Haciendo 8,4; — min (8j. M'te), halla- 
mos que lwil -e, rloyi<e si [eol ôn. 
==. ley |< ja. El lema queda demostrado. 

Consideremos ahora los siguientes casos posibles: a) p, (24) + 
Æ U b) pa (2,) = 0. En el caso a) la ecuación 


(iej] 


E (Zn, w) = po (2a) + pi (3a) Ww +... + pu(2)w"= 


posee las 


raíces dj... .. a de órdenes de multiplicidad k, .. kr, 


siendo Y ky=n. 


Haciendo w=aj +10”, tendremos: 
F(z. w)— (2) (230... +30 (2) w™, 


donde xt, (2) = pr (2) y, por consiguiente, 1, (2) 0 en cierto entorno 
Un del punto Zr. 
Escribamos la ecuación £ (2, 10) =0 para 2€ Uy en la forma 


IO! 


IA :3 
mal) (a P wyw ”=0 (6.3:3) 


Lt 
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y observemos que para z = z, ésta posee una raíz k,-ple en el punto 
w' = 0 (puesto que la ecuación F (Z+, w) = Ô posee una raíz de ple 


en el punto ay). De aquí se deduce quesuscocficiontes H: 42 ta (50, 2... 


y k; — 1) se anulan para z = 2) 
Apliquemos el Jema a la ccuación (6.3:3). Fijando e > 0 ton 
pequeño que los e-entornos V, de los puntos a, (j = 4, .., r) no 
tengan puntos comunes, elijamos según el lema los números 6, ,= 
= ô (e; M, ky); tomamos por M el máximo de los extremos superio- 


res de los módulos ao en Uo. Teniendo en cuenta que las fun- 


ciones racionales — p son continvas en Us, podemos sustituir Ug 
in 
por un entorno menor U; del punto 3,. de modo que para todos los 
2 € U; so cumplan las desigualdades 
| EMO 
Tn (2) 


[<ów (60,4... £i=1). 


Entonces hallamos que para cada z€ U; la ecuación (6 3:3) 
tiene al menos ky raíces (respecto de 1”) situadas en el círenlo | 1” | << 
<e y, por consiguiente, la ecuación F (z, w) = 0 tiene al menos 
ky raíces en el círculo Vj: |w — aj | < e. 

Designemos con U algún entorno del punto z, que esté contenido 
en todos los U; (j = 1, ..., r). Entonces para todos los z € U 
Ja ecuación F (z, w) = 0 Liene al menos ky raíces en Vj (} = 4, ... 


E E como 3) ky = n y los entornos V, de subíndices distintos 
a 


no tienen puntos comunes, “resulta què todas las raíces sin excepción 
de la ecuación F (z, w) = Ô están contenidas en el conjunto de 
estos entornos y cada ontorno Y, contiene exactamente k; raíces, 

Volvamos a examinar la función q (z) estudiada on un entorno 
del punto z, y elijamos el entorno considerado |z — zy, | << p tan 
pequeño que éste quede contenido en U. Como todos los valores de 
« (2) sou raices de la ecuación F (z, w) = 0, éstos tienen que per- 
tenecer al conjunto de los entornos V; (f = 1, .. , r), los cuales 
no tienen puntos comunes entre sí dos a dos. Por otra parte, la 
imagen p (0 < !z —- za | < p) es un conjunto conexo (un recinto). 
Por ello, esta imagon está contenida completamente en uno de los 
entornos V;: | Gi |< e. Así, pues, para cualquier e > Ú se 
puede señalar un p =p (6) >0 tal, que para 0 < |z — Z |< p 
todos los valores de la función q (z) están contenidos en el círculo 
tr Nee a esta razón, en el desarrollo «q (2) = 


= À A; Sye todos los coeficientes de subindice negativo 
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tienen que ser iguales a cero (en caso contrario la función « (2) 
no estaría acotada en un entorno del punto zx). Definitivamente, 
para «y (2) obtenemos el desarrollo 


ña £ 
P (D= YA; (za) > 
T ` 


Por lo tanto, en el caso a) (en el que p, (Z4) +0) 2, es un punto 
regular para q (z) (si v — 1), o un punto de ramificación algchraico. 
En el mismo punto z = z, Ja función e (2) toma un valor finito 
q (21) = Oj = Ao 

Examiucmos el caso b) (en ol que p, (24) = M. En este caso 
Pn (2) tiene la forma p, (2) = (e — 24)1 Pa (2), donde q es un núme- 
ro natural y 2, (2) es un polinomio que no se anula on el punto 2 
Escribamos la ecuación F (z, w) = 0 en la forma 


(e—a! Pe, 10)= pala) S a Pa (8) X 
X (2 —21)Pw" 0 


y sustituyamos aquí (2—24)? w por W. Haciendo 
pme =a)" Pala), ml e—a)" = 
Pala), -es Pu-i lo)? Pu-i (2), 
obtenemos la ecnación 
BOP Wed... Paai (WPa (2) W"=0, (6.3:4) 


en Ja cual Pn (21) 5 0. 

A esta ecuación tiene que satisfacer en un entorno del punto 
2 = 2) la función W = (2 — 2,31 q (z), a cual es indefinidamente 
prolongable en un entorno del punto z, a lo largo de todas las curvas 
que uo pasan por el punto 2. Como a la ecuación (6.3:4) y a la fun- 
ción (z — zr)? q (2) puede aplicarse todo lo establecido en el caso a), 
hallamos para esta función el siguiente desarrollo en un entorno 
del punto 2,2 


Ea $ 
y 


(— z4)" (2) - 2 Aj(a—2) 7, 


de dondo 


Gh 


x i 
Y Aja), 
¿gw 


9()= AA e—a) 


siendo 4 = Aj4q 

Así, pues, en el caso b) el desarrollo de la fanción q (2) puede 
contener una cantidad finita de términos con exponentes negalivos, 
de modo que «p (z) puede tomar el valor œo en el punto zp 
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Estudiemos, finalmente, la función q (2) que se obtiene en un 
entorno U del punto del infinito mediante la prolongación analí- 
tica de uno de los elementos fj (z) que satisfacen a la ecuación 
(6.3:1). Elegiremos este entorno de tal modo que U no contenga 
ninguno de los puntos Zi, .... Zm- 


Efoctuando la transformación Z — 2, obtenemos en lugar de 
(6.3:1) la ecuación 


p(t) +- +p (4e =0, 


© bien, multiplicando todos los coeficientes por EN, doude N es el 
mayor grado de los polinomios pe(2), ..., Pní2). obtenemos: 


g © H- -+ -F (5) W” = 0, 
donde 


VO" G=0. n) 
son polinomios respecto de ġ. A osta ecuación tiene que satisfacer 


la función elt ¿la cual es prolongable indefinidamente en un 
entorno del punto £ = Ua lo largo de todas las curvas que no pasan 
por este punto. Según lo anterior, q (i) posee un desarrollo de la 
forma 


had Fi 
o(4)= Dae” 
520 
(si qn (0) +0) o de la forma más general 
2.2 
e Bar, 
du 


donde p puede ser negativo, si qn (0) =0. 
Volviendo a =p» hallamos en un entorno del punto Z= œo: 
Sui i A 
e=} Az y, o bien P= IAr F. 


He aquí un resumen de Jo establecido en este apartado. 
La ecuación algebraica (6.3:1) de grado n determina en el plano 
«ampliado w como función n-forme de z. Esta función se expresa me- 
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m i 
diante elementos de la forma Y; A; (2 — 2)” si 200, o de la forma 
i 


& i 
24 Z Y sizy=00. Si el punto zu 400 es distinto de los puntos 


Z1, - - -+ Zm, ER los cuales se anula el polinomio pn (2) o el discrimi- 
nante de la ecuación D (z), entonces se tienen n elementos regulares 
distintos con el centro zp. Son posibles elementos irregulares solamente 
en el caso en que su centro sea uno de los puntos 2,, .. ., Zm 0 sea el 
punto del infinito. 

6.4, Ahora demostraremos que todos los elementos obtenidos 
en ol apartado precedente forman una imagen analítica, es decir, 
que cualquiera de estos elementos puede obtenerse de cualquiera 
otro mediante la prolongación analítica. Es suficiente demostrar 
que cualquier elemento regular que satisface a la ecuación F (2, w) = 
= Ô puode prolongarse analíticamente en cualquier otro elemento 
regular con el mismo centro, que satisfaga a esta ceuación. En 
efecto, si f,, (2) y (ue (2) son dos elementos con distintos centros 
2y y $, entonces podemos prolongar primero f; (z) en cierto elemento 
Fa (2) con el centro E (véase el apartado precedente), y después 
prolongar «p;, (z) en el olemento qa, (2). No queda más que observar 
que cada uno de los elementos irregulares que satisfacen a la ecuación 
P (z, w) = 0 so determina mediante la prolongación analítica de 
elementos regulares. 

Para demostrar quo dos elementos regulares con un mismo centro 
Zo pueden prolongarse analíticamento uno en el otro, emplearemos 
el método de reducción a lo absurdo. 

Supongamos que el elemento f; (z) con el centro z, puede prolon- 
garse en los elementos fa (2), .... fa (2) (k< n) con el mismo 
centro y que no puede prolongarse en los demás elementos fy +: (2), . . . 

+ «» fn (2). Prolonguemos el elemento f, (z) de todos los modos 
posibles en el recinto G. Rosulta una función f (2) que, por lo general, 
os multiforme (forme). Sea L c G una curva contínua que una 
el punto z, con el punto £ € G. Si se prolongan a lo largo de L dos 
elementos distintos f, (z) y f (2), entonces tienen que resultar tam- 
bién dos elementos distintos «po (2) y q: (2) con el centro E. En 
olecto, si fuese qu (2) = q, (2) = q (2), entonces prolongando q (2) 
a lo largo de L obtendríamos también en el punto za elementos iguales 
1.12) = fe (2), en contra de la hipótosis. De aquí se deduce que, 
prolongando a lo largo de L todos los k elementos f, (2), .. ., fa (2), 
tenemos que obtener también en el punto £ k elementos distintos 
entre sí qy (2), . . -, a (2). Sea L un camino cerrado, que comience 
y termine en el punto zo, a lo largo del cual el elemento f; (z) se 
convierte en un elemento fa, (z) distinto de fı (2). Entonces, pro- 
longando fa, (2) a lo largo de 2 (en la misma dirección), tenemos 
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que obtener un elemento faz (2) distinto de fa, (2). Si éste también 
es distinto de f; (z), entonces lo prolongamos a lo largo de L y ob- 
tenemos un elemento fa, (2) distinto de fa (2) y fas (2) (como a lo 
largo de L se han prolongado tres elementos distintos: f, (2), fa, (2) 
Y fas (2), los resultados de sus prolongaciones fa, (2), faz (2) Y Jos (2) 
también tienen que ser distintos entre sí). Reiterando este proceso, 
obtenemos un elemento fa, O que, al prolongarlo a lo largo de £, 
resulta el elemento f; (z). En efecto, el número de elementos dis- 
tintos con el centro 3, que pueden obtenerse como resultado de 
todas las prolongaciones posibles del elemento f; (2), es igual a k, 
y, por consiguiente, el proceso descrito de obtención de los ele- 
mentos fa, (2). faz (2), - - +, que son distintos de f, (2) y son distin- 
tos entre sí, biene que terminarse no más tarde que en el (k — 1)- 
ésimo paso. De este modo, a cada curva cerrada L le corresponde 
su ciclo de elementos fi (2), fa, (2), -= fajas (z) tal, que cada cle- 
mento siguiente se obtiene del anterior mediante la prolongación 
a lo largo de £ en sentido positivo, y el elemento f, (z) mediante la 
prolongación del elemento fa, ,(2). Si j< k, entonces, tomando un 
elemento fpg (5) que no figuro en L, y prolongándolo reiteradamente 
a lo largo de L, obtenemos un nuevo ciclo fga (2), fe, (2). - - «+ fp, 12) 
de clementos distintos de los considerados anteriormente, Por lo 
tanto, de todos los elementos f; (2). . . ., fu (z) pueden construirse 
ciclos (respecto de la curva dada L), donde los elementos de dos 
ciclos distintos son, necesariamente, distintos entre sí. 
Formemos el producto 


tw— fi (2) iw — f2 (2) --. le—11()1= 
=0 "Ap (8014... + Ao (2). (6.4:1) 


Como los elementos fi (2), - - .. fa (2) son prolongables analítica- 
mente a lo Jargo de cualquier curva continua perteneciente a G. 
esto mismo es cierto también para los coeficientes Ap (2), .. 

++, lps (2) del polinomio en w obtenido, los cuales son funciones 
simétricas elementales de f, (2), . - -, fa (2). Por consiguiente, estos 
coeficientes son funciones analíticas en G (a priori k-formes). No 
obstante, Ja prolongación del sistema de elementos f; (z), ..- 
+.» fa (2) con el centro zp a lo largo de cualquier curva cerrada 
perteneciente a G (exactamente igual que la prolongación del siste- 
ma qu (2), .... Pa (Z) con cualquier otro centro ¢), proporciona 
de nuevo el mismo sistema de elementos, pero dispuestos en otro 
orden, el cual puede ser establecido conociendo los ciclos que co- 
rresponden a la curva dada. Por ello, el resultado de la prolonga- 
ción del elemento de cada una de las funciones simétricas Aj (z) 
a lo largo de cualquier curva cerrada perteneciente al recinto G, 
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tiene que coincidir con el elemento ial de esta función. Por lo 
tanto, las funciones A; (2) (¿=0, .... k — 1) son uniformes en 
el recinto G, y los puntos frontera de esle recinto Zy, .. Zm y 00 
pueden ser para éstas puntos regulares, polos o puntos singularos 
esenciales. Pero este último caso se excluye. En eferto, en los entor- 
nos de los puntos zs los valores de la función multiforme f (z) se 


expresan por una o varias series de la forma DN Ap (¿2% (véase 
i 


el apartado precedente). Exactamente igual. en un entorno del 


punto del infinito se tienen desarrollos de la forma Y) Aj2" Y. Ponien- 
a 

do en las expresiones de las funciones simúlelcas Aj (2) en Jugar 
de los k elementos de la función f (z) las series correspondientes, 
y ofectuando las operaciones de multiplicación y suma sobre estas 
serios absolutamente convergentes, hallaremos para cada una de 
las funciones A; (z) el desarrollo en un entorno del punto z, (o de 
z = œ), el cual contiene solamente un número finito de términos 
con potencias negativas de z — Z, (respectivamente, con potencias 
positivas de z). Esto significa que ninguna de las funciones A) (2) 
puede tener puntos singulares esenciales en el plano ampliado. 
Por consiguiente, todas las funciones A) (z) son racionales. Expro- 
sando cada una de ellas en forma de fracción irreducible 


Do 


a 


donde È; (2) y Q; (2) son polinomios (si A; (2) =Ù, hacemos È; (z) = 
= 0 y Q; (2) = 1), y denotando con Q (z) el mínimo común múltiplo 


de los polinomios Q; (z) (Q (2) 2 0), representamos la igualdad 
(6.4:1) en la forma 


lw— ji (2) ..- Lo — fa (2)1= 
sgg lP OwA Pai gi... P) 
donde 


Piel 


E kA) 


Por lo tanto, la función k-forme f (z) obtenida mediante todas 
las prolongaciones posibles de uno de los elementos, que satisfacen 
a la ecuación algebraica (6.3:1), satisface a la ecuación algebraica 


Pe Pa (arm Po (a) =0. (6.4:2) 
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Obsérvese que los coeficientes de la ecuación obtenida no tienen 
un común divisor mayor que de grado cero, es decir, no tienen ceros 
comunes. En efecto, sca z — a algún divisor del coeficiente Pa (z) = 
= Q (e); entonces z — a es divisor al menos de uno de los denomina- 

E PO 
dores Qy (z) de las fracciones eN a . Supongamos que Q; (z) es divi- 
A ; £ 4 4 
sible por la potencia más alta de z—a. El numerador correspondiente 
Tyr (z) no es divisible por z — a y, además, el factor complementario 


Lo tampoco cs divisible por z — a. De aquí se deduce que 


PaO =PO 


tampoco es divisible por z — a y, por consiguiente, z — a no puede 
ser un común divisor de los coeficientes do la ecuación (6.4:2). 
Demostremos que el polinomio 


O (z, w) = Po (2)+ . . » + Pa (2) w" 


(cuyo grado k satisface a la condición 1<k< n) tiene que ser 
un divisor del polinomio inicial considerado 


F (2, w) = po (8) + --- 4 Pn (2) W. 


Como este último se suponía irreducible, obtendremos una con- 
tradicción, de donde deduciromos que k no puede ser menor quo n, 
y en fin de cuentas, que todos los elementos que satisfacen a la 
ecuación algobraica irreducible forman una imagen analítica (y que 
todos los elementos regulares forman una función n-forme y analí- 
tica en el recinto G). 

Para la demostración, obsérvese que 


F (z2, w) = pa (2) lwo — fa (2)1 --- fw — Jn (21 


“ 


O (z, w) = Px (2) w — fi (91... 11 (31, 


conservándose estas relaciones para todas las prolongaciones posi- 
bles de los elementos regulares f; (z), ..., fn (2) en el recinto G. 
Por ello 


Eeu a po fa (1 o 0 Aa (0 


Puede aplicarse al producto [w— fa (2)) . (W — fa (2)) todo 
lo que so estableció para el producto [w— f; (2)] -.. 1w — fa (2)1. 


301234 
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Como resultado, obtenemos: 
(00 fan (O +++ 100 — fn (D1 = yg oa (T + Bo D, 


dondo Re (2), ---, Raa (z) son polinomios que no tienen un factor 
común de grado mayor a cero. 
Así, pues, 

Piw) _ Pn (2) 

Tea ARA 
o bien, 


l- Ran (2) w"-*], 


F (2,1) a + o.. +Pr (wi X 
X (Ro (3) + +. Rua (2) una. (6.4:3) 


Expresemos PO Ra forma de fracción irreducible TG 


Es obvio que el grado del polinomio P (z) tiene que ser igual a cero. 
En caso contrario P (z) tendría al menos un cero z = a y de la re- 
lación (6.4:3) se deduciría que F (a, w) = 0 para todos los w, lo 
cnal es imposible, puesto que los coeficientes po (a), - . -, Pa (a) 
de este polinomio no son todos iguales a cero. Exactamente igual, 
Q (z) es un polinomio de grado cero. En caso contrario Q (2) tendría 
al menos un coro z — b y el polinomio F (b, w) tomaría el valor oo para 
todos los valores de w, lo cual cs imposible. (Afirmando que el se- 
gundo miembro de la igualdad (6.4:3) es infinito para z = b, nos 
basamos en que los polinomios P, (z), así como los polinomios Zè; (2), 
no tienen un cero común). 
Por lo tanto, la relación (6.4:3) puede expresarse en la forma 


F (2, w) =C [Po (3) + + Pn (2) W" BR (+ + Roa (2) w"), 


donde Ç es una constante distinta de cero, lo cual, sin embargo, 
contradico a que la ecuación (i es irreducible. 

Por consiguiente, hemos demostrado quo todos los elementos que 
satisfacen a una ecuación algebraica irreducible, forman una imagen 
analítica. 

Considerando w como función de z, obtenemos una función n- 
-forme w = f (z) que es analítica en el recinto G y que en los puntos 
frontera Z, ..., Zm y œ de este recinto no tiene otras singulari- 
dados más que, posiblemente, polos o puntos algebraicos de* ra- 
mificación. lèsta función w = f (z) se llama algebraica y Ja 
imagen analítica correspondiente, considerada como superficio 
de Riemann en el sentido propio de la palabra, se llama superficie 
de Riemann de esta función. 

Como la imagen analítica contiene z elementos distintos sobre 
cada punto del plano ampliado (a excepción de los puntos 
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ly + +=: Zm y 00), la superficie de Riemann es de z hojas. Sobre los 
puntos Zi, . + ++ Zm, oo pueden estar situados elementos ramificados 
de la imagen analítica: los puntos de ramificación de la superficio. 
Se puede preparar un modelo de esta superficie tomando n ejempla- 
res del plano ampliado. uniendo en cada uno de éstos los puntos 
Zi -= Zm y œen algún orden mediante una poligonal A sin 
autointersecciones, recortando cada ejemplar a lo largo de A y pe- 
gando después los bordes de los cortes de un mismo ejemplar o de 
ejemplares distintos en algún orden. Para especificar el orden en 
que deben pegarse los bordes indicados, fijemos en cada ejemplar 
algún punto zo no situado en A, y prolongamos analíticamente cada 
uno de los elementos de la imagen con el centro en este punto. En 
virtud del teorema de monodromia, obtenemos en cada ejemplar una 
rama uniforme algebraica de la función f (z). Al prolongar el ele- 
mento que determina una rama, a lo largo de una curva que termina 
en algún punto de la poligonal (distinto de z, . . ., Zm Y 00). obte- 
nemos en este punto uno u otro elemento de la función f (z), según 
a cuál de los dos bordes del corte conduzca la curva. Si Jos elementos 
obtenidos en uno y otro horde dol corte de un ejemplar determinado, 
resultan idénticos, entonces los puntos correspondientes del corte 
se pegan entre sí de tal modo que la parte del corte se elimine en 
el ejemplar dado. En caso contrario, el borde del corte del ejemplar 
dado se pega con el borde del corte de otro ejemplar que porte Jos 
mismos clementos de Ja función f (z) Después de hacer todos estos 
pegados se obtiene el modelo pedido. A la prolongación de cualquier 
elemento do Ja función f (z) a Jo largo de cierta curva £ del plano 2 
lo corresponde un desplazamiento sobre la superficie dada desde 
una de sus hojas a otra. Si la curva Z es cerrada, entonces, como 
resultado del desplazamiento resulta, por lo general, que llegamos 
a un punto de la superficie distinto dol inicial, a pesar de que éste 
está situado sobre el mismo punto del plano z. En otras palabras, 
sobre las curvas corradas del plano z están situadas curvas, por lo 
general, no cerradas, de la superficie de Riemann considerada. 
Señalemos, en conclusión, que la propiedad de las funciones 
algebraicas de tener una cantidad finita de determinaciones y no 
poseer otros puntos singulares más que polos y puntos algebraicos 
de ramificación, situados sobre una cantidad finita de puntos del 
plano ampliado, es caractrística para estas funciones. Precisando, 
se verifica la siguiente proposición: y 


Teorema. Supongamos que la función f (z), admitiendo una 
prolongación analítica indefinida a lo largo de todas las curvas con- 
tinuas pertenecientes al recinto G, cuya frontera consta de una cantidad 
finita de puntos zı, 22. -- > Zm, 00, es no más que n-forme en el 
recinto C, se expresa en los entornos de los puntos z; por desarrollos de 


36* 
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E EA 
la forma Y, Ap (z — z;) Y (p es un número entero, v es un número 


. 

natural) y en un entorno del punto z= vo se expresa por desarrollos 
= > 

de la forma Y; Ajaz—1Y. Entonces esta función es algebraica. 


Fa 

Para la demostración, es suficiente observar que los razonamien- 
tos hechos en la primera mitad de este apartado, donde se estable- 
ció que la función f (z), obtenida mediante la prolongación analítica 
en el recinto G de un elemento que satisface a la ecuación (6.3:1), 
tiene que satisfacer ella misma a una ecuación algebraica (6.4:2), 
se basaban solamente en aquellas propiedades de la función que 
fueron incluidas en la hipótesis del último teorema. 


$ 7. PRINCIPIO DE SIMETRIA. TRANSFORMACION DE UN 
SEMIPLANO EN UN POLIGONO ARBITRARIO 


7.1. Este párrafo lo dedicaremos a un principio especial de la 
prolongación analítica de importancia capital que posee numerosas 
aplicaciones. 

Principio de simetría (principio de Riemann — 
Schwarz). Sea G un recinto, en cuya frontera figura como arco de 
Jordan alcanzable un arco de una circunferencia o un segmento recti- 
líneo y, y sea d Œ G un recinto limitado por una curva de Jordan 


acotada 6 + y adjunta a y (d puede coincidir con G (fig. 77, a), 
o diferenciarse de G (fig. 77, b)). Sea f (z) una función uniforme, de- 
finida en G + y, que sea continua en el sentido generalizado en d + y 
y meromorfa en el recinto G y que tome en y valores pertenecientes a 
una circunferencia o recta T (en particular, valores reales). En estas 
sondiciones, la función f (z) puede prolongarse analiticamente a través 
del arco y (del recinto d) en el recinto G* que es simétrico a G respecto 
de y. La función f* (z). obtenida como resultado de la prolongación, 
es meromorfa en el recinto G* y sus valores f* (2*) y f (z) en los puntos 
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z* y z que son simétricos respecto de y (a* E G* y z € G), son simétricos 
respecto de F. 

Obsérvese que los recintos G y G* pueden tener puntos comunes 
(véase la fig. 77). En esto caso, Ja función que coincide con f (2) 
en el conjunto G + y y con f* (z) en el recinto G* siendo f (2) = 
s const, es, por lo general, biforme, puesto que para un mismo 
punto perteneciente a los recintos G G* tionen que obtenerse dos 
valores distintos de la función, los cuales son simétricos respecto de P. 

El principio de simetría no sólo da las condiciones suficientes 
farn la posibilidad misma de Ja prolongación analítica de una 
unción f (z) a través de un arco de circunferencia o de un segmento 
de recta, sino que también señala el recinto al cual se realiza la 
prolongación, indicando también un método simple para la cons- 
trucción de esta prolongación. El hecho de que éste se enuncie para 
la clase de las funciones meromorías (y no simplemente para las 
analíticas), es completamente natural: si f (z) no tiene polos en el 
recinto G, pero en algunos puntos Zi Zz, » ++, Zn, + +. toma un 
valor que se representa por el centro de la circunfcrencia T (supone- 
mos aquí que T no es una recta), entonces en los puntos 2f, 27, >- 
coa ZA, a a QUe son Simélricos a Zy, Z2, » «+, Zn, + + - respecto 
do y, la función f* (z), según la cóndición, tiene que ser infinita, 
es decir, tíeno que tener polos 

Comenzando la demostración, hagamos una transformación 
homográfica del plano z que aplique el arco y en un segmento » 
del eje rca]. Exactamente igual, hagamos una transformación homo- 
gráfica del plano de valores de las funciones f (z) y f* (z) de modo 
que a la línea F le corresponda el eje real; supongamos que en este 
caso el recinto G se transforma en g y G* en g*, y que las funciones 
ł (2) y f" (2) se transforman en q (2) y p* (2). En las transformaciones 
homográlicas, a los puntos que son simétricos respecto de y o de T 
los corresponden puntos simétricos respecto del eje real, se conserva 
la continuidad de las funciones (en el sentido generalizado) y las 
Funciones meromorfas se transforman en funciones meromorfas; 
por ello, es suficiente demostrar el teorema para aquel caso parti- 
cular en que y es un segmento del eje real, T es el eje real y la trans- 
formación do simetría significa la transformación de los números 
complejos en sus conjugados. Así, pues, suponemos que f (2) toma 
en y valores reales y que las funciones f (2) y $* (z) toman valores 
conjugados para valores conjugados de la variable independiente: 


r=1(). 
Entonces, si f (z) posee en un entorno del punto z EG un desa- 
rrollo de la forma 


1)= 2 (2), 
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entonces f*(2) poscerá en un entorno del punto 2,EG* el desa- 
rrollo: 


ro-70- S iz)", 


Su 


de donde se deduce que la función f* (z) es meromorfa en G*. 
Soa ahora čo un punto arbitrario del segmento y, distinto de 
sus extremos. Se puede suponer quo o 4 co; en caso contrario se 


efoctúa la sustitución ¢ = 7 Que transforma al punto œ en el 


origon de coordenadas. Como y es un arco alcanzable de la frontera 
del recinto G, existe un semicírculo con el centro ĉo que pertenece 
al recinto d Œ G. Demostremos que la función F (z), que es igual 
a f (z) on este semicírculo y on su diámetro y es igual a f* (z) en el 
semicírculo simétrico al dado respecto del diámetro, es meromorfa 
en ol mismo. Precisamente de esto, se desprende que la función f* (z) 
es la prolongación analítica de la función f(z). 

Se puede suponer que f (Zo) + co; en caso contrario soria su- 


ficiento considerar 70 » lugar de f (z). 


Considerando que el semicírculo con el centro E, es tan pequeño 
que f (2) conserva en el mismo valores finitos, obtenemos una fun- 
ción F (z) que es uniforme y continua en un entorno del punto ĉo 
(para demostrar que es continua nos basamos on que f (2) y f* (2) 
toman valoros reales iguales en los puntos del segmento y) y es 
analítica en cada uno de los somicírculos en los quo esto círculo se 
divide por ol eje real. 

Del teorema de Morera se deduce que la función X (z) es analítica 
en todo el círculo considerado. En efecto, cualquier triángulo A 
perteneciente al círculo, o pertenece por completo a uno de los semi- 
circulos, o bien tiene puntos frontera comunes con el cje real, o bien, 
finalmento, se corta por el eje real en dos polígonos convexos, uno 
de los cuales pertenece a un semicírculo y el otro, al otro semicírculo. 
Como en los dos primeros casos la función F (z) es continua en ef 
triángulo cerrado A y es analítica en el interior del mismo, y en 
el último caso es continua on cada uno de los dos polígonos cerrados 
siendo analítica en el interior de los mismos, resulta, según la ob- 
servación hecha al teorema integral de Cauchy (véase el tomo 1, 
cap. 3, pág. 227-228), quo la integral de F (z) sobre cada uno de 
estos circuitos es igwal a cero. Por ello, también resulta igual a cero 
la integral sobre todo el triángulo A, independientemente de su 
posición, y, por consiguiente, la función F (z) es analítica en el 
entorno considerado del punto $o. 

Con esto se termina toda la demostración. 
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Señalemos un corolario importante del principio de simetría, que 
también se puedo considerar como una generalización de este principio. 

Supongamos que en el enunciado del principio de simetria, y y L 
son unas curvas analíticas regulares (que, particularmente, pueden 
ser arcos de circunferencias o segmentos de rectas), y que se conservan 
las demás condiciones impuestas a la función f (2) en el recinto G (o sea, 
que es continua en el sentido generalizado de la palabra en el con- 
junto d + y y es meromorfa en ol recinto G). Entonces f (3) puede 
prolongarse analiticamente a través del arco y; con más precisión, todos 
los puntos del arco y en los cuales f (z) + co, son para f (a) puntos 
regulares. 

Demostración. Siz=2(1) (x < t< f) es la ecuación 
de la curva y y w = A (T) (4 < T < B) cs la ecuación de la curva T, 
entonces mediante las transformaciones t = A- (2) y T = A“! (w) 
los entornos de los puntos Zo = A (to) y Wae = A (To) se transforman 
biunívoca y conformemente en recintos que contienen a los puntos 
to y To. y los arcos y y T, que están situados en los entornos indicados 
y pasan por zp y Wo, se transforman en segmentos del cje roal que 
contienen a Jos puntos ty y Ta. Como resultado, la función w = f (2) 
se transforma en la función 7 = AfA (t), definida en cierto recinto 
g, en cuya frontera figura un segmento alcanzable $ del ejo real 
del plano ż; además, esta función es continua en g +, es mero- 
morfa en el recinto g y toma valores reales en 6. En virtud del prin- 
cipio de simetría, la función A-A (() es analítica en cierto entorno 
del punto ty; por ello, la función 


F (2) = A (AJA) A= (2) 


es analítica en un entorno del punto zo y en la parte do este entorno 
quo pertenece al recinto G coincide con f (2). Do aquí se deduce lo 
que se afirmaba, 

En particular, si, cumpliéndose las condiciones anteriores f (z) 
se anula en el arco analítico alcanzable y, entonces la función es idén- 
ticamente igual a cero (éste es un caso muy particular del teorema 
frontera de unicidad de N. N. Luzin e I. I. Priválov, que generaliza 
el resultado oblenido en la pág. 213). En efecto, en este caso, según 
lo que acabamos do demostrar, f (z) es regular en los puntos del arco 
y, y cada punto de este arco es un punto de acumulación de losceros 
do la función f (2). 

Mediante lo demostrado en este apartado, resulta la siguiente 
proposición de la teoría de las transformaciones conformes: 


Teorema. Si forma parte de la frontera de un recinto simple- 
mente conexo G algún arco analítico regular alcanzable y, entonces 
la función w = f (z) que transforma conformemente G en un círculo 
o en un semiplano, puede prolongarse analiticamente a través de y 
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desde el recinto d que es adyacente a y, está limitado por una curva de 
Jordan y pertenece a G. En otras palabras, todos los puntos del arco Y 
en los cuales f (2) + co, son regulares para f (z) respecto del recinto d. 


Este teorema se desprende inmediatamente de la proposición 
precedente y de que la función f (z) es continua en el conjunto cerra- 
do d, es analítica en el recinto d y toma en y unos valores que están 
situados en una circunferencia o en ol eje real. 

7.2. Apliquemos el principio de simetría a la construcción de 
una función que transforme conformemente el semiplano superior 
en un polígono arbitrario. Supongamos primero que el polígono 
G dol plano z es un recinto, limitado por una curva cerrada de Jordan 
y que está compuesta de z lados rectilíncos: los lados del polígono. 

Dosignemos con 24, 22, . . ., 2, los vértices del polígono, dis- 
puestos en el orden del recorrido positivo, y sean QT, Uan, ... 
+ s pit los ángulos correspondientes. Los números œ; (¡=1, . 
- « «, A) son positivos y menores de dos. Sea 3 = ọ 105) una función 
que transforme conformemente el semiplano superior Re w > 0 en 
el recinto G. En virtud del teorema conocido (ap. 3.6, cap. V), 
osta función es continua en cl semiplano cerrado y establece una 
correspondencia biunívoca y bicontinua entre el oje real y el circui- 
to y. Sean as, ..., 4, las preimágenes de los vértices del polígono. 
Se puede suponer que todos estos puntos son finitos. En efecto, si, 


por cjemplo, a, = co, la translormación tw” 


punto del eje real, distinto de ay, . Gn. transforma el semiplano 
superior en sí mismo y la función z = ọ (w) en z = q” (1); además, 
para la última transformación del semiplano en el polígono las 
preimágenes de todos los vértices del polígono son finitos. Basándose 
en el principio de simetría (ap. 7.1), aplicado a la función z = q (w) 
y a los intervalos (a, az), ..., (an, as) del cje real (uno de los 
cuales contiene al punto del infinito), sacamos la conclusión de que 
para q (w) todos los puntos del eje real son regulares, a excepción, 
posiblemente, de los puntos a; (¿=1,2...., n). 
Describamos una circunferencia con el centro en el vértice del 
polígono z;, de un radio tan pequeño que no haya en su interior 
otros vértices del polígono. La circunferencia separa del recinto G 
nn sector circular con el centro en el punto z; y medida ax. 
Transformemos este sector en un semicírculo con el centro en 
el origen de coordenadas mediante alguna de las ramas uniformes 


¿—w » Tonde a es un 


de la función t=(2 — 2%. Entonces la función t = [q (w) — 
i 


— 21 i = q, (w) realizará una transformación conforme de cierto 

recinto gy. perteneciente al semiplano superior y cuya frontera con- 

tiene un segmento del eje real, en un semicírculo del plano t. Esta 
= 
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es biunívoca y continua en el recinto cerrado, transformándose en el 
diámetro del semicírculo el segmento del eje real. Aplicando el 
principio de simetría al recinto g; y a la función q, (w), hallamos 
que la función ż = q; (w) es analítica en un recinto que contiene 
al punto w = ay transformando a éste en un entorno del punto t = 0. 
Así. pues, py (w) posee en un entorno del punto w = a, un desarrollo 
de la forma 


p(w) =4Aj(wW—aj)-] ..., donde Ay +0. 
Por cello 
pl) =z W) =y wa) 1B,+C wa) h 
donde B0. 


Vemos, pues, que w = aj es un punto de ramificación para 
q (w), de orden finito si œ es racional y de orden infinito si a, es 
irracional. Teniendo en cuenta que q (w) no posee otros puntos 
singulares más que los hallados, obtendremos ahora la expresión 
analítica de esta función. Con este fin, derivemos dos veces el de- 
sarrollo hallado de la función q (w). Obtendremos: 


Y (0) =B (wa) +C (0,41) wa) 


g w) = Byng (0) a T Csa Nawa 
De aquí que a 
t 
a (K 
es decir, la función S a tiene polos simples en los puntos a, con 
los residuos iguales a a, — 1. Esta no tiene otras singularidades 
más, puesto que todos los puntos del plano finito, distintos de aj, 
son regulares para q (w) y en ellos q” (wr =+ 0 (por ser univalente 
la transformación z = q (w) en un entorno de tal punto). En el 
punto del infinito la función q (w) también es regular y en un en- 
top a este punto la translormación z = ọ (w) es univalente. 
or chlo 


EA 
y 


p(0)=D,+42 


y=... 
y 
e _ 
yo) e 
de donde se deduce que w = œœ es un punto regular para L. 


p (o) 


E, obtenemos una función 


Restando la suma J} O 


j= 
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que es analítica en todos los puntos del plano ampliado, es decir, 
una constante (del teorema de monodromia se deduce que es uni- 
forme). 

En resumen, 


n 
e) _ y at 

p (o) 2 a | 
de donde 


p w=c, l, wa 


z=9 (w) =C; | J] (a) dt + Ca (1.2:1) 
wo j=l 


donde wo es un punto cualquiera del semiplano superior o del eje 
real, 

Esta es la expresión analítica de la función buscada. La fórmu- 
la obtenida se Mama fórmula de Christoffel—Schwarz. 

Veamos dos ejemplos particulares. Sea primero el recinto G un 
triángulo. Entonces los puntos ai, 4e y 25, quo son las preimágenos 
de los vértices del triángulo, pueden darse a priori, cuidando de que 
se cumpla la condición necesaria do que los recorridos scan iguales. 
(Si las preimágenes de los vértices son unos puntos cualesquiera 
ai, a, y ay, es suficiente aplicar una transformación homográfica 
del semiplano sobre sí mismo para pasar a los puntos a,, az y 03). 

La fórmula (7.2:4) toma aquí la forma 


w 


2=q (w) =C, f (r—ay 


» de 


aji 


e (e—a) dtr4 Ca, 


Para calcular las constantes C, y C, hacemos w=a; y W:=4y. 
Resultan las ecuaciones: 


+ 
2 Cy | ay (e—a a 


de 


"dr+Cs  ((=1,2, 


de las cuales se pueden hallar €, y Ca. 

Obsérvese que para la función subintegral tiene que elegirse 
alguna rama uniforme en el semiplano superior. Los valores en los 
puntos del eje real se determinan mediante la prolongación analítica 
o, lo que es lo mismo. basándose en razonamientos do continuidad. 

Si G es un cuadrilátero, ya no se pueden asignar arbitrariamonte 
las preimágenes de todos los cuatro vértices. Eligiendo arbitraria- 
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mente tres de ellos (conservando el orden del recorrido), obtenemos 
para la determinación de las constantes Cı, Cs y la preimagen a, 
dol cuarto vértice las siguientes ccuaciones: 


> 
z=01 | (ay ay (1—0) 


i G =1,2, 3). 


En éstas una de las tres incógnitas figura bajo el signo integral 
en una combinación bastante complicada. Cuando el cuadrilátero 
considerado poseo un eje de simetría, estas ecuaciones pueden expre- 
sarse en forma simétrica. Supongamos, por ejemplo, que G es el 
rectángulo —a < £ <a, 0<y <P. Debido al teorema de exis- 
tencia de la transformación conforme, el rectángulo (<x<au, 
O< y < Bf se puode transformar conformemente en el primer cua- 
drante coordenado y, además, de tal modo que el punto 2 = 0 se 
transforme en el origen de coordenadas, el punto z = œ en el punto 
4 y el punto z = Bi en el punto del infinito. El homólogo del punto 
z =0 + Pi tiene que ser un punto situado en la parte positiva del 
ejo real entro 1 y co. Designémoslo mediante da donde 0 <k << 4. 
Aplicando el principio de simetría (ap. 7.1), al rectángulo 0 < z < 
<a, 0< y< B y a la función que realiza la transformación halla- 
remos que esta misma función (prolongada analiticamente) trans- 
forma el rectángulo inicial G on el semiplano superior y sus vértices 
en los puntos +1, ++. 

Observando que en ol ejemplo considerado %; = a, = My = 
=4= + obtenemos la siguiente expresión para la función que 


vroaliza la transformación: 


ay d+ O, 


w 


E 
ES 


t 


E E 
apt) Pda 


w 
i dr 
A j Vaaa e Pa 


En el ap. 1.2 del cap. V ya nos encontramos con esta fórmula. 
7.3. Para las aplicaciones es necesario extender el resultado del 
apartado precodente a los polígonos más generales dol plano ampliado 
que están limitados, por lo general, por curvas que no son de Jordan. 
Sea de nuevo G un recinto limitado por una poligonal cerrada, 
compuesta de una cantidad finita de lados rectilíneos (que pueden 
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ser segmentos, rayos o rectas enteras). Se admiten lados múltiples, 
recorridos más de una vez al hacer un recorrido simple del contorno, 
En la fig. 78 se mucstran ejemplos de polígonos para n = 1, 2, 3, 4 
(n es el número de lados que forman el contorno). Ahora los ángulos 
CT), -s Ani de los polígonos pueden tomar también _ valores 


a) n= semipiano dn=5 semifranja 


P 


b) n=2 plano con un corte €)n=4 plano gean rts 


7, 


c) n=2 frenja i 


fin=4 plano con dos cortes 
paralelos 


FIG. 78. 


nulos y valores iguales a 27. Si z = 00 es un punto frontera del 
recinto G, convendremos en considerar a este punto, en todos estos 
casos, como un vértice del polígono, atribuyendo a todos los ángulos 
con el vértice on dicho punto valores negativos (si éstos no son 
iguales a cero). Por ejemplo, el Polígono a) de la fig. 78 posee sola- 
mente un ángulo con el vértice en el punto del infinito, igual a —a1; 
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el polígono b) posee un ángulo con el vértice finito, igual a 2 1,y 
un ángulo con el vértice en el punto del infinito, igual a —2a; el 
polígono c) posee dos ángulos con los vértices en el punto del infini- 
to, ambos iguales a cero, etc. 

El lector puede comprobar fácilmente que para cada polígono 
representado en la figura la suma de los ángulos es igual a (z — 2) í, 
donde n es el número de lados del polígono. A continuación se verá 
que así tiene que ser, siempre que el punto del infinito no esté situado 
en el interior del polígono. 

Domostremos que en el caso considerado ahora la función 3 = 
= o (w) que transforma el semiplano en un polígono, se determina 
por la fórmula anterior (7.2:1). La demostración es completamente 
semejante a la realizada en el ap. 7.2. Es nuevo solamente ol caso 
do ángulos con el vértice finito de magnitud 27, y el caso de ángulos 
con el vértice en el punto del infinito. En el primer caso, «j = 2 
y la preimagen a; del vértice correspondiente es un punto regular 
para la función z = œ (w), puesto que el desarrollo de esta función 
en un entorno del punto w = ay tiene la forma 


q (0) =z;+ B; (wa) +C (02)... 


El segundo caso necesita un exámen especial. Supongamos pri~- 
mero que el ángulo con el vértice en el punto z = œ está formado 
por dos rectas (o rayos) no paralelas. Entonces, de acuerdo a lo 
convenido, éste se mido por un número negativo «y: 0 > a; `> — 2 

i 


(a; — 1). Aplicando la transformación auxiliar £ = z“, trans- 
formamos de nuovo el recinto g; Œ G, contenido entre los lados 
que forman el ángulo considerado y situado fuera de ciorto círculo 
con el centro en el origen de coordenadas, en un semicírculo con 
el centro en ol origen de coordenadas. Los razonamientos que siguen 
y ol resultado no se diferencian en nada de lo anterior. 

Supongamos ahora que el ángulo con el vértice en el punto z = o0 
está formado por dos rectas (o rayos) paralelas. Aquí son posibles 
los casos: 

4) los lados del ángulo están situados en una misma recta; enton- 
ces el ángulo o es igual a —a (fig. 78, a), o es igual a —2x (fig. 78, b); 

2) los lados del ángulo están situados en dos rectas distintas; 
entonces el ángulo o es igual a cero (fig. 78, c, d y f), o es igual 
a —n (fig. 78, e), o es igual a —2x (fig. 78, f}. 

En el caso 1) los razonamientos son los mismos que para lados 
no paralelos (la transformación £ =z% o £= z7). 

Examinemos el caso 2), y supongamos primero que a, = 0; on- 
tonces, mediante un segmento de recta perpendicular a los lados 
del ángulo, desprendemos del recinto G una semifranja g y, después, 
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la transformamos en un semicírculo con el centro en el origon de 
coordenadas, de tal modo quo el homólogo al punto del infinito sea 
el origen de coordenadas. Esto puede conseguirse mediante la trans- 
formación £= e'%, donde Cz toma en la línea media de la semi- 
franja valores reales negativos. De un modo semejante a lo anterior, 
hallamos que £= exp [Cp (w)] = f (w) es una función analítica 
en un entorno del punto a; (que es la preimagen del vértice consi- 
derado del ángulo), y que f (w) posee un desarrollo de la forma 


1 (0) =A (wa) +B (w— a) t.. 


donde A 0. 
Derivando la igualdad exp [Co (w)]= f (w) dos veces respecto 
de w, obtenemos: 


Cexp iC (w)1 9" (10) = A+2B (w— a) +... 
C*exp{Cg (w) ig (wW) +C exp (Cp (w) g" (wW) = 2B +... 
de donde 


a A+2B (w—a)+... 1 
e (== toa. A aii 


Po tua rw) _ 2B 
Cp" (u) A 7 AF (a) 


1 
w—a; 


Y de) 
A | 
* (w) 


Hemos hallado que + (w) tienc en el punto a; un polo simple con 


el residuo — 1 = qa; — 1; el resultado es el mismo que en el caso 
de un ángulo con el vértice finito. 

Supongamos ahora que a, = — % (fig. 78, e). En este caso sepa- 
ramos la parte del recinto G que está contenida entro los lados del 
ángulo en cuestión y un arco de una circunferencia (en la fig. 78, e 
esta parte está doblemente rayada) y despues, mediante la trans- 
tormación lineal entera ¿ = Cz + D la transformamos en el re- 
cinto representado en la fig. 79, a). Después mediante la función 
E =1' +e" (véase el ap. 5.7, cap. TI) transformamos el recinto 
obtenido en un recinto de la forma b), fig. 79, y, finalmente, mediante 
t=.e-" lo transformamos en un recinto de la forma c), fig. 79 
Resulta una función £ = f (w) que posee en un entorno del punto a, 
un desarrollo de la forma 


1 (0) =4 (w—a;) +B (w—a;)? d -~ 
donde A +0. Derivando dos veces la rolación 


Co (w)+D = —Lnf (w), 


zi 
To 
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respecto de w, se obtiene sucesivamente: 


y LLO 1 
(== RT am pr 
" z 
Co w= agape 
de donde 
(a Ca . 
o (a) + 
es decir, la función r c tiene en el punto a, un polo de primer 
orden con el residuo igual a — 2 = q; — 1. 
Supongamos, finalmente, que g; = — 2n (fig. 78, f). Separamos 


la parte del recínto G que está contenida entre Jos lados del ángulo 


b) 17) 


y un arco de una circunferencia (on la figura esta parto está doble- 
mente rayada); después la transformamos mediante la función lineal 
entera % = Cz + D en un recinto de la forma a), Sig. 80; el recinto 
obtenido lo transformamos mediante la función E =1' + e” en un 


el 
; . A e 
recinto de la forma b), fig. 80, y, después, mediante t =e ° lo 
transformamos en un recinto de la forma c), fig. 80. Obtenemos de 
nuevo la función 


t= fw) =A (wa) HB (oa it... (4%0), 
la cual satisface a la relación 


e = 1 Par j 
Cp (0) 4D =r 2L O), 


de donde, de un modo ordinario, hallamos: 
A C __ 3 
P Cry E 


e = tiene en el punto a, un polo simple 


con el residuo igual a — 3 = aj — 1. 


o sea, también en esto caso 
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Así, pues, la preimagen a; de cualquiera de los puntos zy del 
polígono es, en todos los casos posibles, para la función Te un 


polo simple con el residuo igual a a; — 1. Por ello, para ọ (w) se 
verifica la fórmula (7.2:1). 
Obsérvese que y E es una función racional, cuyo residuo res- 


pecto del punto del infinito es igual a 2 (véanse los cálculos hechos 


Y IN (5) (Y 
ik VEL 


FIG. 80, 


«en la pág. 569). Como la suma de todos los residuos do una 
función racional es igual a cero, resulta 


n 
È (a;—1)+2=0, 
j= 

de donde 


Le 
Y aj=n—2. 
it 


Por lo tanto, la suma de los ángulos de cualquier polígono de 
n lados del plano ampliado, que no contenga en su interior al punto 
del infinito, es igual a (n — 2) n. 

Claro, este resultado puede obtenerse geométricamente de un 
modo elomental. 

No nos queda más que considerar la transformación del semi- 
plano en un polígono que contenga al punto del infinito. 
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S naie E "e i 
En este caso Ja función £ k ) tiene de nuevo polos simples con 


los residuos a, — 1 en todas las preimágenes de los vértices del 
polígono. Pero a estos z puntos singulares se agregan otros dos más; 
el punto f del semiplano superior que es la preimagen del punto del 
infinito y el punto $ conjugado con éste. Como la transformación 
z = q (w) es univalente, el punto ĝ es un polo simple de la función 
y (w) y ésta posee en un entorno de este punto un desarrollo de la 
forma 


RT] 
(0) 
CN 
a 


Por esta razón, para obtenemos: 


En virtud del principio de simetría, aplicado a la función q (w), 
cualquier rama uniforme de esta función en el semiplano inferior 


tiene que tencr también en el punto fun polo simple. Por ello, 
o” w) 


posee en un entorno del punto f un desarrollo de la forma 


g (a) 
E — 2 
CO 
Confrontando los resultados obtenidos, hallamos para > 


una expresión de la forma 
n 
puh p 
q) =C4 Mes j 
1 


de donde, después de una doble integración, resulla: 


E 2 
Tp 


5 Mi egt! 
aq =0, | + (7.34) 


Por lo tanto, las fórmulas por las que se realiza la transforma- 
ción conforme del semiplano en un polígono, son de forma distinta, 
según que z = œ sea un punto exterior o frontera del polígono 
(fórmula (7.2:1)). o sea un punto interior del mismo (fórmula (7.3:1)). 


En el último caso, al examinar la suma de los residuos de la función 
n 


o sacamos la conclusión de que 2 (a, == 


L2=0, de 


871204 
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n 

donde Y, æ; =n + 2, o sea, la suma de los ángulos del poligono 
Aa 

es igual a (n + 2) a. 

Ambas fórmulas fueron obtenidas con la suposición de que las 
preimágenes de todos los vértices son puntos finitos. Si se quiere 
levar al infinito alguno de los vértices, por ejemplo zp, es suficiente 
aplicar la transformación auxiliar del semiplano superior sobre sí 
mismo: 

, 1 


=—Í=, 05m, wea. 
An — 1 I 


La fórmula (7.2:1) toma la forma 


a1 
PTA li JI a 
do jel 
o bicn, haciendo la sustitución bajo cl signo integral T= a, — 
a 
wo on Fu 
1 cd A ” 
z=0, f D Hansara y A Z+ 
1 jmi 
a 
wnai 
y , naji a 3 
j [I ma" dr tt. (7.3:2) 
iy jat 
a 
Aquí se ha tenido en cuenta que )) (a, — 1) =—2 y se han desig- 
a 
4 


nado con gj los números 


T (los cuales son las preimágenes do 
los vértices del polígono, después do haber realizado la transforma- 


ción w= 7). Vemos, pues, que cuando el punto dol infinito 
es la preimagen de uno de los vértices, la fórmula para la función 
que realiza la transformación conserva su forma anterior y sola- 
mente disminuye en uno la cantidad de factoros bajo el signo inte- 
gral (falta el factor que corresponde al vértice con la preimagen 
infinita). También se obtiene un resultado similar para un polígono 
que contenga en su interior al punto del infinito. Con más precisión, 


efectuando. la sustitución w =—— 


7, hallamos: 
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Señalemos también las fórmulas para transformar el círculo uni- 
dad en un polígono. Para obtenerlas, es suficiente transformar el 
semiplano en el círculo |¢ |< 4. 

Si y es un punto arbitrario del semiplano superior, entonces se 


puede obtener Lal transformación en la forma ¿=> 
u 


r ra 
de un polígono para el cual z ~ oo no es un punto interior, resulta: 


TES Bi 
¿E y D a) dri Ca 


wo jet 
o bien (después de hacer la sustitución t= TS bajo el signo 
integral) 
ga i 
z0 | J] e—a dr +C (3.3.4) 
Lo dt 


Aquí Eo es un punto cualquiera del círculo unidad cerrado, y dí, > 

+ ., aa. son los puntos de la circunferencia unidad que son Jas imá- 
genes de los vértices del polígono. Si z = oo es un punto interior 
del poligono, buscamos una transformación del círculo |% |<: 4 
on el polígono que lleve el centro del círculo al punto del infinito. 
Con este lin, agregamos a la transformación (7.3:1) la transformación 


y después de unos cálculos sencillos, teniendo en cuenta 
n 


la relación >») «j= n -- 2, obtenemos: 
E 


=i 


T 
=p ] Meca 
As 


7.4. En este apartado ilustraremos con ejemplos las fórmulas 
de los apartados precedentes. Ocupémonos primeramente de la 
transformación del semiplano en los polígonos representados en la 
figura 78. Dejando de un lado los recintos a), b), c) y d), para Jos 
cuales la transformación es bien conocida (el lector puede aplicar 
aquí como ejercicio la fórmula (7.2:1) o (7.3:1), detengámonos en 
los recintos e) y f}. Supongamos que uno de los rayos que forman la 
frontera del recinto e) va por eje real en dirección positiva desde 
el punto z,, y el otro, por una recta paralela en dirección negativa 
desde el punto zz + ih. Los vértices del polígono por orden son: 
00, Z;, 00, £z + ih, y Jos ángulos correspondientes son iguales a —xt, 


37 


5) 
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—n, 2x. Insistamos en que sean imágenes de estos vértices los 
puntos siguientes del eje real: (), 1, co, a (a es un número real negati- 
vo). Entonces la función que transforma el semiplano superior w 
en ol polígono considerado se expresa según la fórmula (7.3:2) en la 
forma siguiente: 


2 
Or Ta—0 a) 214 Pu 


3 


=Cw—(a 1) 0 Luw— alw- C". 


En esta fórmula es suficiente Lomar una de las ramas de Ln w 
en el semiplano superior (el paso a otra rama influye solamente en 
el valor de C”), por ejemplo, In w; entonces obtenemos: 


Cu—(a-+1)C' Inw—aC'w1+C", 


ácilmente se observa que C’ y C” tienen que tomar aquí valores 
reales. En efecto, cuando w recorre el intervalo (1, 00) el punto z, 
virtud de las s. tiene que recorrer el tado H 
situado en el eje real. Sean w’ y w” dos puntos del intervalo (1, 00) 
y sean z’ y 2” los puntos que les corresponden en el lado 1; entonces, 
de las ecuaciones 

z jw —(a—4) Into —aw0 1 040", 


2 — fw" —(u-1) In w” — au] C -y C" 


z 


obtenemos para C’ y C” valores reales. a calcular realmente 
los valores reales C’, C” y a, tenemos dos ecuaciones: 


ty OACI, x - th= Cla— (ad 1) Cnam +. (%, 


de donde, observando que Ina= luja|=-/n, hallamos: 
Cal O”, ta=C'a—{a+1)C Inja]|— C4 C. 
h= — (a | 1) Cx. 


Por consiguionte, 


fe E 


Resolviendo la última ecuación respecto de a, determinamos 
después de esto los valores de las constantes C' y C”. con lo cual 
se termina la resolución del problema. 

De un modo similar se resuelve el problema de Ja transformación 
del semiplano superior en el recinto f) de la figura 78. Aquí tos 
vérticos son los puntos x;, 00, tz — ik, oo, y los ángulos corri 
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dientes son: 2m, —2a, 2x1, O. Insistamos en que sus preimágenes 
los puntos b, co, —1 y 0 (b > 0). Entonces por la fórmula (7. 
obtenemos: 
z -C | RN dtc, = 
do 
=c [$ (0 1)10—b m1] +E x 

Observamos de nuevo que C” y C” son números reales, y para 

determinar las incógnitas C’, C” y b obtenemos las ecuaciones: 


n= 0-1) b—b ln è] +0, trth 


ad [k+ e-m] e, 


o bien, 


Cs Uat +t inos rre 


Resolviendo la última ecuación respecto de b, calculamos des- 
pués C' y C”, con Jo que se termina la resolución del problema, Ob- 


(6) 


A 
AN | 4 0 
1 
1 
i 
| 
i 
i 
| 
1 


FIG. St, 


sérvese que en cada uno de los dos ejemplos considerados la existen- 
cia de raíz de la ecuación trascendente, negativa en el primer pro- 
blema y iliva en el segundo, se deduce de Ja existencia misma 
de la función que realiza la transformación, por lo cual no se nece- 
sita una demostración especial. 

Como último ejemplo, consideremos el polígono representado 
en la figura 81. Su frontera consta de 2n segmentos roctilíneos quo 
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parten del origen de coordénadas formando ángulos iguales entre 
sí. Como cada uno de ellos se recorre doblemente al recorrer el con- 
torno del polígono, nos encontramos con un polígono de 4n lados. 

Se pide transformar el círculo unidad | £ | < 1 en este polígono, 
de tal modo que el punto Z =0 vaya al punto del infinito. 


ni 


Escribamos los vértices de este polígono en su orden: 1, 0, e ™ , 
ñ 


bai 


iE EA en € P” „0. Los ángulos correspondientes son: 
2n, + , 2n, eS Eae a Ai ES . Comprobemos que sus preimágones en 


la circunferencia tienen que ser los vértices de un polígono regular 
de án lados. En efecto, debido al teorema de existencia, el soctor 


circular A"B'0; de amplitud ¿7 se puede transformar conformemente 

al 
eu el ángulo AOB de tal modo que los puntos 0, 1 ye 2% vayan 
a los puntos co, 1 y 0, respectivamente. Aplicando el principio de 
simetría a la función z = q (X) que realiza la transformación y al 
recinto 4*B"0;, hallaremos que la misma función (prolongada anali- 
ticamente) es analítica en el sector ABC” de amplitud doble y que 
transforma este sector en el ángulo AOC, de tal modo que los radios 
B'A' y B'C' se transforman en los rayos AB y CB, y el arco A“0;C” 
se transforma en la poligonal de dos lados AOC. Aplicando el prin- 
cipio de simetría a la función z = q (€), al recinto 4'B'C” y al 
segmento B'C”, y después a la misma función, al recinto C'B'D' 
y al segmento BD”, ote, hallaremos que la función q (£) so prolonga 
analíticamonte a todo el círculo unidad (en el origen de coordenadas 
ésta tiene un polo) transformando a éste conformemente en el polí- 
gono dado de 4n lados. En esta transformación las preimágenes de 
los vértices del polígono son los vértices de un polígono regular de án 
lados inscrito en el círculo unidad. 

Empezando a buscar esta función, observemos que ésta puedo 
obtenerse directamente efectuando la transformación indicada 
riormente del sector circular en e! ángulo. No obstante, como ej 
vicio, aplicaremos la fórmula (7.3:5). Como las preimágenes de los 
vérlices, por orden, comenzando desde la preimágen del vértice A, 

2 


(2n-1) mi 
son los puntos 1, e 2,2 7, ,.,, e 2H esta fórmula loma 
la forma 
E a E a 
220 |) re mya! e T) e 2) 
i 
E E ia 
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à 
amanet e 


a ; 
t armi rmi) dr C=C, EA N H Ca 


(M4 tv") 


No queda más que determinar las constantes. Con este fin, 
ES 


hacemos E=1 y ¿=e *%; obtenemos las ecuaciones: 


i F 
1=2"C,+C2, 0=Cz. 


Dofinitivamente, la función que realiza Ja transformación 
se puede expresar en la forma siguiente: 


1 
d n al 
[5040]. 

Puede obtenerse el mismo resultado de otra mancra. Mediante 
la` transformación z,=2" convertimos el plano en una superficie 
de Riemann de n hojas, y el polígono considerado en un recinto 
situado en esta superficie, con la frontera compuesta de 2n segmentos, 
cada uno de longitud igual a 1, los cuales se proyectan alternadamonte 
sobre los segmentos 10, 4] y [—1, Ol del eje real. 

Aplicando la transformación zı =4 {22 + 27"), transformamos 
esto recinto en el círculo unidad de n hojas (se debe tomar aquella 
rama de la función zs = z, + V 2 — Y que se anula en el punto del 
infinito). Finalmente, mediante la transformación E = Vz; envol- 
vemos el círculo de n hojas en ol círculo unidad de una hoja. 


Es obvio que las transformaciones 2, = 2", z =+ (ca + 27) 


y t= Vn efectuadas una tras otra, son equivalentes a la sola 
transformación 


EN 
zje] 


$ 8. FUNCION; MODULAR. CRITERIO DE NORMALIDAD. TEOREMA 
GRANDE DE PICARD Y RECTAS DE JULIA 


8.1. En oste apartado aplicaremos el principio de simetría a la 
construcción de una función importante que tiene numerosas apli- 
caciones teóricas. Señalemos en la circunferencia unidad del plano 
z tres puntos: A, B y C, y unámoslos dos a dos mediante arcos de 
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circunlerencias que sean ortogonales a la circunferencia unidad 
(Sig. 82). Estos arcos encierran un recinto Go, que es un triángulo con 
ángulos nulos. Transformemos conformemente Go en el semiplano 
superior w, de tal modo que los puntos A, B y C vayan a los puntos 
0, 1 y oo, respectivamente; entonces los arcos AB, BC y CA se con- 
vertirán en los segmentos [0, 1}, 11, œ] y [oo, 0) del eje rcal, res- 
A éstos los designaremos en el orden indicado así: I, 
Lyu 

Sea w = y (2) la función que realiza la transformación. Aplique- 

mos a ésta y al recinto Go el principio de simetría. Obtendremos que 


A 13 


FIG. 82, 


la función y (z) se prolonga analiticamente a través de cada uno de 
los arcos AB. BC y CA a los triángulos de ángulos nulos ABD, BCE 
y ACF, En virtud del principio de simetría, los valores que toma 
la función en cada uno de estos triángulos tienen que pertenecer al 
semiplano inferior y llenan completamente este semiplano. Apli- 
quemos ahora el principio de simetría a la misma función y n cada 
uno de los triángulos ABD, BCE y ACF. Hallaremos que ésta so 
prolonga analíticamente a través de sus lados 4D, DB, BE, EC, 
CF y AF a los triángulos de ángulos nulos ADK, DBL, BEM, ECN, 
CEO y PAP. En cada uno de éstos la función z (z) toma valores que 
Henan el semiplano superior 

Reiterando el proceso indicado de prolongación analítica, halla- 
remos que y (z) puede prolongarse analíticamente a todo el círculo 
unidad. En efecto, el recinto al cual se ha realizado la prolongación 
analítica, representa en cada etapa del proceso considerado un 
polígono cuyos lados son circunferencias ortogonales a la cirenn- 
terencia unidad. Precisando, al principio se tiene el triángulo ABC, 
luego resulta el hexágono ADBECF, en la siguiente etapa de la pro- 
longación analítica se obtiene el dodecágono AKDELBMENCOFP, etc. 
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Obsérvese que el proceso mismo de prolongación analitica so 
puedo efectuar aplicando el principio do simetría cada vez, no a los 
triángulos, sino a aquellos polígonos en los cuales la función ya so 
ha prolongado en la etapa anterior. Entonces, después del triángulo 
ABC se obtiene de nuevo el hexágono ADBECF, pero ya en la 
siguiente etapa se somete el hexágono a una transformación de 
simetría respecto de cada uno de sus seis lados, obteniéndose como 


FIG. 83. 


vesultado un polígono de 6 + 4-6 = 30 lados (que no está represen- 
tado en la figura). La aplicación del principio de simetría a sus 
lados permite prolongar la función y (z) a un polígono de 30 4-28 x 
x30 = 870 lados, cte. 

Para demostrar que todo punto del circulo va a pertenecer en 
cierta etapa a estos polígonos, es suficiente demostrar que las longi- 
tudes de los arcos de la circunferencia unidad, en Jos cuales des- 
cansan los lados del polígono (se tiene en cuenta cada vez el menor 
de los dos arcos con Jos extremos dados), tienden a cero a modida 
que el número de lados crece indefinidamente. Esto, a su vez, es 
consecuencia de que cada punto do la circunferencia unidad es un 
punto de acumulación para Jos vértices de los polígonos considerados. 
Supongamos lo contrario; entonces tiene que existir una sucesión 
de arcos encajados {oa} de la circunferencia unidad que unen los 
vérbices contiguos de los polígonos. los cuales se contraen hacia cierto 
arco ø que no contiene en su interior a ninguno de los vértices de 
los polígonos considerados. Unamos los extremos del arco o con mn 
arco r que sea ortogonal a la circunferencia unidad. Efectuando la 
transformación de simetría respecto de t, hallaremos en 6 unos 
puntos A”, B’ y C' simétricos a A, B y C (fig. 83). 
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Reflejando los polígonos considerados en aquellos lados suyos 
que se basan en Op, hallaremos que las imágenes de los vértices 4, 
B y C estarán arbitrariamente próximos a A’, B’ y C’ para n sufi- 
cientemente grando, y, por consiguiente, comenzando desde cierto 
n en adelanto, al menos uno de los vértices del polígono pertenece 
al arco ø (siendo distinto de sus extremos). De la contradicción 
obtenida se deduce que y (z) verdaderamente se prolonga analíti- 
camente a todo el círculo unidad. Como el recinto es simplemento 
conexo, esta función es uniforme en el círculo (teorema de monodro- 
mia). Por cierto, su uniformidad se debe a que el polígono reflejado 
está situado en cada etapa en la parte exterior de la circunferencia 
en la que descansa su lado y, por lo tanto, este polígono y el que se 
obtiene después de la reflexión, no tienen puntos comunes. De la 
construcción se deduce que y (z) toma infinitas veces en el círculo 
unidad cualquier valor complejo, a excepción de tres valores: 0, 4 
y co. Además, los valores del semiplano superior se toman en los 
triángulos rayados y los del semiplano inferior en los no rayados; 
los valores de Jos intervalos del eje real (0,1), (1, 00) y (—oo, 0) 
se toman en los lados de los triángulos designados por Í, [1 y III. 
La función w = y (2) determina una superficie de Riemann, la 
cual puede considerarse como compuesta de un conjunto infinito 
de ejemplares de semiplanos superiores e inferiores, de los cuales 
cada semiplano superior (inferior) está ligado con tres semiplanos 
inferiores (superiores) a lo largo de los segmentos I, 11 y HI del 
cje real. En la superficie construida la función inversa a la dada 
es uniforme y analítica y está acotada en valor absoluto (todos sus 
valores pertenecen al círculo unidad). Esta misma función, consi- 
derada como función de w (a ésta la designaremos sono, es 
multiforme y prolongable analiticamente a lo largo de cualquier 
curva continua que no pase por los puntos O, 1 y co. Entre los valores 
que toma w (w) en cierto punto hay uno, y sólo uno, que pertenece 
al triángulo cerrado ABC o que está situado dentro del triángulo 
ADB; a éste lo llamaromos valor principal de œ (w). 

Transformando el círculo unidad en el semiplano superior t, 
de tal modo que los puntos A, B y C vayan a los puntos 0, 4 yo, 
respectivamente, el triángulo ABC de ángulos nulos se transforma 
también en un triángulo de ángulos nulos, representado en la figu- 
ra 84. En este caso la función w = y (z) se transforma en una función 
w = À (f), Mamada función modular. 

La función modular es uniforme y analítica en el semiplano supe- 
rior. Esta se caracteriza en que transforma un triángulo de ángulos 
nulos con los vértices O, 1 y co en el semiplano superior, y lleva 
los vértices O, 1 y oo a los puntos 0, 1 y oo del eje real. Todas sus 
propiedades se deducen de las propiedades de la función w (2). 
He aquí, pues, que la función modular toma en un conjunto infinito 
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de puntos cada valor complejo, a escopción de los valores 0, 1 y oo. 
Los triángulos de ángulos nulos, rayados en la figura 84, se trans- 
forman conformemente mediante w = À (£) en el semiplano superior 
w, y los no rayados, en el semiplano inferior; Jos lados de los tri- 
ángulos que están señalados con las notaciones 1, 11 y II se trans- 
forman en Jos intervalos del eje real (0, 1), (1, œ) y (oo, 0). 
La superficie de Riemann (en el sentido propio de Ja palabra). 
determinada mediante la función modular, es idéntica a la superficie 
de Riemann de la función w = y (z). En efecto, una de ellas se 


FIG. 84. 


convierte en la otra mediante una transformación homográfica 
que transformo el círculo en el semiplano. Esta superficie de Rie- 
mam se llama superficie de Riemann de la fun- 
ción modular. 

8.2. Apliquemos Ja función w (w) del precedente apartado a la 
demostración del teorema pequeño de Picard, el cual se demostró 
en cl ap. 1.5 del cap. VII sólo para las funciones de orden finito. 


Teorema pequeño de Picard. Toda función entera 


f (2) = const toma cualquier valor complejo finito, a excepción, posi- 
blemente, de un valor. 


Demostración. Supongamos que para una función f (2) 
existen dos valores finitos a y b que ésta no toma. Entonces q (2) = 
LI es una función entera que no toma los valores O y 1. 
Por consiguiente, todos los valores de esta función pertenecen al 
recinto en ol cual está definida la función multiforme analítica œ (10). 


Fijemos una rama uniforme cualquiera de esta última función en 
un entorno del punto wọ = q (0). Entonces en este entorno obtenemos 
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un elemento de la función w (z), el cual es prolongable analítica- 
mente a lo largo de cualquier curva continua perteneciente al plano 
Finito y, por lo tanto, según el teorema de monodromia, delermina 
una función uniforme y analítica en el plano finito, es decir, una 
función entera, Como ésta está acotada en valor absoluto (sus valores 
pertenecen al círculo unidad), del teorema de Liouville se deduce 
que mp (z) = const. Pero esto, a su vez, es posible solamente cuando 
(2) = const y, por consiguiente, f (2) = const, lo cual contradice 
hipótesis del teorema. 
Así, pues, el teorema pequeño de Picard queda demostrado. 

Más adelante completaremos este teorema demostrando que una 
función trascendente entera loma cada valor finito, a excepción, 
posiblemente, de uno, en un conjunto infinito de puntos, 

Del teorema demostrado se obtiene fácilmente una proposición 
similar para las funciones meromorías. 


Teorema. Toda función meromorfa F (2) e const toma cual- 
quier valor complejo, a excepción, posiblemente, de dos. 


Demostración. Supongamos que para la función F (2) 
exislen tres valores a, b y e que ésta no toma. Si uno de ellos, por 
ejemplo c, es igual a œ, entonces F (z) s const es una función entera 
que no loma dos valores finitos a y b, lo cual es imposible. Así 
puos, los números a, b y e son finitos. Formemos la función 


ésta es una función meromorfa que no toma el valor oo, por lo cual 
es entera y, además, Y (z) 3% const. Por otra parte, WD (2) no toma 


y 1 ER 
dos valores finitos a i Resulta de nuevo una contradicción 


con el teorema pequeño de 'd, de donde se deduce que la propos 
ción que se demuestra es cierta. 

Son ejemplos elementales de funciones meromorfas con dos 
valores excepcionales las funciones e* (los valores excepcionales son: 
0 y œ) y tgz (los valores excepcionales son: ¿ y —i). 

8.3, Apliquemos las propiedades de la función œ (w) para obtener 
un criterio suficiente muy amplio de normalidad de una familia 
de funciones analíticas, Recordemos (véase el ap. 1.1, cap. 1V) 
que una familia de funciones {f (2)). uniformos y analíticas en un 
recinto G, so llama normal en este rocinto, si de cualquier sucesión 
de funciones {fn (z)) de esta familia se puede extraer una subsuco- 
sión que converge uniformemente (posiblemente, al infinito idéntico) 
en el interior del recinto G. 

Criterio de normalidad. Para que una familia de 
funciones {f (2), analíticas en un recinto G, sea normal, es suficiente 
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que existan dos valores finitos a y b que no se toman en este recinto por 
ninguna de las funciones dadas. 


Demostración. Está claro que es suficiente establecor la 
normalidad de Ja familia dada en cualquier círculo perteneciente 
a G (compárense los razonamientos expuestos en el ap. 1.4, cap. 1V). 
Esto significa que desde el comienzo se puede considerar que G cs 
un círculo. Sustituyamos cada una de Jas funciones f (2) por y (2) 


LR. Entonces obtenemos una familia de funciones (4 (2)) 
«ue no toman los valores O y 1 en el círculo G. Si se demuestra que 
la familia (q (2)) es normal, de aquí se deducirá que la familia 
{f (2)) también lo es. 

Consideremos una sucesión arbitraria de funciones (q, (2)) 
y la sucesión de valores de estas funciones en algún punto 2, EG. 
Distinguiremos dos casos: a) {Pn (£0)) poseo un punto de acumula- 
ción distinto de 0,1 y oo; b) tal punto de acumulación no existe. 
En el caso a), pasando si es necesario a subsucesiones, tendremos: 


lim qa (20) = a 0, 1, œ. 


nom 


Fijemos un entorno del punto æ lan pequeño que no contenga 
a Jos puntos Ù, 1 y co, y elijamos en el mismo una rama uniforme 
de la función 6 (w), por ejemplo, exigiendo que el valor œ (a) = p 
sea principal (o sca, que pertenezca al cuadrilátero ADBC fig. 82; 
se excluyen de éste los puntos de Jos lados AD y DB). Como, para 
valores Sulicientemonte grandes de n, los puntos q, (20) pertenecen 
al entorno asignado, obtenemos en un entorno del punto zp los elo- 
mentos de las funcioves analíticas wp, (z), donde los valores de œ 
pertenecen a la rama elegida. Cada uno de estos elementos puedo 
prolongarse analiticamente a todo el círculo G, puesto que (u (2) 
son funciones analíticas en este círculo y todos sus valores pertenecen 
a aquel recinto en que la función e (w) no posee puntos singulares. 
Como resultado de la prolongación, se obtienen funciones œf, (2) 
uniformes y analíticas en el círculo G, que satisfacen a la condición 
lim Pn (20) = P. Todos los valores de estas funciones pertenecen 


nao, 

al círculo unidad. Por ello, la sucesión {wn (2)) forma una familia 
compacta (véase el ap. 2.1, cap. IV), es decir, contiene una subsuce- 
sión £0qn, (2)) que es uniformemente convergente en el interior 
de G. Sea Q (z) = lim wQ», (2); esta función satisface a Ja condición 
Q (20) = P y como |P |< 1, Q (2) no puede ser una constante de 
valor absoluto igual a 1. Como | oq», (2) | <1 en el recinto G, 


se tiene | Q (2) | < 1 en este recinto y, en ud del principio del 
módulo máximo: |Q (z) |< 1, 2€6 (si se verificase la igualdad 
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on algún punto del recinto G, sería | Q (z) | = 1, lo cual, como se 
ha observado, es imposible). 

Consideremos un circulo cerrado K perteneciente al recinto G; 
la función t = Q (z) transforma este círculo en un recinto cerrado D 
perteneciente al círculo unidad. Por consiguiente, la función w = 
= y (1) es uniformemente continua cn D, de donde se deduce que la 
sucesión (x0Pn, (2) = qn, (2)) converge uniformemente on K hacia 
la función %Q (2). Así, pues, en el caso a) existe una subsucesión 
(qn, (2)) de la sucesión (q, (2)) que cs uniformemente convergente 
en cl interior de G. 

No queda más que considerar el caso b) en que la sucesión 
{iPa (20)) no posee otros puntos de acumulación más que 0, 4 y oo. 
Sea 1 un punto de acumulación de esta sucesión. Sin restringir genc- 
ralidad, se puede suponer entonces que lim q, (20) = 1. Formamos 

Roco 


la función 


qn (a) 
Mn (2) A, 


asignando a Lnq, (2) en el punto z el valor principal, de modo 


que * 
lim Ln qa (20) 0, 
no 


y prolongando analíticamento los elementos respoclivos de las 
funciones Ln q (z) en el círculo G (tal prolongación es posible, puesto 
que q, (2) no Loma los valores O y oo en el recinto G). Como resultado 
de la prolongación se obtienen unas funciones y, (z) uniformes y ana- 
líticas en el círculo G. Estas no toman en éste los valores 0, 1 yo, 
puesto que Ln q, (2) + — 2xi, 2ni. 00. En el punto zp se tione: 


lim iha (20) = 440, 4, oo. 
10 
Por lo tanto, se pueden aplicar a la sucesión (1, (2)) los razona- 


mientos expuestos en el caso a), es decir, existe una subsucesión 
(bn, (2) que converge uniformemente en el interior de G hacia 
cierta función Y (2). Como ninguna de las funciones pa, (2) toma 
el valor 1/2 en el recinto G, la función límite Y (z) no tiene que tomar 
esto valor, si ésta no cs constanto (esto se deduce del teorema de Hur- 


witz, ap. 3.5, cap. IV). Pero Y (z) = lim yy (20) = +; por con- 


siguiente, Y (z) =+. De aquí se deduce que las ramas uniformes 
elegidas de Ln q,, (z) en el recinto G, convergen uniformemente 
en el interior del recinto hacia O, y la sucesión de funciones (qa, (2)} 
converge uniformemente hacia 4. 
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Si en lugar de la relación lim Pa (2) = 1 se cumpliese la relación 
naco 
lim q, (2) = 0 o lim q, (2) = œ, consideraríamos la sucesión de 
pe now 


funciones {1 — q, (2)), o fi - za . Las funciones de cada una 
de éstas son analíticas en el recinto G y no toman los valores 0, 1 
y co. Además, la sucesión de sus valores en el punto 2, converge 
hacia 1. Aplicando a eJlas el caso particular examinado, hallaríamos 
que ((n (2)) contiene una subsucesión que converge uniformemento 
en el interior de G hacia 0 o oo, respectivamente. Con esto se termina 
la demostración del teorema. 

8.4. Apliquemos el teorema del precedente apartado a la demos- 
tración del teorema grande de Picard enunciado en el ap. 3.1, 
cap. IV 


Teoroma grande de Picard. Toda función analiti- 
ca f (2) toma en un entorno arbitrario de un punto singular esencial zo 
cualquier valor finito, a excepción, posiblemente, de uno. 


Demostración. Sin restringir generalidad, hagamos zı = 
= () (se obticne este caso haciendo la transformación E == 2 — Zo 
of. +) . Supongamos, por el contrario, que f (2) posee dos valores 


excepcionales finitos a y b on un entorno |z | < R del punto zọ = 0. 
Construyamos los anillos circulares 


M(h<ii<r). n(g<ll<z)... 
co Ta <ll< 3). Le 


con el centro Zo, y formomos la sucesión de funcionos 


z 


hosti) o nOs (3). 


La función f, (z) toma en el anillo To los mismos valores quo la 
función f (z) en el anillo T,. Por ello, {fn (2)) es una sucesión de fun- 
ciones uniformes y analíticas en el anillo Po, las cuales no toman los 
valores a y b, y, por lo tanto, es una familia normal. Extraigamos 
de ésta una subsucesión {fn, (2)) que sea uniformemente convergente 
on el interior de Ty. Supongamos primero que la función límite 
F (2) 5% œ. Entonces el módulo | F (2) | está acotado en la circun- 


ferencia |z | =p, $< p< R, y, por consiguiente, las funciones 
{fan (2)) están uniformemente acotadas en esta circunferencia. 
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Esto significa que la función f (z) satisface a las condiciones 
VOIM, j=- (=1,2...) 


y, por consiguiente, debido al principio del módulo máximo, satis- 
face a la condición 


OIM, 0<|zi<p. 


Pero esto es imposible, puesto que z = 0 ts un punto singular esen- 
cial de la función f (2). 

Si F(z) = œ, la sucesión de funciones analíticas ny (2) 

1 


y» Converge uniformemente hacia cero cn cl interior 


Fun 


de Po. De aquí, razonando igual que anteriormente, sacamos la con- 


+ está acotada on un recinto 
a 


de la forma 0 < | 2 |< p, de donde se deduce que el punto z = 0 
es regular para q (2) y, por consiguiente, no puede ser un punto singu- 
lar esencial para f (2), en contra de la hipótesis del Leorema. El teore- 
ma queda demostrado. 

De ésto se desprende el teorema pequeño de Picard con el siguiente 
enunciado más fuorte: 

Toda función trascendente entera f (2) toma en un conjunto infinito 
de puntos cualquier valor finito A, a excepción, posiblemente, de uno. 

Bu efecto, si dos valores finitos « y b se toman solamente en un 
número finito de puntos, entonces tiene que existir un entorno del 
punto dol infinito en el cual no se toman estos valores, lo cual con- 
tradice al teorema demostrado (z = œ es un punto singular esencial 
para f (2). 

EL lector puede demostrar fácilmento que se verifica un aserto 
más general; 

Una función trascendente f (2) que es meromorfa en el plano finito, 
toma en un conjunto infinito de puntos cualquier valor finilo, a excep- 
ción, posiblemente, de dos. 

Analizando Ja demostración del teorema fundamental do este 
apartado, se puede obtener una proposición más gencral, Sea, igual 


que anteriormente, fa (z) =F (35); introduzcamos los anillos 


clusión de que la función q (2) = 


circulares 
n v R R 
A<lil<R), F<lil<z). 


ss Ti (y <ll<gE)+-- A 


que se interceptan unos con otros. 
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Demostremos que la familia de funciones {fa (2)) no puede s 
normal en el anillo T,. Supongamos lo contrario. Entonces e: 
subsucesiones de esta sucesión que son unilormemente convergentes 
en c} intorior de I, en particular, son unilormemente corvergentes 
en el anillo cerrado ripelz |<-F). La función límite F (2) 
de cualquiera do las subsucesiones tiene que ser idénticamente infini- 
ta; suponiendo Jo contrario estableceríamos, razonando igual que 
en la demostración del teorema grande de Picard, que Ja [unción 
$ (2) está acotada en valor absoluto en un recinto de la forma O << 
<|2|<p, lo cual es imposible. Pero si cualquier subsucesión 
(fm, (2)) que converge uniformemente en T converge hacia el infi- 
nito idéntico, de aquí se deduce que toda la sucesión (f, (2)) convergo 
uniformemente hacia el infinito en T. En caso contrario tendrían 
que existir un número positivo N, una sucesión de puntos (z,), 
pertenecientes a T, y una sucesión creciente de números naturales 
{na}, tales que |fn, (cx) |< N. Pero esta conclusión contradice 
a que la subsucesión (/n, (z)) tieno que contener dentro de sí otra 
subsucesión Hn (0) que converge uniformemente hacia œ en P. 


Así, pues, de Ja hipótesis de que la sucesión {fn (2)) es una familia 
normal en Fi, se deduce que {fn (2)) converge uniformemente hacia 
el infinito en T. Por ello, para un N arbitrariamente grando, en los 
puntos del anillo T se vorifican las desigualdades |f, (2) | > N, 
si n es sulicientemente grande. En otras palabras, 


Ir) ]>w si 12M y zer. 


p ` R A z 
Cuando z recorre el anilo rF< ie |<). el punto sy 


; t R 
recorro el anillo y (gir < 12l < ger) 


(n=w,v +1, v +2, ...) se interceptan unos con otros cubriendo 
todo el recinto 0< |3 | <—Ż 


Los anillos y, 


y- Por consiguiente, en todos los 


puntos do este recinto se verifica la desigualdad 
1 1>N. 

En otras palabras, 
lim f (2) = œ, 
0 


Jo cual, no obstante, es imposible, puesto que z = 0 es un punto singu- 
lar esencial de la función f (2). 

Por consiguiente, hemos demostrado que la familia £f, (2)) 
no puede ser normal en el anillo T4. De aquí se deduce que en este 
anillo existe al menos un punto £ tal, que en cualquier entorno del 
338—1234 
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mismo la familia (f, (2)) no puede ser normal. En efecto, si todo pun- 
to dol anillo T; poseyese un entorno en el cual la familia (f, (2)} 
fuese normal. entonces esta familia sería también normal en I. 

Sea |z—¿|<e un entorno arbitrariamente pequeño del 
punto E. Como la familia {fn (z)} no es normal en este entorno, las 
funciones de esta familia on su conjunto toman en el mismo todos 
los valores finitos, a excepción, posiblemente, de uno. Mejor dicho, 
para cualquier valor finito A, a excepción, posiblemente, de un valor 
Ao, existen funciones fn, (z) de subíndices n, arbitrariamente gran- 
des, que toman el valor A on cierto punto z} perteneciente al entorno 


A E i 2 ian- 
dado. Observando que fn, (2) = (5) y designando Sy median 
te ča, obtenemos: 

F (a) =4. 


Está claro que la sucosión {ta} converge hacia el punto z = 0 
y está contenida dentro del ángulo limitado por los rayos que parten 
del punto z = 0 y son tangentes a la circunferencia |z — ¿[|< e. 
Como el punto E está fijado y e es arbitrariamente pequeño, obtenemos 
la siguiente proposición: 

Teorema. Para cada punto singular esencial zo de una función 
analítica f (2), existe al menos un rayo que parle de este punto tal que 
en cualquier ángulo, simétrico respecto de dicho rayo, la función f (2) 
toma cualquier valor finito, a excepción, posiblemente, de uno, en una 
sucesión infinita de puntos que converge hacia zo. 


Es obvio que este teorema cs una precisión del teorema grande 
do Picard. Más exactamente, el teorema de Picard no dice cómo 
ostán situados los A-puntos de la función f (z) en un entorno del 
punto singular esencia), mientras que el último teorema alirma que 
para cualquier A, a excepción, posiblemente, de uno, un conjunto 
infinito de A-puntos se agrupa en las proximidados de cierto rayo 
(puede haber unos cuantos rayos de éstos e incluso un conjunto infi- 
nito). 

1] rayo (o los rayos), cuya existencia demuestra el teorema, 
so llaman rayos de Julia, que es el nombre del científico 
que los descubrió. 

El caso zo eo se reduce al que acabamos de examinar mediante 


$. En particular, para las funciones enteras 


la transformación E 
obtenemos la proposición siguionto: 

Teorema. Sea f (z) una función trascendente entera; entonces 
en el plano ezisten unos puntos, distintos del origen de coordenadas, 


tales que en cualquier entorno de los mismos la familia {f (2"2)) no 
es normal. El rayo que parte del origen de coordenadas y pasa por tal 


$ 8. RECTAS DE JULIA E 


punto, posee la propiedad de que un ángulo de magnitud arbitrariamente 
pequeña, simétrico respecto de este rayo, contiene un conjunto infinito 
de A-puntos de la función para cualquier valor finilo A, a excepción, 
posiblemente, de uno. 

Como ejemplo, consideremos la función e*. Esta posee dos rayos 
de Julia, dirigidos por las partes positiva y negativa del eje imagina- 
rio. En efecto, si A 0, entonces las raíces de la ecuación e? = A 
son: 


a= Ln A=1n|A|+iarg A+ 2kni. 


Supongamos, para precisar, que Æ cs positivo. Como la tangente 
del ángulo formado por el vector zz y la dirección positiva del eje 
imaginario es igual a IAS ésta tiende a cero cuando k 
crece indefinidamente. De aquí se deduce que los puntos 24, Comen- 
zando desde uno de ellos en adelante, pertenecen a cualquier ángulo 
fijado que sea simétrico respecto de la parte positiva del eje imagi- 
nario. Para k negativos y para la parte negativa del eje imaginario 
se obtiene un resultado similar. Obsérvese que aquí todos los puntos 
del eje imaginario son tales, que en cualquiera de sus entornos la 
familia (e2%2) no es normal. En efecto, en cada uno de ellos | ¿2% | = 
= 4, mientras que en los puntos que están situados en los semiplanos 
de la dorecha y de la izquiorda, la sucesión (e2”*) converge hacia co 
y 0, respectivamente. De aquí se deduce que para los puntos del 
eje imaginario no exisle un entorno en el que la sucesión (022) 
sea uniformemente convergente. 


APENDICE 


SOBRE LA BASE EN EL ESPACIO 
DE LAS FUNCIONES ANALITICAS 


1. Consideremos el conjunto de todas las funciones uniformes 
de la variable compleja z que son analíticas en el círculo |z | < R 
(0< R< œ}. Si {rn} es alguna sucesión monótona creciente de 
números positivo; „ue satisfacen a la condición lim r, = R, entonces, 


pee 
determinando la norma de una función analitica / (z) mediante la 
relación 

max 17()1 


IO I= Ar 
1 [i 


podemos considerar este conjunto como un espacio lineal E y, de tipo 
FP"). De acuerdo a la norma admitida, la convergencia en este espacio 
se define como la convergencia uniforme de la sucesión de funciones 
analíticas en cada conjunto cerrado de puntos del círculo |z |< R. 
Está claro que este espacio no es de Banach, Es sabido?) que cual- 
quiera que sea la definición de la norma no se puedo llegar a obtener 
aquí un espacio do Banach, si se admite la convergencia cn el sentido 
indicado, 

2, Una funcional lineal defi: 
en la forma 


ida en £ y siempre se puede expresar 


a 


La EA, o) 


sis funcional so 


1) Las definiciones y resultados fundamentales del a 
rati es, Warszawa, 


dan en el libro de $. Banach, T 
1932. 


3) P. Urysoh n, Sur un probléme de M. Fréchet relatif aux classos des 
fonctions holomorphes, Comptes rendu du Congrés des Sociétés savantes on 
1924, Scionces. 
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donde Tim TL] =1<R. En efecto, si se cumple la última 
2 
condición, la seric (1) es convergente para cualquier f (z) € En 
ATTE a 
esto que lim >); por ello, su suma define 
(peto uE J [EE] <p); por al, xo ms 


ny 
una funcional en E y que, evidentemente, es adiliva, Por otra parte, 
si Ll <r<R, se tiene: 


Ș Lal 
J <o, 
0 
y, por consiguiento, 
S Lal 
LL (N< max |f (e) | D) > 
<r A 
Do aquí se deduce que Zn (f) — 0 cuando f (z) +0 (0 os el coro del 
espacio E y, es decir, la función que es idénticamente mula), Rosu- 
miendo, L (f) es una funcional lineal. Recíprocamente, si £ (f) es 


alguna funcional lineal en E, entonces, haciendo L (2") = lm 
se tiene: 


ni 


o 3 2n. 
0 0 


Si se supone que Tim YT 1, |> R, entonces existe una subsucesión 
marco 
infinita de números 1, distintos de cero: {ln}, para los cuales 


n e Sy 
lim vi h,,1>2R. La función F (a) = i pertenece a Ep, 
A par] 
por lo cual, la serie $} —h, tiene que ser convergente, lo cual, 

5 
evidentemente, es imposible. Por lo tanto, mV IL 1<k. 


noo 
En virtud de la condición demostrada, la función 


o0= NA © 


o 
es analítica en el punto del infinito y «w(0o)=0. Por esto, L (1) 
también puedo expresarse en la forma 


L= | +00. 
de Igi=o<R 


$) Compárese con L. Fantap 
della Reale Academia Nazional dei Lini 


, L funzionali analitici, Memorie 
» Serie sesta, Vol. 111, Fase. XI. 
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3. Desde el punto de vista de los problemas generales de la teoría 
de aproximaciones y desarrollos de las funciones en series, el espacio 
Ep es de un interés particular. Esto se justifica, por una parte, por 
aquel papel que desempeñan las funciones analíticas eu el análisis 
y, por otra parle, por el carácter muy general del espacio E y, que 
no entra en los marcos de los espacios de Banach, En este artículo 
nos dedicaremos al problema de la base en Æp, es decir, a buscar las 
condiciones que hay que imponer a una sucesión de funciones {fn (2)} 


para que cualquier función f (2), f (z) € Ep, pueda expresarse en for- 
ma de una serie 


16) =Hotala 


y, además, de un modo único. Conviene indagar este problema divi- 
diéndolo en una serie de problemas separados, dispuestos en un orden 
de subordinación. Ahora pasamos a ello, observando que el caso 
más general (el csludio de los problemas aquí considerados para el 
espacio de las funciones analíticas en un recinto simplemente conexo 
arbitrario) se reduce al considerado transformando conformemente 
el reciuto en un círculo. 

4. Sea {fn (2)) alguna sucesión de funciones de Ep. Diremos que 
ésta es completa), si la cápsula lineal cerrada de {fn (2) 
coincide con Ep, es decir, si cada función f (z), f (2) € En, puede 
expresarse como el límite de una sucesión de polinomios respecto 
de {fa (2)) (llamamos polinomios aquí a las combinaciones lineales 
de la forma cofo (2) +... + Cafn (2). 

5. Si {fa (2)) es una sucesión completa (a veces diremos; sistema 
compis, entonces toda función f (2), f (2) € £ y, se expresa en la 
orma 


1 (2) = lim pn (2) = im (8 fo (3) +... + e8 fn (2). (3) 


Por lo general, las columnas de los coeficientes {c} (k =0, 1, 
2... C? =0 para n< k) son divergentes. Claro que es fácil 
demostrar que siempre se puede elegir la sucesión {Pa (2)) de tal 
modo que exista el límite lim ef? para todos Jos k; pero, general- 


mento, estos límites dependen de la elección de {pa (2). Para que 
ollos no dependan de (p, (2)) os necesario y suficiente que del cum- 


4) En el libro citado do S- Banach se omplean en este sentido los tér- 
minos: sucesión fundamental o cerrada. 
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plimiento de las relaciones 
lim pn (2) =lim ($ fo (2) +... +05 70 (2) =0 
narco nao 


siompro se deduzca que lim c$? = 0 (4) 
nso 


E E 


Es obvio que las funciones {fn (2)) que satisfacen a esta última con- 
dición son linealmente independientes y, además, no admiten desa- 
rrollos no triviales del cero. Pero un sistema de funciones lineal- 
mente independiente que no admita desarrollos no triviales del cero, 
puede no satisfacer a la condición (4), como muestra el ejemplo del 
sistema 1, 1 +2... 1+2%... en el espacio E, (aquí 
Jim p, (2) = lim Yo (2) — fn (2)) = 0). Estas observaciones justifi- 


neo noo 
can la definición y denominación siguientes”). Un sistema de funcio- 
nes {fa (2)) se ilama sistema de independencia 
lineal reforzada en Ey (abreviadamente, sistoma do 
1.Lr), si se cumplo la condición (4), es decir, si de la convergencia 
a cero de una sucesión de polinomios respecto de {fn (2)) se deduce 
la convergencia n cero de cada una de las columnas de la matriz 
de los coeficientes de estos polinomios. Esta definición no supone 
que el sistema {fn (2) sea completo; no obstante, aquí lo aplicaremos 
solamente a los, sistemas completos 

6. Si {fa (2)) es un sistema completo de i.Lr. y f (2) es alguna 
función de Æg, entonces de (3) se deduce que existen los límites 


lim AP =c=£r ()  (k=0, 1, 2, --.). (5) 
noo 


La (f) son funcionales aditivas y, en virtud de la propiedad de 
ilr, (4), son ¡continuas en Ln, es decir, son funcionales lineales. 
Está claro que 


Lx(fm)=Sm (k=0, 1, 2, .--;m=0,1, 2, ...), (6) 


$) Aquí se tiene en cuenta el primer capítulo de mi trabajo « Algunas cucs- 
tiones do la teoría de la aproximación y del desarrollo de Jas funciones en sories » 
El artículo presente es una exposición de una parte esencial del segundo capítulo 
de este trabajo. 

8) A. Markushévich, Sobre la baso (en el sentido amplio de la 
palabra) para los espacios lineales (A- M a p R y iu © B ma, O Gaanco Se mporn 
emsicne caoga) qa amnoñnex mpocrpancrs, Mona AH CCCP, XI (1943), 
Ne 6, erp. 241—243); « Generalización de un teorema do D. E. Menshov 
(«OGo6memie onuoit reopexsi Jl. E. Mensuionu», Matem. c6., 15(57), 433—430). 
Desde un punto de vista un poco distinto y sólo para un espacio de Hilbert, 
los sistemas de independoncia lineal reforzada fueron estudiados antes bajo 
el nombre do sistemas minimales por S. Le w in, en su trabajo « Über einige 
mit der Konvergenz im Mittel verbundenen Eigonschaften von Funktionentol- 
gen», Math. Zeitschrift Bd. 32, S. 49—511. 
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donde Örm = 0 para k 2 m y 05, = 1, es decir, {fa} y {Ln} forman 
un sistema biortogonal. Recíprocamente, si un sistema completo 
de funciones (f, (z)) admite un sistoma de funcionales lineales que 
es biortogonal con él, entonces, evidentemente, es un sistema de 
i.Lr. Así, pues, la existencia de un sistema de funcionales lineales 
{Ln} que sea biortogonal con el sistema completo {fn (2)) es un cri- 
terio de i.L.r. del sistema (f, (2). 

Señalemos otro criterio más de sistema do i.l.r., que se demuestra 
Fácilmente. Para que un sistema {fn (2)) sea de i.l.r., es necesario 
y suficiente que para cualquier ny la distancia de fn» (z) a la cápsula 
lineal cerrada del conjunto fọ (2), ..., fag-1 (2), Íno +1)... 
sea distinta de cero. 

7. Sea {fn (z)} un sistema completo de i.l.r. y sea {Lp} un sistema 
de funcionales lineales, biortogonal con (fa (2)) (ffn (z)} determina 
a se sistema de un modo único). 

i 


LAPEL (Potae mV =R, (1 
A er 


a las funciones 
> y 


n=  (M=0,1,2,...) 


las llamaremos asociadas con {fa (2)). Cuando R < œ, 
las funciones 6, (E) pueden determinarse mediante Jas relaciones: 


a= (5) >M. (8) 


8. En el caso do un sistema completo do i.l.r. (f,(2)), a cada 
función f (2) € Ep so le asocia su desarrollo respecto de las funcio- 
mes (fu (2) 


Ha~ pa La (f) fn (2). (9) 


Si alguna serie de la forma 2 Cnfn (z) converge hacia f(z), o por 


lo menos posee una subsucesión de sumas parciales que converge 
hacia f (2), entonces, debido a la i.L.r de {fn (2)) 


m=En(f)  (n=0,4, 2, ...). 


Pero si, recíprocamente, se sabe que la serie (9) converge hacia 
cierta función F (2) (o posee una subsucesión de sumas parciales que 
converge hacia F (2), entonces no so puede generalmente afirmar 
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que F (2) = f (2). Podemos convencernos de esto en el ejemplo del 

sistema 4, 142 142428... 1+2+...+2%,... nm 

el espacio E,. Es obvio que éste es completo; su i.l.r. es consecuencia 

de la existencia de un sistema de funcionales lineales que es biorto- 
gonal con el mismo: 

TO. ¡O 

La (N= a GA) 


Pero aquí la función f (z) 3 € E, posee un desarrollo cuyos 

coeficientes son todos ceros {Lp (f) = lim Ly (1 +... +2) = 
nao 

= lim Zn (f) = 0} y el cual, por consiguiente, converge hacia 


n-ro 
F (2) = 0 Æ f (2). 

Diremos que una sucesión de funcionales lineales {Ln}, definidos 
en Eg, posee la propiedad de unicidad, si de las rela- 


ciones 
£Ln(f)=0 (n=0,1,2,...), f(2)€Pn y 
se deduce que f(2)=0. 


Esta definición no exige que el sistema {Lm} sea biortogonal con 
algún sistema de funciones {fn (2)). 

9. Un sistema completo de i.L.e. {fn (2)), para el cual la sucesión: 
correspondiente de funcionales lineales (biortogonal con {fn (2))) 
posee la propiedad de unicidad, lo llamaremos base en el sentido. 
amplio del espacio Æ y”). En este caso, la serie (9) no puede converger 
hacia una función F (2) distinta de f (z), del mismo modo que no puede 
poscer una subsucesión de sumas parciales quo converja hacia 
F (a) = f (2). Por lo tanto, en el caso de una base en el sentido amplio 
de la palabra, ol desarrollo (9) puede converger hacia f (z), o puedo 
poseer una subsucesión de sumas parciales que converja hacia FAON 
o finalmente, puede no poseer subsucesiones de sumas parciales 
convergentes. Correspondientemente a esto, las funciones de) espacio 
Ey se dividen en tres clases: A, B y C (en el orden de enumeración). 
La primera do éstas nunca es vacía (pues forman parte de ella, por 
ejemplo, todos los polinomios respecto de {fn (2))). El ejemplo del 
sistema ((2 — a)") (æ = 0, |æ |< 1) en el espacio Æ, muestra 
que la clase C puede ser no vacía. Este sistema ropresenta una base 

. en el sentido amplio do la palabra (aquí las funcionales lineales que 
son biortogonales con ((z —a)") tienen la forma La p=-20; 
éstas, evidentemente, poseen la propicdad de unicidad). En este 


(10) 


7) Véaso el primer artículo de los señalados en la llamada 6). 
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ejemplo figura en la clase C la función 
$ 
cm 


1 1 1 
“Hr A E—=D"+... 


En efecto, ninguna subsucesión de sumas parciales de su desarrollo 
puede converger fuera del círculo 


|[z—a]<|1—a] 


(esto se comprueba mediante un cálculo simple). Se puede demostrar 
que toda función de la clase C siempre se expresa en forma de una 
suma de dos funciones de la clase B (claro, la expresión no es única)?). 
Por lo tanto, la clase B no puede ser vacía si la clase C no es vacía. 
Sería interesante cerciorarse de que es justo lo recíproco. 

10. Cuando las clases B y C son vacías, es decir, cuando el desa- 
rrollo (9) según los elementos de la base en sentido amplio de la pala- 
bra es convergente para cualquier función del espacio Æp, la base 
en sentido amplio se convierte en una base en sentido estricto de 
la palabra, es decir, simplemente en una base (véase más arriba el 
ap. 1). En otras palabras. una sucesión de funciones ff, (2)) que 
satisface a las condiciones: 

(0) {fn (2)) es un sistema completo (en Æp); 

(B) {fa (23) es un sistema de iLr.; 

(y) la sucesión de funcionales lineales (L,) que es biortogonal 
con {fa (2)) (ésta existe en virtud de ($)) posec la propiedad de unì- 
cidad; 

(8) para toda función f (z) € Ex su desarrollo sogún las funciones 
{fa (2)) es convergente; 
es una base de Ep. 

Js cierto lo recíproco: si un sistema {fn (2)) es una base de Ep, 
entonces se cumplen todas las condiciones (œ) — (6). 

Sólo se necesita demostrar la propiodad (B). Para un espacio 
«le tivo Banach los razonamientos correspondientes se pueden hallar 
en el libro de S. Banach!) (pág. 111). Estos razonamientos pueden 
extenderse también a los espacios de tipo F, basándose para esto en 
algunas propiedades de estos espacios, señaladas por S. Mazur 
y W. Orlicz®, 

En resumen, un sistema (f, (z)} es una base de Ep cuando, y sólo 
cuando, se cumplen las condiciones (a), (B), (y) y (6) de este apartado. 
Señalemos que sólo el cumplimiento de las primeras tres condiciones 


$) Véase el segundo artículo de los mencionados en Ja llamada $) y también 
el artículo del autor « Sohre la aproximación óptima > (+0 munyantes mpnőan- 
aos, Hora AH CCCP, 4944). 

% S. Mazur und W. Orliez, Uber Folgen linearer Operationen, 
Studia Math., t. IV, 1933. La demostración completa se expono en el primer 
<apítulo del trabajo mencionado en la llamada 5). 
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(a), (B) y (y) significa que {fn (2)) es una base en el sentido amplio 
de la palabra. 

En correspondencia con las condiciones (œ) — (8) el problema 
de la base se divide en los problemas siguientes: 

(a) problema de complitud para un sistema de funciones {fa (2)); 

(b) problema de i.Lr. para un sistema (fp); 


(c) problema de unicidad para un sistema de funcionales lineales 
{Marj 


(d) problema de convergencia para las series Y Ly (f)-fa (3) 


7 
(aquí {fn (2)) reprosenta una base en el sentido amplio de la palabra). 
Pasamos ahora al estudio de estos cuatro problemas, comenzando 
con (a) y (e), que son los centrales y están estrechamente ligados 
entre sí. 
u 


4. Comenzaremos por estblecer unos conceptos que represontan 
la gonoralización de la transformación clásica de Morel empleada 
en la teoría de las funciones analíticas. 

Sea F (z, t) una función de dos variables complejas, analítica 
respecto de cada una de ellas en los círculos 


lal<R y II<P ((UEZR<ow, 0<P< o) 


respectivamente, y, por consiguiente, analítica respecto dol conjunto 
de las dos variables z, £ en el recinto tetradimensional; |z | < R, 
1% I< P. Designaremos con E y A todas las funcionales lineales 


z 
posibles definidas en los espacios Er y Ep, respectivamente. Los 
conjuntos de las funciones 


aer Di=16Y y {LIF M= eO 


representan unos subconjuntos O y Q de los espacios E y Ep: 
0cEn  2C Ep. 


Dicemos que estos conjuntos están engendrados por la 
función F (z, €) (y que son conjugados respecto de F (z, £)). 

Como ejemplo, hagamos X (z, t) = e% (R = P = 00). En este 
caso los espacios Ep y Ep son idénticos y, además, coinciden entre 
sí O y Q (debido a la simetría de F (z, ¢)). Una funcional lineal 
arbitraria en £o tiene la forma 


S m0 
Ly da, 
o 
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(véase el ap. 2.4); por esta razón, las funciones engendradas por 
F(z, E) tienen aquí la forma 


e0=L()=Y E n= Na (11) 
o laj=r>a o 


o sea, representan el resultado de aplicar la transformación de Borel 


a a i EON 
a la función Da la cual es analítica en el punto del infinito. 
o 


De la condición Tim V Ja, | =a < œ se deduce que q (2) es una 


mo» 
función entera de tipo exponencial (es decir, es una función de orden 
inferior a la unidad, o de orden igual a la unidad poro de tipo finito). 
Recíprocamente, toda función de tipo exponencial puede expresarse: 
en la forma L (e%). Así, pues, en este ejemplo el conjunto Q = Q 
es la colección de todas las funciones enteras de tipo exponencial. 

2. lixaminomos un ejemplo más general, en que £ (z, $) = 


= f (2%) y f) = DA Cnz" es una función analítica en el recinto 
lz | <R'. Podemos considerar a F (z, E) como una función anali- 
tica en el recinto |z| < R, [E | <P, donde R < R', P = 5 para 


R’ <œ y P =œ para R' = œ. Entonces, para una funcional 
lineal £ (f) definida on Ep, se tiene: 


LA (ay Ta]<R). 


no 
0 


Por ello, el conjunto Q consta aquí de las funciones do la forma. 
POLE (e D) =L LA et] = X ae. 


Supongamos primero que R’ < œ; entonces todas estas funciones 
En 3 K 
son analíticas en el círculo cerrado |¢ |< P = FT (puesto que 


pl me a R 1 E 
iim YT anen | <F<F-=>) y, en todo caso, son analíticas 


pe 
en el círculo unidad cerrado (pues R < R’). Lo recíproco, por lo 
general, no es cierto. Es fácil señalar las condiciones necesarias 
y suficientes para que el conjunto O coincida exactamente con el 
conjunto de las funciones que son analíticas en el círculo cerrado 
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121 <P = Ë. Tales condi 


iones son: (a) ca +0 (0, 1,2, +. 
EA 1 
b) existe el límite lim Y [cn | (=F) - 
(b) existe Mm Te, (=) 
Supongamos ahora que R’ = oo, es decir, que f (z) es una función 


entera. Supongamos que la clase de f (z) no es superior a lp, 0l'). 
Entonces para la función entera 


.O=LF60=Na= | 10 
o 0 


jrlrzra 
(a=Tim V [a,| <R) 
so tiene: 
IP OLLE (r, 8) Hoe., 


«le donde la clase de q (5) es inferior a lp, ar”. Así, pues, on el coso 
considerado las funciones de la clase son funciones enteras de clase 
inferior a jp, oR’). Lo recíproco, por lo general, no es cierto. lès 
fácil señalar las condiciones necesarias y suficientes para que ol 
conjunto Q coincida con el conjunto de todas las funciones enteras 
de clase inferior a lp, a Y. Tales condiciones son: (a') c„'= O 

1 i 


(n=0, 1, 2. ...), (b) existe el limite limn? KTE T- (epoy. 


pees 
3. Después de estos ejemplos introduciremos las definiciones 
siguientes (para facilitar la exposición ulterior enunciamos sola- 
mente una de ellas en términos de O y la otra en términos de Q). 
Una sucesión de funciones {fn (z)}, pertencientes a O, es dec 
talos que fn (2) = An (F (2, E], se llama relativamente 


completa (en O. si O pertenece a Ja cápsula lineal de {fn (2)). 
Respecto de una sucesión de funcionales lineales {An} del espacio 


t 
Ep, diremos que posee la propiedad de unicidad relativa 
{en Q), si de p()EQy A, (P) = 0 (n = 0, 1, 2, ...), se deduce 
que q ($) = 8. 

4. Teorema J (principio de dualidad). Un 
sistema de funciones (fn (2) = An IF (z, E)l) se llama relativamente 


completa (en O) cuando, y sólo cuando, el sistema de funcionales (An) 


10) Siguiendo a V. L. Gonchacov, decimos que la clase de una función entera 
į (2) no es superior (o vs inferior, respectivamente) a [p, g], si el orden de f (2) 
es inferior a p, o es igual a p pero su tipo no es superior (o es inferior, respecti- 
vamente) a o. 
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que lo engendra de la función F (z, E), posee la propiedad de unicidad 
relativa (en Q)™). 

Demostración. Supongamos que el sistema de funciones 
(fa). fa (2) € O, es relativamente completo. Fijando algún Lo, 
| Šo | < P, observamos que F (z, £o) €O. Por consiguiente, existe una 
sucesión de polinomios respecto de ff, (2)) que converge hacia 
F (2, Eo), es decir 


Pl t) = X P h (01. 
Supongamos ahora que 9()=L[P (z, HER y An(p)=0(n= 
:0, 4,2, ...), donde (An) os ol sistema de funcionales lincalos 
que engendra la sucesión {fn (2)). Entonces 


96) =L1P (e t= D PE An (Pa 0) 


Fri D= Š P00 


(es fácil demostrar quo Z y A, son conmutables). Como [o es arbitra= 
z 


rio, de aquí sacamos la conclusión que q (¢) = 0. Así, pues, el siste- 
ma do funcionales lineales (A,) posce la propiedad de unicidad 
relativa. k 


Para demostrar la segunda parte del teorema, supongamos que: 
(An) posee la propiedad de unicidad relativa, pero que el sistema 


de funciones {fn (2) = A, IF (z, E)I) no es relativamente completo. 
Entonces existen una función f (2) = A |P (z, ()1 € O y un número 
r,0<r<R, tales que s 


i 


int [ireen reeda o 
i 


(aquí IL [f, (rei9)] es un polinomio respecto de {fn (re'®)}). En efecto, 
para las funciones analíticas, de la convergencia en media (en el 
sentido de £,) en una circunferencia |z | = r se deduce la conver- 
gencia uniforme en cada círculo concéntrico de menor radio. Ortogo- 
nalizando las funciones (f, (rei9)) en el intervalo (0, 27), obtenemos 


11) En una forma menos general osto teorema fue publicado en mi artículo 
« Respecto del problema de Ja complitud de las fonciones analíticas » («K npo- 
Únexe nomom: anaamrareciox Qyurgm», Josaejua AH CCCP, 1943). 
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una sucesión de polinomios {P} If, (re*9)1); la serie de Fourier de la 
función f (re*®), dispuesta según estos polinomios, converge en media 
hacia cierta función 7 (8) cuyo módulo es de cuadrado integrable 
en el intervalo (0, 27): 


FO = Š aP, ha e. 


2n 


a | 1000) PRA as 
0 


ey 


(la convergencia se entiendo en el sentido de convergencia en media). 
En virtud de la hipótesis 


N 
ES Aee) re) 0>. 
b 
Por otra parte, los coeficientes de Fourier ¡respecto del sistema 
(2, Un (re'9)1)) de la función f (re'9) — (0) son iguales a cero: 
2n 


E j tre) —7 OP N d =0, 


de”donde se obtiene sucesivamente 
2a 


ar f MGEN ONP; lfa eyd=0 (=0,L ..), 


2n = 
a | Fee Ofa re) d0 =0, 
0 


2 a 
e | re) FIONA (re, Ido =0 
A = 
an (e [UCD TO1-F 04,940) =0 — (0=0,1,2,. > 
e ô 


Pero la función que figura entre llaves pertenece a Q. Por ello, 
como el sistema (An) posee la propiedad de unicidad (relativa), 
t 


resulta: 


L. AAA 
d | (1069) TONF (re, Y= 0. 
j 
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Para terminar la demostración, observemos que 


10009700) lim 10009 — Y aP yha e = 


= lim LAIF (00, D1 Š ayes Aa (P Cet, qu) = 
= lim Än [£ (re, 0), 
uaa 


donde (A,) es una sucesión de funcionales lineales y la conver- 
gencia se entiende en el sentido de convergencia en media. 
Pasando a límiles en la relación 


2 
ES f 11 (re) —T ONE (re, 9w) = 


le 
=y | eT ONAN (re, £) d0=0. 
l 6 
obtenemos definitivamente: 
ES 
+ f | (rei®) —7 (0) |2 d9 = 0, 


y 


lo cual contradice a la hipótesis. Así, pues, el teorema queda 
demostrado por completo. 

5. El teorema expuesto lo aplicaremos a continuación funda- 
mentalmente como criterio de complitud, Es particularmente impor- 
tante el caso en que la cápsula lineal cerrada O es todo el espacio £ p. 
Entonces un sistema de funciones (f, (z)) que es relativamente com- 
pleto (en O), es completo en todo el espacio Ep. Llamemos a una 
función F (z, E) completa (respecto de z), si la cápsula lineal 
cerrada O os todo el espacio Ep (ejemplos sencillos muestran quo 
una función que es entera respecto de z puede no ser entera respecto 
do €). En otras palabras, una función F (z, £) se lama completa 
(respecto de 2), si existo una sucesión de funcionales lincales {Ap} 


tal, que la sucesión de las funciones {fn (2) = An IF (z, E)1) es com- 


pleta en E p, es decir, que la cápsula lineal cerrada de {fn (2)) coincide 
con Ep. Del teorema 1 se deduce que ¥ (z, £) es completa cuando, 
y sólo cuando, todo sistema de funcionales [A,) que posea la pro- 


piedad de unicidad relativa (en Q), engendra un sistema de funciones 
{fn (2)) que es completo en Ep. En particular, F (z, £) es completa 
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cuando, y sólo cuando, la sucesión (MN es complola 
en En. 

Como ejemplo, examinemos la función F(z, £) = f (z + $), 
donde f (2) es alguna función entera. Como los sistemas de funcionales 
An (P) = 9 (n) (donde el conjunto (E) tieno al menos un punto 


de acumulación finito) y A (q) = q” (čo) poscen la propiedad 


de unicidad respecto a) conjunto de todas las funciones enteras (que 
contiene en sí a Q), para que Ja función F (z, E) sea completa es 
necesario y suficiente que cualquiera de los sistemas de funciones 
die + En). 4% (2)) sea completo en Ew. De aquí, en particular, 
se deduce que {f (z + ¿1)) y (70 (2)) son simulláncamente comple- 
tos o no (en Eu). 

6. Teniendo alguna función completa F (z, %), podemos engen- 
drar de ella un conjunto infinito de sistemas de funciones completos 
en Ep, mediante sucesiones arbitrarias de funcionales linoales que 
poscan la propiedad de unicidad relativa en Q, en particular, median- 
te sistemas de funcionales que posean la propiedad do unicidad en 
todo el espacio Æp. Con tal método de obtención de sistemas comple- 
tos se puede obtener cualquier sistema dado a priori (eligiendo de un 
iodo correspondiente la función F (z, £) y el sistema de funcionales 
LA, )). En efecto, si {fn (2)) es un sistema arbitrario de funciones 
analíticas cn |2| <A, (no necesariamente completo) entonces, 
tomando una sucesión creciente cualquiera do números positivos 
{ra} que converja hacia R y haciendo la notación mans lfa) |= 

ll rn 


= Mp, hacemos: 


AE O= He 
Fe D= D im HEMI p 
n 


F (e. E) es una función analítica para [z|<R, |% |< œ (para 
cada z fijado, |z |< R, F (z, 8), considerada como función de £ 


es entera de una clase no superior a 11, 11). En esto caso 


n= [FE] he (0,12 


I 


1. Ahora nos dedicaremos a aplicar los resultados de la sección 11 
a fos problemas de complitud y unicidad*). Partiremos de una 
función completa (respecto de z) arbitraria F (z, £) que sea analítica 


12) Estas proposiciones fueron señaladas parcialmente en el artículo mencio- 
nado en la llamada 11). 
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para |3 |< R, | ¢ | < P. Según el teorema 1, es suficiente tomar 
un sistema arbitrario de funcionales lincales (A, ) que posea la pro- 


piellad de unicidad relativa en Q o a fortiori en algún conjunto 
Q', QE Q S Ep, para obtener un sistema de funciones 


{fa (2) = An [F (2, O), 


completo on Ep- 
v: Resulta un caso particularmente sencillo al hacer 


F(z 9 =i), 
donde f (2) = Y ens” es una función analítica en el recinto |z| < R’, 
5 
RR, y tal que cn #0 (1=0,4,2, ...). Entonces 


ps 
DS 
5 
es uma función analítica pira |z| <R y [| <P, donde P= 
=>1 si R<oo y P=00 si R'—co. Esta o complota en En, 
FAO l 
(al Er li? $ 
es completo en Ep. 


En el ap. 2 de la sección II se señaló que la clase Q (que consta 
de todas las funciones de la forma Z [f (2¢)}, donde £ os una funcional 
z 


pnos el sistema 


lineal en el espacio £ p) está contenida cn el conjunto de las funciones 
que son analíticas en el círculo cerrado |z| < P = ES RY 
si IU << œ, y está contenida en el conjunto de todas Jas funciones 
enteras de clase inforior a lp, oR’) si R’ = œ y f (2) es una función 
de clase no superior a [p, ol. Por ello, doseando obtener sistemas 


completos de la forma (A, [f (¿91 = Jafeg”). os suficiente tomar 
5 


por {An} funcionales lineales que posean la propiedad de unicidad 


$ A ses 5 
respecto de las funciones que son analíticas para |z | < P, respecti- 
vamente, respecto de las funciones enteras de clase inferior 


a [p, aR”l, y, en todo caso, es suficiente que {An} posean la propio- 


t 
dad de unicidad respecto de las funciones que son analíticas para 
lz|&i. 

Funcionales An (9) = ẹ (En). Supongamos primero 
que el conjunto de puntos {¢,} posee al menos un punto de acumula- 


SOBRE LA BASE EN EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES ANALITICAS G11 


ción en el círculo | £ |< P. Entonces el sistema (A,) posee la pro- 


piedad de unicidad respecto de todo el espacio Ep y, por consiguiente, 
respecto de cualquiera de sus subconjuntos Q. De aquí resulta el 
teorema: 

Tooroma I. Si F(z, & (121 < R, 1% |< P) es completa 
respecto de z, entonces el sistema de funciones {F (z, £,)) es completo 
en Ep para cualquier sucesión de puntos {tn} que tenga al menos un 
punto de acumulación en el recinto | E | < P. 

Haciendo £ (2, E) = f (22), resulta el teorema: 


Teorema Ta Sea f (2) = )cnz” una función analítica en el 
T 


recinto |a | < R’ (R' > R). y supongamos que todos sus coeficientes 
de Taylor son distintos de cero. Entonces el sistema de funciones 


2 
Uf» (Etn) = Y) ca (etn)"] es completo en el círculo |z} < R para 


cualquier conjunto de puntos (f,) que tenga al menos un punto de 
acumulación en el círculo cerrado |$ 1<4. 
Aquí está contenido el siguiente teorema do A. O, Celosa 
Si f (2) os analítica en el origen de coordenadas y lim £, = 0, 


nm 
entonces el sistema f (loz), f (%2). ..., F(ÉnZ), ... es completo 
en cada círculo de radio finito. 

En efecto, fijemos r, 0 < r < oo. Si f (2) es analítica en el círculo 


1z |< ro, entonces (21) es una función analítica en el círculo 


|z|<r, y como todos los puntos bz , comenzando desde cierto 
indico en adelante, están situados en el círculo | ¿|< 1 y tienen 
en el mismo un punto de acumulación, resulta según el teorema Tg 
que el sistema {i (e E) 4(t,2)) es completo en el círculo 
la | <r, que es lo que se quería demostrar. 


Dotengámonos también en el caso en que f (z) es una función 
entera de orden finito y de clase no superior a Ip, ol. Entonces las 


funciones q (€) € Q son enteras de clase inferior a Ip, a”, Por esta 
razón, los ceros (í,) de las funciones q (2), si p (£) se 0, tienen que 


satisfacer a la condición impae si el orden de q (£) es menor 
awo 


que p, y a la condición lim <poRPe, si su orden os igual a p. 
naos | En |? 


De aquí se tiene el siguiente teorema: 


19) A. Gelfond, Sur les systèmes complètes de fonctions analytiques, 
Rec. math., 4 (1938), 149—156. 


39 
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Teorema la. Sif (2) = Den”, e 0(n=0,1,2, .. 
0 


es una función entera de clase no superior a lp, o] (0 < p< œ, 
U< a< oo), entonces el sistema {f (z¢n„)} es completo en el círculo 
de radio HR, si (fp) es una sucesión de números complejos, distintos entre 
sí, que satisfuce a. las condiciones: 


m- h 
(a) Tim nia >p 
o bien 
Te loz me 4 
l = Y iii Pe, 
o) A ET i o p Re 


E) teorema If, se puede confrontar con el siguiente toorema de 
A. O. Guelfond*). 
Si (£,) son números complejos con el único punto de acumulación 
en œ y existon los límites 
<< i 
noo Mn] "le 
para una función entera f (z) de orden p y tipo o, cuyos 
ntos de Taylor sean distintos de cero, el sistema (f (2£,,)) 
es completo en ol círculo |z |< A si se cumple la condición 


1 
>p o bien p=p y v>po-2=tR0/ $ ie $ 
Y 
Bu comparación eon nuestro teorema, aquí se imponen las con- 
lan n 


diciones de existencia de los límites TT y mE Además, en una 
tn a 


y 
de las desigualdades el factor e se ha sustituido por 2-1 / j Beas 


Ug yb 
Este factor, para valores grandes de p (e SA mz) , proporciona 
una cota peor que a nuestra, y mejor, para valores pequeños de 
p(p < qar) - Respecto de la precisión del teorema Ma, so pue- 


cer las siguientes observaciones. Supongamos que para la 


función ontera j (z) — De,z" de elase [p. 0), se satisfacen las condi- 


3 


den h 


ciones del ap. 2 de Ja sección TI: (a) e, 0 (n = 0, 1, 2, 
1 
(b') existe el mite lim në pfen 


14) Véase el trabajo citado en la llamada 13). 


= (epo)? 
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Sea ahora (£,) ajguna sucesión de números complejos; hagamos 

Ja notación Tim 22 
noo Mi En] 
ma Ma, el sistema ff (£,2)) es completo en cualquier círculo, Si 
u< p, podemos constenir una función entera qu ($) = 0 de orden 
p que tenga por ceros los puntos (2, ). Como ésta figura en el conjunto 
Q engendrado por F (z, 2) = f (2%) (12 | < R., |z | < 0), el sistema 
de Juncionales {An = q (£,)) no posce la propiedad de unicidad 


rclativa en Q y, por consiguiente, el sistema do funciones {f (£,2)) 
no es completo en ningún círculo |z | < R. Finalmente, si p = p, 


= p. Si p > p, entonces, en virtud del teoro- 


= v, deducimos de nuestro teorema que 
1 


entonces haciendo Tim —>y 
as [Ea 


4 f. z, v Ao s 
el sistema {f (tn2)) es completo en el circulo |z |< (5%) ; sin 
embargo, no hay fundamentos para afiemar que él no es completo 


en un círculo mayor. 
blot Y anent 


€ 
os de interés la cuestión sobre las condiciones de complitud del 
sistema (e*nz) en cualquier círculo (o sea, en todo el plano). De Jos 
teoremas de esta sección se deduce que Lal sistema es completo on 
cada uno de los siguientes casos: 

4 (a) el conjunto {An} tiene al menos un punto de acumulación 
inito; 


En particular, en la tooría de las series de Diri 


mo _Inn 

1 ; 
de TA 
5 yz Inn AA San 
(Q) lim TT ly Ma œ. 


Evidentemonte, todos estos casos están comprendidos en uno: 


ma 


aa e 
yona ; se 
Si lim hi7 < 1. se puede construir una función entera de orden 


ses 
menor que la wwidad, no idónticamente nula, con los ceros en los 
puntos An. Por ello, las funcionales {An} no poseen aquí la propiedad 


de unicidad con respecto a la clase Q engendrada por la [unción 
et; 'por consiguiente, el sistema de funciones (ex) no es completo 
en todo el plano. Si se cumplen las condiciones (a), (b) o (e), entonces 
éstas también se cumplen después de despreciar cualquier número 
finito de exponentes {ån}. Por esto, las funciones p%%, .... ehnz 
pertenecen aquí a la cápsula lineal cerrada de las lunciones etatz, 
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e*n+2; en particular, de aquí se deduce”) que, cumpliéndose una de las 
condiciones (a), (b) o (c), existe una serie universal de Dirichlet 


A ane’nt para las funciones enteras (o para las funciones analíticas en 
0 


un semiplano fijado). 

Finalmente, señalaremos una generalización de un teorema más 
de A. O. Guelfond*), referente al caso en que los puntos {bn} son 
números naturales, Para esto nos basaremos en el siguiente caso par- 
ticular de una generalización del teorema de Carlson'*), perteneciente 
a F, y R. Nevanlinna”). 

Sea q (5) una función entera de clase no superior a Jp, ol, y supon- 


gamos que los puntos (£,) son tales que lim =v 2>0, estando 


ENS 
uados todos ollos en un ángulo de magnitud 2%, Ù % a < 


< min (5 a =) con el vértice en el origen de coordenadas. Entonces, 


si o < mv cos pa, la función q (£) que se anula en los puntos {¢n} 
es idónticamente nula. 

Aplicando este teorema obtenemos inmediatamente el siguiente 
resultado. 


Toorema J, Sif (2) es una función entera de clase no superior 


a lp, ol y {$n} es alguna sucesión de números complejos, situados en un 
ángulo con el vértice en el origen de coordenadas y de magnitud 2. 


Oa min ( 3 37) y entonces la sucesión de funciones (f (2%n)) 
es completa en el circulo |2|<R si 

oR? 

acosa ` 


En particular, para p = 1 y £, = n (a = 0) obtenemos el teore- 
ma de A. O. Guelfond??): 

Si f (2) es vna función entera de primer orden y tipo o, el sistema 
{f (uz)) es completo en el círculo |2|< R si o< + 

3. Funcionales A, (p) = Oo. Supongamos primero que 
ol punto £y pertenece al círculo | E | <P. Entoncos el sistema 
{An} posce la propiedad de unicidad con respecto a todo el ospacio 


Ep de funciones analíticas para [£ |< P. Por ello, obtenemos el 


teorema 

15 arlson, Sur une classe de séries de Taylor (Théso), Upsal, 
1514, p. 58. 

19) F. und R. Nevanlinna, Über die Eigenschaften analylisher 


Funktionen in der Umgohung ciner singalörer Stelle oder Linie, Acta Soc. 
Fennicae, l. L. N°5, 1922. 
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Teorema lll. Si F( 7) ((z1< R, 18|<P) es una 
función analítica, que es completa respecto de z, entonces el sistema de 
funciones [5], An ) es completo en Ep para cualquier punto 
Eto 

E = Eu que sea interior al círculo | £ | < P. 
Haciendo F (z, £) = f (20) y Lo = 1, obtenomos el teorema: 
Teorema Ills. Sea f (z) una función analítica en el recinto 
la 1< R’, R'> R, y supongamos que todos sus coeficientes de Taylor 
son distintos de cero. Entonces el sislema (2"0 (2)) es completo en el 

círculo |z |< R. 

Este tcorema lo demostró do otro modo I. I. lbraguimov™), 
Examinemos también aquí las funcionales de la form: 
oo LP) y LP O) qu (0) 
$ (=p t aF m’ 


+... cp 


donde p es un número natural y todos los ceros del polinomio co + 
“+ ez | -+ Cp" no superan en valor absoluto a 1, Se ve fácil- 
mente que las funcionales {A4} poseen la propiedad de unicidad con 


respecto a las funciones anali 


cas en el círculo unidad cerrado, lin 


efocto, de Az (q) ,n=0, 1, 2, ..., se deduce, evidentemente, 
o Tiot -dpat : ; A 
que p()= + ¿er es una función, la cual, debido a la hipó- 


z + y A 

tesis respecto de co ++. - + Cp”, puede ser analítica en el círculo 
unidad cerrado solamente cuando os idénticamente igual a coro 
aquí resulta que para toda función f (z) que sea analítica on el círculo 
{z| < R y cuyos coeficientes de Taylor sean distintos de cero, el 

cpa” 

sistema {gp a O E} es completo en 
ol círculo |z |< £. Exactamente igual, el sistema do funcionales 


à porn (O 00 (0) 
y Am O 4 
dondo jim Y Jas... an| >1, poseo la propiedad de unicidad 


pae 
en el círculo unidad corrado. De aquí, similarmente a lo anterior, se 
deduce, en las mismas condiciones respecto de f (z), que el sistema 


peo tom EJ (a) 


es completo en el círculo |z |< R. 


D) LT Lbgraguíimo y, Respecto de la complitud de ciertos sistemas 
de funciones analíticas (M. M. 116 paT ns oB, O MOIHOTO HEKOTOPIIX CHCTOM 
Peesmanecax dyurmui, Monecrma AH CCCP, copus matem., 4939, erp. 553— 
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4. Funcionales A, (p) = 00 (ha). En virtud del 


conocido resultado de V. L. doncharona; este sistema de funcionales 
posee la propiedad de unicidad en todo el espacio Æp, si {tn} tiene 
un punto de acumulación Ey en el interior del círculo | ¿| < P y si, 


adomás, Y) | En +1 — En |< oo. Por esta razón, obtenemos el teorema: 
T 
Teorema IV;. Si F(z, §&) (Z1 < R, || < P) es una 
Junción analítica, completa respecto de z, entonces el sistema de funcio- 
nes (552 „ S completo en Ep, si (tn) converge hacia un 


IER pe 


» 
punto $o. lol < P, y si, además. Dil Ens — E, | < oo. 


7 

Siendo F (z, X) = f (ef). basándose en las indicaciones del ap. 4 

de la presente sección, podemos afirmar que se verifica el siguiente 
teorema: 

Teorema IVa. Si f (2) es una función analítica en el círculo 

12 1< R' (R'> R), y todos los coeficientes de Taylor de f (z) son 

distintos de cero, entonces el sistema de funciones (2'j00 (zÉn)) es com- 

Pleto en el circulo | 2 | < R para cualquier sucesión (%, y que converja 


hacia $o, | čo |< 1, de tal modo que Y | En+i — ln |< oo. 


Suponiendo que / (z) es una función entera de clasc no superior 
a [t. ol, podemos afirmar que las funciones correspondientes « (%), 
Y (5) E Q son enteras de clase inferior a [1, o2]. 

Es sabido!) que si una función entera q (3) de clase inferior 
a 11, In 2) satisface a Jas condiciones q (3,) =0 (n=0, 1, 
+ »), entonces p ($) = 0 (este resultado, a pesar de no ser deli 


nitivo, no puede mejorarse cualitativamente, pues cos + +1 


es una función de clase [1, G], para la cual cada una de las deri- 


vadas tiono un cero en la circunferencia unidad). Por ello, el sistema 


de funcionales lineales (A, (4) = 9" (E,)), [| ~. t engendrado por 
In2 


FP (z, $) = f (23), siendo R < 
respecto de Q. De aquí resulta: 


, posee la propiedad de unicidad 


15) 


cb. Goncharov, Recherches sur Jes dérivées successives de 
fonctions aualytiqu (Thése), 1930, 
1) J. M. Whittaker, Interpolatory function theory, 


ambridgo at 
tie University press, 1935. A J. M. Whittaker y también Takenaka y Kukeya 
(trabajos de los años 1931-32) solamente les pertenece Ja mejoración de la constan- 


te, en el teorema establecido ca Thèse por V. L. Goncharov, de + a ln 2 


SOBRI LA BASE FEN EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES ANALITICAS (17 


Teorema IVa Si f(z) = Denz” es una función entera. de 
T 


clase no superior a 1. ol (0 < o < 00) cuyos coeficientes de Taylor 
son distintos de cero, entonces el sistema de funciones (22/00 (2%). 


lën [<4 es completo en el cirento la |< "2. (La constante In 2 


a 
no puede ser sustituida aquí por una con: 


En cl caso particular en que f (2) = el, obtenemos de aquí el 
teorema de Tbraguímov!”) sobre la complitud del sistema de funciones. 


fan, [lt 
en el círculo |2|< In 2. 


E 
ante no menor que -7 -) 


ta 
5. Funcionales d= | Mem a=9" a == x 


d 
py 
x j q (2) (ko — 2)" dz (n >). 


Si An (P) = O y 80 7 0 pertenece al recinto de analiticidad de q (£), 


entonces q ($) = 0. La manera más fácil de comprobar esto es obser- 


var que de d (1) O(a = 1, 2, ...)sededuce que | q (2) 2" de - 


ù 

s= (0 (n =Ù, 1, 2, ...). De aquí, integrando a lo largo del ray 
rectilíneo que une ( con $o y considerando Jas partes real o imaginaria 
de q (pe'®) como funciones de p: u (p) y v (p), hallamos: 


ES į v(m p"do=0 (n=, 1, 2, ...). 
5 t 


De aquí que u (p) = v (p) = 0, es decir, q ($) =Ü a lo largo del 
segmento rectilíneo y, por lo Lanto, p (£) == 0. Por esto, obtenemos 
el teorema: 


Teorema Ve Si Fæ, Y (la [<R151<P) es una 
función analitica que es complela respecto de z, entonces el sistema 


so 


[fra pa 


m=i 


io 
[60694] m=i 2.) 
4 
es completo en el círculo |z |< R para cualquier | to | < R. 

En particular, tomando / (z, ¢) = f ($2) y Še = 4, resulta el 
Leorema: 


418 APENDICE 


Teorema Ve. Si f (z) = enz" es una función analítica para 
5 


[2|<R'”, R' > R, cuyos coeficientes de Taylor son distintos de cero, 
«entonces el sistema 


z z 


("10% 106-082 o 


Il 
po 
w 


«es completo en Ep. 

6. El teorema 1 de por sí no resuelve todavia el problema de la 
complilud ni tampoco el de la unicidad. Su importancia consiste 
«en que permite pasar inmediatamente del teorema de la complitud 
a los teoromas de unicidad y viceversa. En lo que respecta al propio 
teorema de complitud, aquí resultan ser útiles los teoremas que 
señalan los criterios cuyo cumplimiento hace que, los sistemas que 
en cierto sentido son próximos a los completos, lten completos. 
Sin detenerse en problemas generales, ulilizaremos el siguiente 
resultado especial de Boas??): 

Si las funciones (An (2)) (fin (0) = 0) pertenecen a la clase H3) 
«en el círculo |z |< R y poseen una mayorante (en el sentido de 
Poincaré) de ln misma clase % (z) (h (0) = 0) que satisface además 
a Ja condición |A (z) | < 1, |z | < R, entonces el sistema de funcio- 
mes {z" 11 + An (2)1) es completo en Ep. 

Siguiendo a Boas*), examinemos dos ejemplos de aplicación 
«le esto teorema: M 

(a) Soa hy (2) = 7n — 1, donde | E, | <1. Entonces An (2) < 
«< h (z2) = e — 1, y como k{ln 2) = 1, resulta que el sistema 
(a"ezón) es completo en el círculo |z |< In 2 (compárese con 1bra- 
¿uimov")). 

(b) Sea 


hn (2) = En Eno En] 4, 155 |< 0; 


20) R. P. Boas, General expansion theorems, Proc, Nat. Acad. Sci 
U. S. A., 26 (1040), 139—149. Véase también 0) (cl primero de los dos 
artículos) y 5). 

21) Según la definición, una función f(z), analitica para | 2| < 2, perte- 
nece a la elase Ja, si, y sólo Si, 


2n 
[E treo pan] co 
3 


31) El artículo citado en la llamada *) (ejemplo (a) y, además, H. P. B o- 
$, Univalent derivatives of entire functions, Duke Math. J., 6, (1940), 719— 
21 (ejemplo (b)). 
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entonces 
LO UNA LA 
ha (= X 7i <D gm it 
j=2 j=2 
n_n 
y, por consiguiente, el sistema 12" 22 f os completo en el 
En—En 


círculo |2 |< ln 2. 

7. Del ap. Ö medianto el teorema I se deducen los teoremas 
respectivos de unicidad. 

A saber, tomando F íz, £) = e$, |z] < R, | & |< oo, observa- 
mos que zeh = A, (e), donde An (9) = 90% (En), y como según 


el ap. 6 cl sistema’ {z"et"} os completo en el círculo |z |< R = 
= ln 2, rosulta quo cl sistema de funcionales {An} posee la propiedad 
E 


de unicidad respocto del conjunto Q formado aquí por todas las 
funciones enteras de clase inferior a 11, In 2] (véase cl ap. 2 de la 
sección TI). En resumen, sí para una función entera « (E) de clase 
inferior a [1, In 2] se tiene q” (čna) = 0, donde | E, |<4, entonces 
$ ($) = 0 (compárese con el ap. 4 de la sección IJI). 
Rh 


Exactamente igual, observando que z™! 


donde 


he (9) = 


y que (E) j q (E) d£, sacamos la conclusión do que el sistoma de 


è 
Suncionales (A, ) también posee la propiedad de unicidad respecto al 


conjunto de las funciones enteras de clase inferior a 11, In 21. Esta 
proposición puede cnunciarse también del modo siguiente”). 

Toda función trascendente entera de clase inferior a 11, ln 2) 
posee una subsuccsión de derivadas que son univalentos cn el círculo 
unidad. 

En efecto, suponiendo lo contrario tendríamos que sacar la con- 
clusión de que comenzando desde cierto n en adelante, n >N — 1, 


se cumplen relaciones de la forma A, = O (para una elección ado- 


cuada de los pares de puntos Eh, En | ihl <1, | Ẹh 1< 1). Poro 
(00 (E) es una función entera de clase inferior a 11. In 2Í, si ¢ ($) 
es una función entera de clase inferior a [1, Ia 2]. De aquí que 


23) El segundo de los artículos mencionados en la ilamada 22). 
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(0 (2) =0 y q (£) es un polinomio, en contra de la hipótesis. 
Obsérvese que en el último teorema la ESNLsula In 2 no puede ser 


sustituida por una constante que supere a —, pues las derivadas de la 


función sen (++ e jz 2>0 ida a la clase [i 


no son univalentes en el circulo unidad. 

8. Del teorema de un ad del precendenle apartado, mediante 
el toorema 1, se pueden obtener teoremas de complitud más generales 
que los teoremas del ap. 6. (uno de tales teoremas más generales se 
expone en el ap. 4 de la sección IIT). Los teoremas generalizados de 
complitud, mediante el mismo teorema J, proporcionarán a su vez 
una generalización de los Leoremas de unicidad del ap. 7. No obstan- 
te, preferimos hacer los razonamientos expuestos de una forma más 


general. Sean A, (z) = Saf funciones enteras de clase inferior 


æ 
a 11, ool, que tiene la mayorante h (2) = Y hz’ (no obligatoriamente 


entera), y supongamos que |} (2) | < 1 para |z| < R. Entonces, 
según el teorema del ap. 6, sección 111, el sistema |z" + z"h, (2) = 


+ ny %2"*] es completo en el círculo |z | < R. Examinemos 
7 


o 
las expresiones A™ (q) q (014) 457 g+ (0). Esribiendo A“ (q) 
t 1 9 


en la forma AT y observando que para 


a e ¿TA E 
j¡>u) TA a que jr JAS |< ch 
(lo cual a su vez significa SS Mr 
a |1, 00)), sacamos la conclusión de que an (4) son funcionales 


Dyn 
lineales en el espacio de las funciones enteras. Pero z” + Ens H= 


=A") (a =0, 1, 2, 


es completo en el círculo |z | < R, sacamos la conclusión de que el 
sistema de funcionales 


y como este sistema dal funciones 


(A (e) =g (0) + 3 APA (0); 


posee la propiedad de unicidad respecto del conjunto de todas Jas 
Funciones enteras de clase inferior a 11, R]. Supongamos ahora que 
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$ (2) es una función entera arbitraria de clase no superior a M al, 
cuyos coeficientes de Taylor son todos distintos de cero. Entonces, 
a ” R E 
haciendo F (2, $) = f (0, |2| < g IETS œ. podemos afirmar 
que todas las funciones que pertenecen al conjunto correspondien- 
te Q, son enteras de cl nferior a |1, AJ. Por consiguiente, las fuu- 


cionales AC” («p) poseen la propiedad de unicidad respecto de Q, 


è 
de donde se deduce que el sislema de funciones 


OS $ pepa (092) 


i R z ; 
es completo en el círculo |z| <G obvio que, incluso en el 


caso particular en que o=1, este sistema es más general que el 


sistema 


YN, 


jmi 


y en general no tione que c 


iderarse como «próximo» a {z"}. 
Poro ol sistema de funciones (A' 


IF (EÈ)1} se engendra por la fun- 


ción e% mediante las funcionales 
PO ZO. 
£ 


De la complitud que hemos establecido del sistema de funciones 
para |z | < Ë so deduce que el sistema de funcionales {Ñ (4)) 
posee la propiedad de unicidad respecto a todas las funciones enteras 


de clase inferior a 11, 0). De nuovo, esto es un teorema de unicidad 
más fuerte que el establecido anteriormente para las funcionales 


AC ((9)).. Obsérvese que la aplicación ulterior de los mismos 
A™ (p 


razonamientos no da nada nuevo. En efecto, suponiendo para precisar 
«que f (z) es una función de clase 11, 1] (o = 1), habíamos pasado 
de Jos cooficientes de la forma [*” (0) en las expresiones de los siste- 
mas de funciones y funcionales obtenidos a los cocficientes do la 
forma [10% (0P, 1/™ (0)F, . . . Pero estos últimos, a su voz, pueden 
considerarse como los valores de las derivadas en el origen de coorde- 
nadas de ciertas funciones de la misma clase 11, 1]. 
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tv 
1. Sea {fa (2)) un sistema de funciones pertenecientes a Ep: 


ifa (2) - 202) (0,1, 2, ...). a) 
1 
Si ff. (2)) es un sistema completo, se cumplen las relaciones 
z= lim ad (d+ Had tl (4=0,1,2,-..). (2 


Además, según cl ap. 5 de la sección T (véase la llamada +) se 
puede suponer que la sucesión (2>,) es convergente: 


lima =a (k, j=0,1,2,...). 3 
mo ™ 
Poniendo (1) en la relación (2), resulta: 


lim ja aP H a (a E=0, 1, È, O 


donde ôp=0 para j+k y 8,,=4. En particular, si en lugar de 
las relaciones (2) se cumplen los desarrollos cn serie 


¿=P nl)  (=0,1,2, 2) 
nanl) 
entonces 
A 
a = dya (j, kæ0, 1, 2, ...)- (4 


2. Teorema VI,. Para que un sistema de funciones (1), que 
es completo en el espacio En, sea un sistema de i. es necesario 
y suficiente que al menos un sistema de números L057), determinados 
por las relaciones (2) y (3). satisfaga a las condiciones: 


TmYTaP]--p<R (k0, 1. 2, ...). (5) 
YN aba mbam — (nm=0,4,2...). (6) 
G 


Demostración. Supongamos que el sistema {fn (z)} es de 
i.Lr, Entonces existe un sistema de funcionales lineales (Z,) que 
es biortogonal con {fn (2)). Por esto 


a + Mim oh p = Mim La (0%) quo (2) +... 494 ptn (2)1= La (2%) 


y, por consiguiente, en virtud del ap. 2 de la sección T, 
Tim VTA j< R (k=0, 1,2, ...). Así, pues, la condición (5) es 
Jo 


SOBRE LA BASE EN EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES ANALITICAS 623 


consecuencia de la i.l.r del sistema. Pero ahora, en caso de i.l.r- 


E a a 4 
Ly [fa (21 = lim Ln { $; aÑ) = lim Y aL (2) = brm, 
2 al > 


y como Ly (21) = a”, do aquí se deducen las relaciones (6). 


Demostremos ahora que las condiciones (5) y (6) son suficientes 


para la i.l.r. del sistema (1). Sea f (2) = aja! un elemento arbitra- 
0 


rio de £p (lim i/Ta; | < R). Delinamos los funcionales {Ly} hacion- 
pr 
do 


m0= ha (10,42...) 


Debido a las condiciones (5), La (f) son funcionales lineales en 
En (ap. 2.1). 
No queda más que observar que, en virtud de las condiciones (6), 


Lah D= ala = 8m 


De aquí, sogún el ap. 6 de la sección $, se deduce que {fn (2)) 
es un sistema de i.l.r. 

3. Para que el ostudío sea complcto tenemos que convencernos 
también de que las condiciones (5) y (6), tomadas por separado, no 
son suficientes para que el sistema {fn (2)) sea de i.l.r. Obsérvese 
primero que siempre se cumple la condición (6), si f, (2) es un poli- 
nomio de grado n (¡exactamente!); adomás, los coeficiontos ae 
se determinan mediante Ja resolución sucesiva de las ecuaciones (1) 
rospecto de z’. En efecto, si 


à 
h= Dati, E A0) 
¿0 R 
y 


ak hr (2) n 
b 


Si 


se tiene la identidad 


Sa SA" 
h=) D aP h= 2 (a) D ao, 
jeb k= k= ¿=h 


de donde, en virtud de la independencia lineal de (f, (2)), la cual 
es consecuencia de la hipótesis hecha. resulta: 


= A A 
Y Da? = Y Pos? = ar 
ik g 
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es decir, obtenemos las condiciones (6), a pesar de que pueden no 
cumplirse las condiciones (5). Señalemos, en particular, el teorema 
que de aquí se desprendo: 

Teorema Víz. Para que un sistema de polinomios fy (2) 
ar (n=0,1,2,... 44940) sea un sistema de ilr. 
E) 

en Ly, es necesario y suficiente que los coeficientes (a(P) determinados 

j 
por las relaciones ¿== Y atf, (3), salisjagan a las condiciones: 


Šo 


my TP] <R (4=0,1, 2. . ; 


Ho 


4. Demostremos ahora 
xientes para la i.l.r. de las funciones (/, (2)), si éstas no son polino- 
mios cuyos grados coinciden exactamente con ol índice n. Esta afir- 
mación conserva su valor Lambién cuando se suponga que {fn (2)) 
es un sistema de funciones linealmente independiente que no admite 
desarrollos no triviales del cero. Resulta un ejemplo correspondiente 
(para el espacio E,) haciendo 


ha- (E) e= 


iste sistema os completo, pues haciendo % = 
al sistema (2%) (n = 0, 1,2, ...), ol eu 


que las condiciones (5) solas no son suli- 


AS 


se obtiene 


f—1 
al es completo en el recinto 
transformado Re £ > 0. La independencia lineal del sistema {fn (2) 
y la carencia de desarrollos no triviales del cero son ovidentos. Sin 
tp 
ES 
í á at 
ándolas de un modo correspondiente mediante polinomios 


embargo, considerando Jas funciones racionales de la forma 


y aproxi 
de 3 en el interior del recinto Re £ > — 1, nos convencemos de que 
existe una sucesión de polinomios que converge hacia cero en el 
interior del recinto Re % >Q, y cuyos coeficientes de una potencia 
fijada de £, precisamente de la potencia menor p-ésima, son igua- 
volviendo a z mediante ¢ = E , sacamos la 
conclusión que cada función f, (2) perleuece a la cápsula lineal 
rada de todas las funciones que la siguen. 

Se puede demostrar fácilmente que en tal caso se pueden satisfacer 
las relaciones (2) y (3) por unos números completamente arbitrarios 
a), en particular, por tales números que cumplan las condiciones 
(5). Por lo tanto, existe un sistema de funciones Jinealmente inde- 
pendientes (f, (2), que no admite desarrollos no triviales del coro, 
que rume a las condiciones (5) y que, sin embargo, no es un siste- 
ma de ilr. 


les a 4, De aquí, 
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Obsérvese que do la propiedad del sistema de funciones 


HES , señalado aquí, se deduce”) la existencia de una serie 


universal do la forma Dj An (FE )” para las funciones que son 


0 
analíticas en el círculo unidad, a lo que es lo mismo, la existeucia 
co 


de una serie de potencias universal de la forma Y Ant” para las 
T 


funciones que son analíticas en el semiplano Ref >0. 

5. Sea {fn (z)) un sistema de funciones analíticas que es completo 
en el espacio Ep de las funciones analíticas en el recinto |z | < R. 
Supongamos gue es un sistema de ¡.1.r. Entonces existe un sistema 
biortogonal con él de funcionales lineales {Zp}. Si este último posee 
la propiedad de unicidad respecto de todo el espacio E y, entonces 
{fn (2)} representa una base en el sentido amplio para Æp. Final- 


mento, si la serie )) Zn (f)-fa (2) es convergente para cualquier función 


f (z) € Er, entonces {fn (2)) es una base de E y (en el sentido estricto) 
(véase el ap. 10 de la sección 1). 
Ejemplos. Interpolación (esquema lineal). Sea 


C4, Co. +. - Una sucesión de puntos del plano complejo. Consideremos 
la sucesión de polinomios Po =1, Pa (2) = (2 — cı) . . . (2 — Cn) 
{n =4, 2, ...); éstos son los polinomios de interpolación con los 


puntos de interpolación (cn). Es obvio que el sistema (P, (2)) es 
completo en cualquier círculo |z | < R. Sin embargo, para la i.l.r. 
del sistema (P, (2)) es necesario imponer a {cp} unas condiciones 
complementarias. Precisando, para que (P, (2)) sea un sistema de 
i.l.r. en el círculo |z | < R, es necesario y suficiente que se cumplan 
las condiciones 

la |<R — (r=1,2,...). 


Para la demostración, consideremos las identidades 


n 

- 1 Erat 

ES f Pia 
o Igp j>masfter ls. shejt] 


(n=0, 1, 2, ...): 


De éstas deducimos que la condición necesaria y suficiente 
para la i.lr. de los polinomios (P,(z)) consiste en lo siguiente 
(véase el teorema VIz de la presente sección): 


ES Ed E 
ma j mbl<R 00,12%.) 
lgi=p; 


A 
lim 


nao 


Ya 40—1234 
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Pero esta condición se satisface cuando, y sólo cuando, | c, |< R 
(n=1, 2, ...). En efecto, sea | cn | < R (n = 1, 2, .. .); entonces 
para j fijado, haciendo la notación max (|e; b ..., 1ej4 )= 
=r < R, se tiene: 

ka 


<ra 


de donle 


Tim 


es decir, {Pa (2)} es un sistema de i.Lr. en el circulo |z] < R. 
Supongamos ahora que no se cumple la condición |c, | < R 
para todos los n, y sea cj+, el número de menor índice que satisface 
a la desigualdad | 2,41 | > R. Entonces 
4 A, A 
PO Eon 2 Ey (40% 0), 


Grejp 


4 Pda A 

ml lol Y flae 
Ilmo iej! par 

Hejs 


=| olles "1+ 2 AE 
e jyg 


lim n El Ends 
A læ | mella 
iso 


y el sistema (P, (2)) no puede ser de i.l.r. en el círculo |z | < R. 
Suponiendo cumplidas las condiciones |c, |< HR (n = 0, 1, 


de donde 


2, ...), podemos escribir las funcionales lineales {Ln} que son 
biortogonales con los polinomios (P, (2)} on la fogma 
e fE dt 
Le =a ) Pao" 
A A S 


Por lo general, (L,) no poseen la propiedad de unicidad respecto 
de todo el espacio E y, es decir, que el sistema completo_y de ¡.l.r. 
de los polinomios {Pn (2)) no forma una base de Ez (en cl sentido 
amplio). 

Demostremos que para que el sistema (P, (2)) forme una base 
de E y (en el sentido amplio), es necesario y suficiente que, cumplién- 
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dose las condiciones anteriores, al menos un punto de acumulación 
de (cn) pertenezca al círculo |z |< R. En electo, sea 


L(M=0  (r=0,1,2...). 


Como Lo (1) = zy | ÈZ = 4 (0), de Lo ()=0 se deduce que 
Ea es yna [unción e en el círculo |z | < R. Supongamos 
que ya se ha demostrado que n = a (2) es una función analítica 
en el círculo |z |< R; entonces de 

DEME 4 Ma 
In (=a aa mn 
1 


se deduce que pr(cr+1) = 0, es decir, que P, (9 © a función ana- 
n 


lítica en el círculo ls |< R. En otras palabras, las ecuaciones 
Ln (f) =0 (n = 0, 4, 2, ...) significan que cs, Ca .. . SON ceros 
de la función f (2) (cada uno de ellos de orden igual a su orden de 
multiplicidad en la sucesión {cn}). Por esta razón, f (2) = 0 si la 
sucesión {cn} posee al menos un punto de acumulación en el interior 
del círculo | z | < Z; si tal punto de acumulación no existe, entonces 
siempre se puedo construir una función mnalikion f (2) 5 0 que satis- 
faga a las condiciones £, (f) = 0 (n = 0, 1, 

Así, pues, el sistema (P, (2)) representa ke baso en el sentido 
amplio de Ja palabra cuando, y sólo cuando, todos Jos]puntos {cn} 
pertenecen al círculo |z | < R, y al menos un punto de acumulación 
de la sucesión también pertenece a este círculo. Sin embargo, cum- 
pliéndose todas estas condiciones el sistema (2, (2)) puede no ser 


una base, es decir, las series X, £, (f)-P,, (z) pueden no ser conver- 
gontes. Por ejemplo, sic, = a (n= 1, a +.) 0Za<R, enton- 


cos Ln = a y para f= obtenemos la serie 


E 


5 qah , la cual no sólo no es convergente fuera del círculo 


liza |< i a f siño:que tampoco pases fuera: de esto-ofreulo 
ninguna subsucesión de sumas parciales que sca convergente. Siendo 
cn =0(n=4, 2, ...), resulla una base cuando Pa (2) = 2” y lo 
serie de interpolación 


> rad 
34 [Hno 
so convierte on la serie de Taylor. 
40* 
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Supongamos que los puntos de interpolación {cn} satisfacen a la 
condición |c, | <r < A, es decir, que todos los puntos junto con los 
puntos de acumulación de esta sucesión están situados en el interior 
del círculo | z | < R. Según lo anterior, {Pn (2)) representa entonces 
una base en el sentido amplio para E y. Para obtener las condiciones 
según las cuales (P,, (z)) es una base de E y, no queda más que oxigir 


la convergencia de la serie de interpolación Y) Zp (f)-P (2) para 
cualquier función f (2) € Eg. De los teoremas generales de la teoría 
de interpolación se deduce?) que esto ocurrirá cuando, y sólo cuando, 
¡En A i 

lim V Pn (@) =z uniformemente en todo conjunto cerrado y acolado 


que sea exterior a la circunferencia |z | = r; además, como se trata 
de las condiciones suficientes, podemos limitarnos a exigir que 


lim YV[P()|=13] para |z|>r 
in 


(sin la condición do uniformidad). En particular, es suficiente supo- 
ner que c, -> 0 para n => œ o que los puntos {cp} estén uniforme- 
mente distribuidos en la circunferencia |z| = |r | < R o sea, ostén 
situados de tal modo que la cantidad de puntos cy, Ca, y Cp que 
caen en un arco arbitrario O < a < 0 < $ < 2n de esta circunferen- 


cia sea asinlóticamente igual a + n%). Consideramos que es pro- 


bable que el sistema {P, (z)} no puedo ser una base en Æp si no se 
cumple la condición |c, |<r<R (a pesar de que se cumpla la 
condición lim YP, (2) = 2). 
no 
Supongamos, en particular, que R = 1, ca = 0 para nk" 


(k = 0, 1, 2, ...). Entonces P, (3) = 


Y m=p = 


w ETS 
=z ivi Y, (z — pr) (n > 0) y, por consiguiente, 


AS EE, 
Pa e pap 


para n > œ y 2 0, 1, px (k = 0, 1, 2, . . .), siendo uniforme la 
convergencia en cada conjunto acotado y cerrado que no contenga 


a los puntos indicados. Examinemos el desarrollo de en 


EZ 
Pan © 


21) Walsh, Interpolation and approximation, 487,2; 7,3. 
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fracciones simples: 


e DAA 
O rA van 5 By 
0 ld A p ep) 
DAD 
donde Br= 99), y, por lo tanto, |Ba|< Cn. 
¿2d r 
de 
Haciendo |2|=-h, tendremos: 
1 á 
My maxi, varO <r t 
tt 
A I (9-4) 
i=0 


VATI Br (Quo vaFi 


+ KAVATI 4 Can YA < Con Ya 


paa. { pS] 


Por esto, para los cooficientes af? Y7FÐ del polinomio p,,_¡y;p1 (2) 
obtenemos la cota: 
E M pes 
lalo =D |< A <Ci 4" va. 
k- 
Por consiguiente, 


1 He) de 
Le Mr 5 0 


pocie: 
nel VEFE 
| go AR i. y, 
æ Q-a Fiii 
m i Dm agii 
S nt (on S] nf (On las 
+ 2 Aia >| 2 EDO! 
e Pi ¡e-ALA (o) 3 
i Qari- i) 


jat 


AI n+) 
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—1a+1M. 


My 
Eu van 
7, 
LEFI 5 
> Brt (pa) |- cms aorti- RT 


Es pe 


donde M; = max |f (z) |. Doterminemos ahora sucesivamente los 


key 
números yo = 1, yı, Xz, + - de tal modo que sca 
E 
D om (m=1,2,3,...). 
vo hah 


Se puede construir una función f (z), uniforme y analítica en el 
círculo unidad, que satisfaga a las condiciones f (pa) = ya (k = 
= 0, 4, 2, ...). (Es suficiente construir primero una función 
Y (z) con polos simplos en los puntos pz, y después una función ap (2) 
que sea meromoría en el círculo unidad y tenga las partes principales 


ACCEDA , haciendo finalmente 
tO =g (2) (2).) 
Entonces 
[Lm-1 (f) |> m — CM 16mm, 


de donde, definitivamente, 
m-t 


V | Lms- (f)|—>o si m— o. 
o 
Pero esto significa que la serie Y) Zn (f)- Pa (2) no puede ser con 


vergonte en los puntos distintos de U, pa y, posiblemente, 1. lin resu 
men, (2, (2)), siendo una base en el sentido amplio, no es una base 


a pesar de que aquí se.cumple la condición lim y| P, @) | = | z t 
a 


(e incluso lim YP,, (z) = 2) uniformemente en cada conjunto acota 


do y cerrado que no contenga a los puntos 0, pr, 1. 
6. Supongamos ahora que {fa (z)} es una base de Ep (Iè < 00) 
y que {on (5)) son las funciones asociadas con ff, (z)}. Entonces 


para 15 | > R la función == € Ep tiene que admitir un desarrollo 


T 


D a(i) hos DaO h 
> g 
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uniformemente convergento respecto de z (para £ fijado) en cada 
círculo |z] <r<R. Sin embargo, se puede deducir algo más, 


a sabor, que Ja sorie Y @n (£) f,, (2) converge hacia uniforme- 


1 
o p= 
mente respecto de £ y respecto de z para | b} >Ryļ|z|<r<R, 
donde r cs un número positivo cualquiera menor que A. En otras 
palabras, se verifica el siguiente teorema: 


Teorema VII. Para que un sistema de funciones {fn (2)) del 
espacio En sea una base de En, es necesario y suficiente que se cumplan 
las condictones: 

(a) el sistema {fn (2)) es una. base en el sentido amplio de la palabra; 

(b) se verifica el desarrollo 


L = D an Ofn (9°), 
S 


E 


«donde (wn (E)) son las funciones asociadas con {fn (2)), y la serie es 
uniformemente convergente para | E |> R, \z |<?" para cualquier r, 
0<r<R. 

Este teorema es una consecuencia directa del siguiento lema, 
el cual es a su vez de un interés particular. 

Lema. Si F(z, ¢) es una función de dos variables complejas 
z y %, que es analítica en el recinto |2 |< R, | 1<P, y {fr (2) 
es una base de E y, entonces se verifica el desarrollo 


P (2, D= D qa ©) fa 2)» 


donde qn (€) son funciones analíticas en el recinto | L | < Pique perte- 
necen a la clase Q engendrada por F (z, [); el desarrollo es uniforme- 
mente convergente respecto del conjunto z y [ en cada recinto cerrado 
de la forma |2|<r<R.|t|<p<P.SiF (2, t) es una función 
analitica para |z | < R, | 7 | < P, entonces se puede afirmar además 
que Qu (X) son continuas (e incluso infinitamente diferenciables) para 


|% | < P, siendo uniformemente convergente el desarrollo Y) Qn ($) fn (2) 


en cada recinto cerrado de la forma |2 |< r< R, |% |< P. 
Demostración. Este lema resulta como una aplicación 
sencilla del teorema de Mazur y Orliez?“), el cual representa a su vez 


26) Como {fn (2)} es una base en el sentido amplio de la palabra, de la 
convergencia de esta serie se deduce que su suma cs —. 


20) S, Mazur und W. Orlicz, Ubor Folgen linearer Operationen, 
Studia Math., IV (1933). 
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la extensión al caso de espacios de tipo F del conocido teorema de 
Banach-Steinhaus*”). Por ejemplo, demostremos la segunda mitad 
del lema (en el cual, con unas restricciones más rigurosas se deducon 
unas proposiciones más fuertes). Sean (£,) funcionales lineales 
biortogonales con {fn (2)). Como {fn (2)) es una base de Ep, la serie 


Y Ln (1 -fn (2) es convergente para cualquier función f (z) € En y. 

T 

por consiguionte, en virtud del teorema mencionado"), la familia de 
co 


operadores lineales {J} Zy (f) f; (2)) es equicontinua en Ep. Sea Lo 
T 


un punto arbitrario del recinto cerrado | ¢ | < P. Entonces se puede 
señalar un entorno Ug tal, que para Z € Uy se cumple la desigualdad 


| 3 LP =r WOE 


para un £ > 0 dádo y para cualquier natural n. Cubramos el conjun- 
to | č |< P por un número finito de entornos del tipo indicado: 
Un (k = 1, 2, ..., s) con los centros €, (k = 1, 2, ..., s). Como 
existen unos números naturales ną (k = 4, 2, ..., s}, tales que 


n+p 
[3 reo <z 
npt 


para n>n, y para cualquier natural p, dosignando N= 


= Máx (Ry, » » ., Na), tendromos en virtud de las desigualdades 
establecidas 
ntp 
l È BIE e Df l<e 19) 
afi z 


para n>N =N (e) y |El <P. Supongamos quo la norma de f(z) € En 
se deline así: 
ION =r ae Tpm? donde ma=max |7 (0)| y 7% 


y sea r un número positivo cualquiera menor que Zè. 
Si rn > r, entonces para e < 2. se tiene mar If (2) > Le 
lz; 


gm+ 
si If (2) | <£. Así, pues, para [z| <r < R F e< sn , donde 
2%) S. Banach, Théorie des opérationes lindaires, Warszawa, 1932 


Véase también A. Z y gm u n d, Trigouometric Sories, 4.55. 
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no = no (r), tenemos de la relación) 7 


aio 
12 FE Dh Blaez 


para |g] P y n>N=N (e). Haciendo 
LF (5 Dl=09 (9) 


resulta todo lo que afirma el lema. No queda más que observar que 
para obtoner el teorema VII se debe sustituir aquí É por Ea 


7. Las condiciones del teorema anterior no son suficientes. Tome- 
mos, por ejemplo, el sistema de polinomios de interpolación (P, (2), 
estudiado en el ap. 5 do la sección IV, Obsérvese ante todo que para 
cualquier sistema de i.l.r. de polinomios de interpolación (2, (2)), 
las funciones asociadas (6, (£)) se expresan por las fórmulas 


1 3 P 
a0= (n=0, 4,2, 
En efecto, aquí para || >R 
3 a 1 de 
a) (5) > 5% j año 


lejar >max (Cala «+s fenna) 
Por ello, la serie de la condición (b) tiene aquí la forma 


5 Pal 
2 Pros O 


Poro en nuestro caso R=1, cn=0 para nk? y ce= p= 


=4Ei k0, 1,2, ...). Por esta mzón, para |zjgr<i, ($l 
k 
se lien 
alii 
¿lvl a= E 

Pat) d, ai IA 

Pra O A reri] STA sd 

MES gpt- TC A LIS) 

no 12 


== 9 (1741142); 
esta última cantidad es el término genera) de una serie convergente. 
Así, pues, en este ejemplo, la serie Y wa (5) fa (2) es uniformemente 


J 
convergente para |z| <r<1,1581>1. Además, su suma es igual 
4 Es , puesto que olla es precisamente el desarrollo de esta función 
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según los elementos (f, (2) = Pn (2)), los cuales forman una base 
en el sentido amplio de la palabra (véase el ap. 6 de la presente sec- 
ción). Por lo tanto, verdaderamente se cumplen todas las condiciones 
dol teorema anterior, a pesar de que {Pp (2)) no es una base. 

8. Supongamos ahora que {fn (z)) es un sistema completo de 
i.Lr. de funciones del espacio E g, siendo analíticas todas las funciones 
asociadas (6, (Ẹ)} para |% | >!, donde 0<1<R. Entonces el 
sistema {fn (2)) también es completo y es un sistema de i.l.r, para 
cualquier £,, 1<r< R. En efecto, es obvio que se conserva la 
complitud, independientemente de las hipótesis que se hagan respecto 
de (0, (2)) para todos los E,, r < R. En cuanto a la propiedad 
de i.l.r., ésta se deduce de las relaciones 


da j an © fn O = bum 
Rari=0>1 


(A AA A A 
Supongamos además que se verifica el desarrollo 


dan 
o 


uniformemente para |¢ | >p, |z} <r, donde p y r es cualquier 
par de números que satisfaga a las relaciones 0 <r < R, p> 
> max ír, 1). Entonces (f, (z)) es una base para cualquier Æp, 
l <r < R. (En este caso diremos que {fn (2)) esuna base pro- 
longable (hacia el interior) de Ey) En efecto, para 
1(2) € E, siendo |z | <r’ <r, se time: 


1) 


rollo Smax (t, r°) 


o o% 

=m | DaOhOrOt=Z (7 | 10904), 
Iziso 0 0 ItiS0" 

ésto es el desarrollo, uniformemente convergente, de f (z) según las 

funciones {fa (2)). La unieidad del desarrollo es consecuencia de la 

i.l.r, del sistema. 

Recíprocamente, supongamos que {fn (z)) es un sistema de funcio- 
nos de £ p que es una base para todos los espacios E,, 01 <r < R. 
Entonces, éste es completo y posee la propiedad de i.l.r. para cada 
uno de estos espacios. Además, según el teorema VII, se verifican los 
desarrollos 


=J orn Ofn 2). 
A 
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los cuales son uniformemente convergentes para |í|>r y |2]< 
<r' <r. Comparando los dos desarrollos 


doit) y = Y or,» É) fa (2) 
0 g 


3 


para [t¡>R y [z|<R, nos convencemos, en virtud de la pro- 
piedad de i.J.r. del sistema (/, (2), que 5 


Orn (0=08,:)=0() — (1=0,4,2,...1<1<R), 


de donde se deduce ahora que todas las funciones wn (E) son analiti- 
cas Laca LE | > £ (pues las funciones wp, n (Ẹ) son analílicas para 
1E | > lrn, donde lr, n < r). Confrontando lo dicho, obtenemos el 
teorema: 


Teorema VIIJ. Para que un sistema de funciones {fn o del 
espacio Ep sea una base para cada uno de los espacios E, L << r < R, 
es necesario y suficiente que: 

(a) sea un sistema completo de i.l.r, del espacio En 

(B) las funciones asociadas {wn (£)) sean analíticas para | ¿| > 1; 


= y n (E) fn (2), y éste sea uni- 


Jormemente convergente para |2 | <r, Ki t |> p, donde r y p son 
números cualesquiera que satisfagen a las condiciones: Ô < r < R, 


(y) se verifique el desarrollo 


p da max (r, 1). 
. Si fn (2) es un polinomio de grado n (jexaclamente!) (n = 
= ES 1, 2, ...), en el enunciado de las condiciones suficientes se 


puede no exigir que la suma de Ja serie uniformemente convergente 
Y 0 (Da (z) sea igual a —- En efecto, en el caso particular 
considerado 
=X Pj (9=0 para n> 
n=l 


por consiguiente, según el teorema de Wejerstrass de la serie 
doble de potencias, se tiene: 


Jo. Of (=> ye 
o 


E 


ES ULM 


s E E 3 210) = 3 


1 


419 
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Como ilustración sencilla al teorema VIII, consideremos el 
sistema {fa (2) =1 +... +2") en el espacio En, R>1. Este 
es un sistema completo de funciones. Para comprobar la i.l.r., cons- 
Lruimos el sistema biortogonal de funcionales 

A) AO) E 
Ln (1) “A. =012...). 
Aquí las funciones asociadas tienen la forma 
4 1 1 9 
n= (+) =p.  (0M=0,1,2...). 


Ez 


Estas son analíticas para |£|>0 y, on todo caso, fuera del cír- 
culo unidad. Finalmente, la serie X, œn ()/n(2) se puedo escribir 
0 


en la forma 


E 
sae, 
0 


Evidentemente, osta serie es uniformemente convergente para lsl< 
Er, |] >p, donde p > max ír, 1). 

Debido a la observación de este apartado, se puede no comprobar 
que la suma de la seric es igual a A . En resumen, el sistema 


{1 +z +... +2") es una base para cualquier En 1 >. 


Obsérvese que en este ejemplo la seric È onfa (z) es divergente 


para [81=1, 241, |z | <r' <1. Por esto, en virtud del teore- 
ma VIII, el sistema (14+2+...-+2")] no puede sor una base 
para £,. Esta deja de ser aquí incluso una base en el sentido amplio 
de la palabra, puesto que Zn ( n= ) =(0(n=0, 3, 2, ...). Claro, 
este sistema conserva la complitud y la propiedad de i.l.r. en cual- 
quier espacio E,, 0 <r < œ. 

10. Sea {fn (2)) un sistema completo de i.l.r. para todos los Æ,, 
L< r < R. Estas condiciones equivalen a que {fp (2)) es un sistema 
completo de i.Lr. para Ep y que todas las funciones asociadas 
{wn (£)) son analíticas para | Š | > Z. Las funciones analíticas en el 
recinto | E | >Z, que se anulan en el punto del infinito, forman un 
espacio Ê; de tipo F. Es evidente que 

1 A F 
a | “OMO%=L(F) (n=0,1,2,...) 


Ini 
ICjRIR 


representan funcionales lineales en £,, que son biortogonales con 
Lo, (¢)}- De aquí se deduce que (0, (£)) representa un sistema de 
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i.Lr. en Ẹ; (e incluso en cada espacio Ep, ¿<p < R). Si es que las 
funciones (ff, (2)) forman además una base en E,, L< r< R, es 
decir, si se verifica el desarrollo 


1 


Da Oha 


uniformemente para |z} <r, |b| > p, 0<r< R, max (l r) > 


> p, entonces (6, (£)) también forma una base en cada Ep, 1< 
< p < R, lo cual se deduce inmediatamente do la representación de 


la función F (2) € E, por la iulegral de Cauchy: 


ro | E-D | tono: 
pez [=p <R o [2 [==p" 


En particular, supongamos que las funciones {fn (2)), que forman 
una base prolongable (hacia el interior) de En, tienen la forma 


fa (a) = aRt o. a = On (2), 


donde Ph (z) son unas funciones analíticas en el círculo unidad quo 
satisfacen a las condiciones Py (0) = 1 (2 = 0, 1, 2, .. .). Enton- 
ces, fácilmente se comprueba que las funciones asociadas (6, ($)} 
tienen la forma 


La 
anat Pre =0,1,2,...). 


En virtud de Jo expuesto anteriormente, las funciones (f, (2)) forman 
una base para Æ, (L< r < R) cuando, y sólo cuando, las funciones 


{on (2)) forman una base de E, (1 < p < R). Pero, sustituyendo E 


por — y haciendo 0, (E) =s () (1=0,1,2,...) y 1= 
= du (2), nos convencemos de que el problema de la búsqueda de 
todas las basos prolongables del espacio Eg que tienen la forma 
(fa (2) = an + aldat E}, es equivalente al problema de la 
búsqueda do todas las bases prolongables dol espacio E, (>F 


que tienen la forma 
(mm) =P PE. aR) 


11. Detengámonos en la condición de unicidad que figura en la 
definición de hase (en el sentido amplio y estricto de la palabra). 
Sea {fn (2)) un sistema completo de i.L.r. do E y y sea {Zn} el sistema 
de funcionales lineales que es biortogonal con (f, (z)}. La condición 
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mencionada de unicidad consiste en que de Ln (f) =0 y f (2) € Er 
tiene que desprenderse que f (2) = 0. 

En particular, esto tiene que verificarse para las funciones que 
pertenecen a Ep», R' >R. Pero la función f (2) € Er, R' >R, 
so engendra de z+ por cierto funcional lineal definido en Ey. Por 

ES 
ello, según el teorema I, la condición de unicidad puedo cumplirse 


solamente con la condición de que el sistema do funciones Lal, ) = 
2 N 


= w, (Ẹ) sea completo en el espacio Æp. Obsérvese que a priori no 
hay razones para afirmar que la complitud de fo, (£)) en Ëp es 
suficiente para que el sistema {Z,} posea la propiedad de unicidad 
on Ep. En efecto, según el teorema T, la unicidad queda garantizada 
solamente con respecto a la clase O do las funciones engendradas de 

1 mediante las funcionales definidas en Epi aquí, la clase O 
coincido con el conjunto de todas las funciones analíticas en el círculo 
cerrado |z |< R. Un ejemplo sencillo confirma que la complitud 
de {wn ()} en E y no es suficiente para que el sistema {Zn} posce la 
propiedad de unicidad en Ep. Sea fa (2) =1 +... +z yR =1. 
Aquí 


In m O Lm 


TE 
ni ap hOsgpn oga (n=0,41,2,...) 


y el sistema (0, (2)) es completo en E, (en efecto, 


pha- (prha) + (eheh) ++ 1151) 


Sin embargo, las funcionalos {Zn} no poseen la propiedad de unicidad 
en Ey; de la condición L, (f) =0 (n = 0, 1, 2, ...) solamente 


se deduce que f (3) =p. 

Por el teorema I, resulta una condición suficiente para la unicidad 
en Æp (c incluso para la unicidad en E,, 1 < r < R), si se supone que 
las funciones (o, (£)) son analíticas para | | >l, 2 < R, y que el 
sislema (60, (()} es completo en Es. Resumiendo, obtenemos la 
proposición siguiente: 

Teorema 1X, Para que un sistema de funcionales lineales 
{Ln}, que sea biortogonal con el sistema de funciones {fa (2)) C En, 
posea la propiedad de unicidad en E y, es necesario (aunque no suficien- 
te) que el sistema de funciones asociadas Lo, (E)) sea completo en Ep. 
Si el sistema {on (£)) es completo en Es, O < l < R, entonces el siste- 
ma (Ln) posee la propiedad de unicidad en cada E, 1 < r < R. 
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12. De lo expuesto en los ap. 10 y 11 se deduce que si {fa (2)) 
es una base en el sentido amplio de la palabra para cada E,, 1 < r < 
< R, entonces el sistema de funciones asociadas {On (1)) es una base 
en el sentido amplio de la palabra para £,, L< r < R. En efecto, 
el cumplimiento de la condición indicada significa ante todo que 
fín (2)) es un sistema completo de i.l.r. para cada E, L< r< R; 
por esta razón, (0, (£)) es un sistema de i.l.r, para todos los E, 
¿<r<R, Por otra parte, siendo (f, (2)) una base en el sentido 
amplio de la palabra, resulta que el sistema do funcionales lineales 
{Ln}, que es biortogonal con (f, (z)), posee la propiedad de unicidad 
para E, Lr < R; por esto (teorema IX) el sistema (0, (0) es 
completo en £,, ¿<r < R. Finalmente, como el sistema (7, (2)) 
es completo en E,, L< r < R, del mismo teorema IX (en el cual 
se pueden cambiar de sitio los sistemas {fn (2)) y (0, (2))) se deduce 
que ol sistema de funcionales lineales (An), definidos en Ẹ, (l< 
< r < R) y biortogonales con (w, (2), posce la propiedad de unici- 
dad para cada Ẹ, (<r<R). 

En todos estos razonamientos {On 0) Y (fn (2)) pueden cambiar- 
se de sitio (puesto que la propiedad de asociación es recíproca). 

En particular, la relación establecida aquí permite demostrar la 
proposición siguiente: 

Teorema X. Supongamos que Fl)=1+0+H4... 
-21> y noa 

0044 + (121>0 
son funciones que no se anulan, y sean 
Pl) P. a (m=0,4,2,...) 


los polinomios que representan los conjuntos de los términos de potencias 
con exponentes no negativos en los desarrollos de Laurent de las funcio- 
nes parce (n = 0, 4, 2, .-.) (en un entorno del punto z = 00). 
Para que el sistema {pn (z)} sea una base en el sentido amplio de la 
palabra para cada uno de los espacios E,, r > L, es necesario y suficien- 
te que F (z) sea univalente en el recinto |z | > l. 

Demostración. Obsérvese primero que los polinomios 
{Pn (2)) representan un sistema de i.l.r. en E,, r > l, y que las fun- 
ciones asociadas ,con ellos tienen la forma 0, (2) = aa . En 
efecto, haciendo la notación 


F gt F ò d, 
A a) O Be da>), 
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obtenemos 
E f| aOd | oO lon) H An (dd = 
Izt Iai=p>t 
1 a(z) [F (2))™. F’ (2) 
=m | ropa Eg da ôn 
lzļ=p>? 
(n=0, 1, 2, ..., m=0, 14, 2, ...) (» 


de dondo se deduce lo que se afirmaba. Si (p, (z)} es una base en el 
sentido amplio de la palabra en cada E,, r > 1, entonces, según lo 
anterior, {œn (2)) también es una base en el sentido amplio de la 
palabra para cada E,, r > l. Poro si se supone que F (a) = F (29), 
lz: | >l, |z | >! z, 22, es decir, que F (z) no es univalente 
en el recinto | z | > l, entonces, cualquier función p (z) que pertonez- 


ca a la cápsula lineal cerrada de Lo, (2) => tiene que 
satisfacer a la condición y (21) :Y (22) = ọ (21) : p (22). Esto contradice 
a la propiedad de complitud del sistema fo, (z)} en el espacio E. 
Así, pues, queda demostrada la condición necesaria del teorema. 

Para demostrar que es suficiente, supongamos que F (2) os univa- 
lonto en el recinto |z| > L. 


Demostremos primero que el sistema Lo, (z) = T ER y ) cs 


completo en È; (y, por consiguiente, en cualquier È,, r > 1); efectue- 
- mos para esto la transformación z = F= (w). Esta transforma |z | > 
> Z en cierto recinto simplemente conexo G que contiene al punto 
w= œ, a las funciones (0, (z)} las transforma en las funciones 


AAA EA } y al espacio £,, en el espacio de las funciones que son 


analíticas en G y que se anulan en el punto w = co. Como el sistema 
á E es completo en el espacio transformado (según el teorema 


do Runge), ol sistema inicial (o, (2)) es completo en Ey; Ja 1.1.1. do 
ema os consecuencia de las relaciones de biortogonalidad 
(*), las cuales muestran que el sistema [On (2)) es asociado con 
{/n (2)). Finalmente, la propiedad dé unicidad de las funcionales 
que son biortogonales con («wn (z)} (en cada E,, r > 1), se deduco 
(sogún el teorema IX) de la complitud del sistema de funciones 
asociadas (p, (2) =(9" + a™z"1 4... +a} (en cada Ep). 
En resumen, el sistema (0, (2)) es una base on el sentido amplio 
de la palabra para cada E, r > 1. La condición suficiente del teore- 
ma queda demostrada. 
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